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3لوغاريتمية حلول تمارين الدوال الAs  1 

 تمارين ال

 ن 7 1م2009باك1التمرين

 (I h دالة عددية معرفة على 1;   : كما يلي   2
2 ln 1h x x x x    . 

أحسب  (1 lim
x

h x


و   
1

lim
x

h x


.  

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 1;   :   2
1 2 1

1

x
h x

x

 
 


 

 ثم أنجز جدول تغيّراتها .hو إستنتج اتجاه تغيّر الدالة

أحسب (3 0h و إستنتج إشارة h xحسب قيمx . 

(II دالة عددية معرفة علىلتكن 1;   : كما يلي   ln 1
1

1

x
f x x

x


  


  

نرمز بـ       fC لتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

أحسب  -أ  (1 
1

lim
x

f x


 ثم فسّر هذه النتيجة بيانيا . 

limباستخدام النتيجة  -بـ 
t

t

e

t
   برهن أن ،

ln
lim 0

u

u

u
 . 

إستنتج  -جـ     lim
x

f x


 . 

أحسب  -د       lim 1
x

f x x


    نحىو استنتج وجود مستقيم مقارب مائل للم . 

  بالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل . أدرس وضعية المنحنى -هـ     

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 1;   ،   
 2

1

h x
f x

x
 


 . ثم شكل جدول تغيّرات الدالة    

2yم ذو المعادلةيقطع المستقيبيّن أن المنحنى (3  3,4و  3,3عند نفطة فاصلتها محصورة بين  . 

 . أرسم  (4

1yو المستقيمات التي معادلاتها : أحسب مساحة الحيز  المستوي المحدود بالمنحنى (5 x   ،0x   1وx  . 

 ن 10 1م2010 باك2التمرين 

 (I لتكنf الدالة العددية المعرفة على المجال 
1

;
2

I
    

بـ :      1 ln 2 1f x x   

و ليكن  fC لمستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس تمثيلها البياني في ا( ; , )O i j. 

أحسب  (1 lim
x

f x


و   
1

2

lim
x

f x


 . 

ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iمتزايدة تماما على المجال fبيّن أن الدالة (2

ن فاصلة النقطة من عيّ (3 fC  التي تكون فيها المماس موازيا للمستقيم d  ذي المعادلةy x .

يمكن كتابة  Iمن xأثبت أنه من أجل كل -أ  (4 f x  : على الشكل   lnf x x a b    حيثa  ،b  عددان
حقيقيان  يطلب تعيينهما .

ستنتج أنه يمكن رسم ا -بـ  fC  إنطلاقا من C اريتمية النيبيريةمنحى الدالة اللوغln  ثم أرسم C  و fC . 

(II  الدالة العددية نعتبرg المعرفة على المجالI  :  ِـ ب   g x f x x  

أحسب  (1 
1

2

lim
x

g x


ثم بيّن أن   lim
x

g x


  

ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iعلى gأدرس إتجاه تغيّر الدالة (2

f

 f
C

 f
C

f

 f
C

 f
C

 f
C
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3لوغاريتمية حلول تمارين الدوال الAs  2 

أحسب  -أ  (3 1g  ثم بيّن أن المعادلة  0g x  لتقبل في المجا 
3

;
2

   
2تحقق أن .  حلا وحيدا  3  .

أرسم  -بـ     gC  منحنى الدالةg  على المجال
1

;5
2

 
  

في المعلم السابق .     

ة إستنتج إشار (4 g x على المجالI  ثم حدّد وضعية المنحنى fC  بالنسبة إلى d .

برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال  (5 1;  : فإن f x نتمي إلى المجال ي 1; .

(III  نسمي nu 1كما يأتي :  *المتتالية العددية المعرفة على
1

2

   
 

nu f
n

 .

1التي من أجلها يكون :  nعيّن قيمة العدد الطبيعي  (1 2ln3 3ln2nu     . 

1حيث : nSالمجموع  nحسب بدلالة أ (2 2 ...   n nS u u u

 ن 7 1م2011 باك3التمرين

 (I  نعتبر الدالةg  المعرفة على 1  :  ِـ ب  1

1

x
g x

x





 

و        gC والمتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد( ; , )O i j (الشكل المقابل) ، 

 بقراءة بيانية :   
 .gرات الدالةشكّل جدول تغيّ ـ أ    

حل بيانيا  المتراجحة  ـ بـ      0g x . 

التي يكون من أجلها  xعيّن بيانيا قيم جـ  ـ     0 1g x  

(II لتكن الدالةf المعرفة على المجال 1;   : ِـ ب  1 1
ln

1 1

x x
f x

x x

       
 

و             fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  (1
1

lim ( )
x

f x



limو  ( )
x

f x


 ثمّ فسّر النتيجتين هندسيا.  

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 1;  ، 
 2

2

1
g x

x
 


.

أحسب  ـ بـ f x  رات الدالةادرس إشارتها ثمّ شكل جدول تغيّوf .

، عيّن إشارة العبارة  جـ السؤال  I)باستعمال الجزء  ـ أ (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال  1;.

عدد حقيقي . بيّن أنّ الدالة ـ بـ   lnx x x x    هي دالة أصلية للدالة lnx x  المجال على ; .

من المجالxتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي جـ  ـ 1; ،  2
1

1
g x

x
 


 على fثم عيّن دالة أصلية للدالة 

المجال            1;

 ن 7 2م2012 باك4التمرين

المعرفة على المجال fنعتبر  الدالة ;0 : كما يلي    5 6ln
1

x
f x x

x

      
     

    fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ( ; , )O i j. 

أحسب أ  (1
0

lim ( )
x

f x



 ، ثمّ فسّر النتيجة هندسيا . 

limأحسب  ـ ب       ( )
x

f x


 .

من  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 ;0    ،   
2

6

1

x x
f x

x x

  


.

، ثم شكّل جدول تغيّراتها . fإستنتج اتجاه تغيّر الدالة       

بيّن المستقيم -أ  (3  : 5الذي معادلة لهy x   هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى fC  عند.
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3لوغاريتمية حلول تمارين الدوال الAs  3 

أدرس وضع المنحنى -بـ  fC بالنسبة  للمستقيم  . 

بيّن أنّ المعادلة  (4  0f x   تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    .

أنشئ المنحنى (5 fC و المستقيم  .

نعتبر النقطتين  -أ  (6
3

1;3 6ln
4

A
     

  
و 

5 3
2; 6ln

2 4
B
     

  
 .

بيّن أن    
1 7 3

6ln
2 2 4

y x   معادلة ديكارتية للمستقيم AB .

بيّن أنّ المستقيم -بـ  AB يمس المنحنى fC  0في نقطةM . يطلب تعيين إحداثيتيها 

الدالة المعرّفة علىgلتكن (7 ;0   : كما يلي 
2

5 6 ln
2 1

x x
g x x x

x

      
 .

على المجال fدالة أصلية للدالة gبيّن أنّ         ;0 . 

 ن 7 2م2013 باك5التمرين

(I g الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   2
2 4 2ln 1g x x x x    .

 ، ثمّ شكّل جدول تغيّراتها. gأدرس تغيّرات الدالة  (1

من المجال xإستنتج أنّه من أجل كل (2 1;     ،  0g x . 

(II f  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 


. 

و      f
C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  .( 2وحدة الطولcm) 

أحسب ـ أ (1
1

lim ( )
x

f x



 . فسّر النتيجة بيانيا.

أحسب ـ بـ lim
x

f x


. 

من  xبيّن أنّه من أجل كل ـ أ (2 1;    ،   
 2

'
1

g x
f x

x



  

على المجالfاه تغيّر الدالةأدرس اتج ـ بـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

بيّن أنّ المعادلة  ـ جـ  0f x   تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;   ّ0،  ثمّ تحقّق أن 0,5 . 

بيّن أنّ المستقيم ـ أ (3  ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى f
C  عند. 

أدرس وضعية المنحنى  ـ بـ f
C قيم بالنسبة إلى المست . 

نقبل أنّ المستقيم  (4 T  ذا المعادلة
3

2
y x

e
   مماس للمنحنى ، f

C  في نقطة فاصلتها
0

x  . 

أحسب  ـ أ
0

x.

قيمين المقاربين والمماسأرسم المست ـ بـ T ثمّ المنحنى f
C. 

بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ f x x m  .حلّين متمايزين 

 ن 6 1م2014 باك6التمرين

المعرفة على المجال  fالعددية نعتبر الدالة 0;  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

f x
x

 
 

)و         )fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

 أحسب ـ أ (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


 ، فسّر النتيجتين هندسيا.

على المجال  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة  ـ بـ       0; .ثم شكل جدول تغيّراتها 
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3لوغاريتمية حلول تمارين الدوال الAs  4 

)أدرس وضعية المنحنى ـ أ (2 )fCسبة إلى المستقيم بالن( )  : 1الذي معادلتهy . 

)أكتب معادلة المماس ـ بـ        )Tللمنحنى( )fC 1في النقطة ذات الفاصلة. 

)بيّن أن المعادلة  ـ جـ       ) 0f x   تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3
e e  . 

)أنشئ  (3 )T  و( )fC. 

المعرفة على  hلتكن الدالة  (4 0  يلي: كما
2ln

( ) 1
x

h x
x

 . 

)و ليكن       )hC .تمثيلها البياني في نفس المعلم السابق 

)غير معدوم  ،xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ ) ( ) 0h x h x  ماذا تستنتج  ؟ . 
)أنشئ المنحنى  ـ بـ )hC إعتمادا على المنحنى( )fC. 

2، عدد حلول المعادلة: mناقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي  ـ جـ
ln ( 1)x m x . 

 ن 7 1م2015 باك7التمرين

)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , )O i j. 

 

(I  ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( ) 3المستقيم ذو المعادلةy x   
        هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ). 

)بقراءة بيانية حدد وضعية  (1 )  بالنسبة إلى( )  على 0;. 

2) g الدالة المعرفة على المجال 0; : بـ( ) 3 lng x x x  . 

)إشارة  xإستنتج حسب قيم  )g x. 

2,2:  تحقق أن (3 2,3 . 
 

(II   f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بـ 1
( ) 1 ln 2f x x

x

    
 

)و   )fC . تمثيلها البياني 

أحسب  (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


. 

من  xأثبت أنه من أجل كل (2 0;  :
2

( )
'( )

g x
f x

x
   ،  ثم شكّل جدول تغيّرات الدالةf. 

بيّن أنّ:  (3
2

( 1)
( )f




 
 ثم إستنتج حصرا  للعدد  ،( )f . 

)أدرس وضعية  (4 )fC  بالنسبة إلى حامل محور الفواصل؛ ثم أنشئ( )fC  2على المجال
0;e  . 

(III F الدالة الأصلية للدالةf  على المجال 0;  :(1)و التي تحقق 3F  . 

 ما.يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين فاصلتيه Fبيّن أنّ منحنى الدالة  (1

lnxبيّن أنّ  (2 x x x  هي دالة أصلية للدالةlnx xعلى 0;   ثم إستنتج عبارة الدالة    ،F. 

 ن 6,5 1م -لدورة الأولىا - 2016 باك8التمرين

(I gالدالة المعرّفة على المجال 0;  : ِـ ب  2
1 lng x x x  . 

 . gأدرس إتجاه تغيّر الدالة  (1

أحسب (2
2

2
g
 
  
 

المجال من xثمّ بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  0;    ،  0g x .

(II f الدالة المعرّفة على المجال 0;   : ِـ ب  ln
1

x
f x x

x
  . 

و        C ني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس تمثيلها البيا( ; , )O i j  . 
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أحسب (1
0

lim ( )
x

f x



و   lim
x

f x


  . 

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;    ،   
2

g x
f x

x
   

 . fشكّل جدول تغيّرات الدالة ـ بـ

أكتب معادلة للمماس (3 T للمنحنى C 1في النقطة التي فاصلتها . 

بيّن أنّ (4 C اربا مائلايقبل مستقيما مق   : 1حيثy x   . معادلة له

أدرس الوضع النسبي لـ  ـ بـ C  و . 

أرسم المستقيمين  (5 T و  ثم المنحنى C . 

6) m . عدد حقيقي m
  : المستقيم حيثy mx m  . معادلة له 

تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ، النقطة  ـ أ 1;0Aتنتمي إلى المستقيم m
  .

عدد حلول  المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ ـب f x mx m  . 

جد دالة أصلية للدالة -أ  (7
ln x

x
x

على المجال  0; . 

nأحسب -بـ 
Iستوي المحدّد بالمنحنىمساحة الحيّز الم f

Cالمستقيم ،  1ذا المعادلة y x و المستقيمين اللذين 

1xمعادلتيهما        وx nحيثn عدد طبيعي 1n . 

عيّن أصغر عدد طبيعي -جـ 
0

n بحيث إذا كان
0

n n : 2 فإن
n

I . 

 ن 7 1م -ثانيةلدورة الا - 2016 باك9التمرين

(I g دالة المعرّفة على المجالال 1;   : ِـ ب     1 1 2ln 1g x x e x     .( العددe هو أساس اللوغاريتم النيبيري)
 ، ثمّ شكّل جدول تغيّراتها. gأدرس تغيّرات الدالة  (1

بيّن أنّ للمعادلة (2  0g x  حلا وحيدا  0,34حيث 0,33   .

إستنتج إشارة (3 g xحسب قيم العدد الحقيقيx  على المجال 1;   . 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   
 2

ln 1

1 1

xe
f x

x x


 

 
. 

     f
C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j . 

بيّن أن -أ (1
1

lim ( )
x

f x



    حسب أو lim
x

f x


 ، فسّر النتيجتين  هندسيا . 

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل ـ بـ 1;     ،   
 3

1

g x
f x

x


 


 

على المجال fأدرس اتجاه تغيّر الدالة ـ جـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

أرسم المنحنى ـ د f
C.( : ّنقبل أن  3,16f  ) 

. بيّن أنّ الدالة ـ أ (2 1
1 ln 1

1
x x

x


   

هي دالة أصلية للدالة 
 

 2

ln 1

1

x
x

x




على المجال  1;  

أحسب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بحامل محور الفواصل و المنحنى ـ بـ     f
C0و المستقيمين اللذين معادلتيهماx  1وx . 

 المعرفة على kنعتبر الدالة العددية (3 1;1  :  بـ   k x f x    ، k
C   .تمثيلها لبياني في المعلم السابق 

زوجية  . kبيّن أن الدالة ـ أ

بيّن كيف يمكن استنتاج المنحنى ـ بـ k
C انطلاقا من  المنحنى f

C . ثم أرسمه( دون دراسة تغيّرات الدالةk) 

عدد و إشارة حلول  المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ k x m . 
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 ن 7 1م -عاديةلدورة الا - 2017 باك10التمرين

حيث Dالمعرفة على fنعتبر  الدالة    ; 1 1;D        :  بـ  2 1
ln

3 1

x
f x x

x

     
     

    f
Cتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

 فردية  ثم  فسّر ذلك  بيانيا .fبيّن أن الدالة (1
 أحسب النهايات التالية : (2

1

lim ( )
x

f x



      ،
1

lim ( )
x

f x



    ،  lim
x

f x


و  lim
x

f x


استنتج أن    f
C. يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور التراتيب

D    ،من  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (3 
2

2

2 2

3 1

     

x
f x

x
.

تغيّراتها . ، ثم شكّل جدول fإستنتج اتجاه تغيّر الدالة           

ن أنّ المعادلة بيّ (4  0f x    تقبل حلّا وحيدا  1.8حيث 1.9 

بيّن المستقيم -أ  (5   : ذا المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى f

C ثم أدرس وضعية المنحنى f
C 

بالنسبة إلى  المستقيم   .

أنشئ المنحنى (6 f
C  و المستقيم  .

7) mوسيط الحقيقيوسيط حقيقي ، ناقش بيانيا حسب قيم ال m: عدد حلول المعادلة   1
2 3 3ln 0

1

x
m x

x

     
 

 ن 7 1م -ستثثااييةلدورة الإا - 2017 باك11التمرين

(Iنعتبرf الدالة العددية  المعرّفة على المجال
1

;
2

    
كما يلي  :     

 2

1 2ln 2 1

2 1

x
f x

x

 



 .

و      f
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  . 

أحسب النهايتين : (1
1

2

lim ( )
x

f x



   ، lim
x

f x


 النتيجتين بيانيا . ثم فسّر  

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2
1

;
2

    
    ،   

 3

8ln 2 1

2 1

x
f x

x

 
 


 

 ثم شكّل جدول تغيّراتها .  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

حل في المجال (3
1

;
2

    
المعادلة   0f x   ثم استنتج إشارة ، f x .

بيّن أن المنحنى (4 f
C يقبل نقطة إنعطافيطلب تعيين إحداثييها ، ثم أنشئ f

C .

(II  لتكن الدالةg  المعرّفة على
1

;
2

    
كما يلي :     2 ln 2 1g x x x     .

 . gأدرس إتجاه تغيّر الدالة -أ  (1

بيّن أن المعادلة  -بـ   0g x  الآخر تقبل حلّين أحدهما معدوم  و: 1,2 حيث 1,3  .

إشارةاستنتج  -جـ  g x . 

أكبر تماما من  : nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

( )

n

n

n

I f x dx



    .

أثبت أن : من أجل كل
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


limثم استنتج  n
n

I


. 
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 ن 7 2م 2018 باك12التمرين

 (I gالدالة العددية ذات المتغير الحقيقيx المعرّفة على 0; :  ِـ  ب   21
ln ln 1g x x x

x
   

        g
C : المنحنى البياني الممثل لها كما هو مبيّن في الشكل المقابل 

أحسب  ـ     1g ثم استنتج بيانيا إشارة g x. 

(IIfالدالة العددية ذات المتغير الحقيقيx المعرّفة على 0; :  ِـ ب  1 ln

1 ln

x
f x

x x





 

و         f
C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  (1       
0

lim ( )
x

f x



limو بيّن أن :  ( ) 0
x

f x


 . 

 ثمّ فسّر النتيجتين بيانيا.

من المجالxبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;  ،   
 2
1 ln

g x
f x

x x
 


 . 

 و شكّل جدول تغيّراتها . fاستنتج اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ      

بيّن أن (3
2

1 1

e e
y x

e e

 
    

هي معادلة لـ  T مماس المنحنى f
C في نقطة 

استقاطعه مع حامل محور الفواصل ، ثم أرسم المم      T و المنحنى f
C . 

بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي  (4          2
1e f x e x me    . حلّين متمايزين 

(IIIn1عي حيثعدد طبيn   ،nIمساحة الحيز من المستوي المحدد بحامل محور الفواصل و المنحنى f
C و المستقيمين اللذين 

1xمعادلتيهما                         وx n. 
1nحيثnيّن أنه من أجل كل  عدد طبيعيب (1   : ln 1 lnnI n n  . 

أدرس إتجاه تغيّر المتتالية (2 nI     . 

 ن 7 1م 2019 باك13التمرين

f ّفة علىالدالة العددية المعر   0;2 2;   :  بـ
1

( ) ln
2

f x x
x

 


   .

 fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس , ;O i j  

أحسب  -أ  (1
0

lim ( )
x

f x



  ، 
2

lim
x

f x



و  
2

lim ( )
x

f x



 .  فسّر النتائج  بيانياثم  

limأحسب  -بـ  ( )
x

f x


. 

على fأدرس إتجاه تغير الدالة  (2   0;2 2;  . ثم شكّل جدول تغيّراتها ،  

نسمي (3  لوغاريتمية النيبيرية  "المنحنى البياني للدالة الln . في المعلم السابق " 

أحسب -أ  lim ( ) ln
x

f x x


 . ثم فسّر النتيجة بيانيا 

أدرس وضعية -بـ  fC بالنسبة للمنحنى  . 

أرسم بعناية المنحنى (4  ثم المنحنى fC . 

5) Hالدالة المعرّفة على المجال 3;  : بـ   
3

ln

x

H x t dt  حيثt . متغيّر حقيقي موجب تماما 

ة باستعمال المكاملة  بالتجزئة ، عيّن عبار -أ  H x بدلالةx . 

مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى  Aأحسب -بـ  fC  : 3و حامل محور الفواصل و  المستقيمين ذوي المعادلتينx   4وx . 

6) g الدالة المعرّفة على    ; 1 1;0   : بـ   2g x f x   . 

 دون حساب عبارة  g xحدّد إتجاه تغيّر الدالةg . على مجموعة تعريفها 
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 حلول التمارين

  2009 باك1لتمرينح  لحل مقتر

(I  h دالة عددية معرفة على 1;   : كما يلي   2
2 ln 1h x x x x    . 

حساب  (1 lim
x

h x


و   
1

lim
x

h x


: 

    2
lim lim 2 ln 1

x x
h x x x x

 
         

    2

1 1

lim lim 2 ln 1
x x

h x x x x
  

      

من المجال xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 1;   :   2
1 2 1

1

x
h x

x

 
 


 . 

قابلة للإشتقاق على المجال hالدالة 1;   و  من أجل كل عدد حقيقيx من 1;   : 

      2
2 1 1 1 1 2 11

2 2
1 1 1

x x x
h x x

x x x

    
     

  
 

 :hإتجاه تغيّر الدالة       

من xمن أجل كل عدد حقيقي لدينا : 1;    :1 0x     و 2
1 2 1 0x   و منه  0h x   

متزايدة تماما على المجال  hو بالتالي الدالة 1; . 
 :  hالدالة جدول تغيّرات

 
 
 

 
 
 

حساب        0h ج إشارةاو إستنت h xحسب قيمx : 

                2
0 0 2 0 ln 0 1 0h       

   إشارة h x: 
 
 

(II f الدالة العددية المعرّفة على 1;    :  ِـ ب   ln 1
1

1

x
f x x

x


  


 

حساب  (1
1

lim ( )
x

f x



 :  

 
1 0

ln 1
lim ( ) lim 1

1x x

x
f x x

x 
 

 
      

 ، لأن  : 

 
1

1

lim ln 1

1
lim

1

x

x

x

x









   

       

    

1x: المستقيم ذو المعادلةالبياني التفسير         مقارب عمودي للمنحنى fC. 

limة باستخدام النتيج -بـ 
t

t

e

t
   نبرهن أن ،

ln
lim 0

u

u

u
 . 

lntنضع u  فيكونt
u e  : و منه 

ln 1
lim lim lim 0

t tu t t

u t

u e e

t

  
  

 
 
 

. 

 

                                                1 x

                      h x

                                                
 
 
 

                                                     

 
 h x 

 

                     0                      1 x

            0              h x
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إستنتاج  -جـ  lim
x

f x


 : 

         ln 1
lim lim 1

1x x

x
f x x

x 

 
      

 ، لأن :
 ln 1

lim 0
1x

x

x

 
  

 (بـ)حسب السؤال 

حساب  -د    lim 1
x

f x x


    : 

       ln 1 ln 1
lim 1 lim lim 0

1 1x x x

x x
f x x

x x  

    
                 

 

): المستقيمالبياني التفسير  ) 1ذو المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى fCعند  . 

دراسة وضعية المنحنى -هـ  fC: بالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل  

لندرس إشارة الفرق    1f x x  . 

     ln 1
( ) 1

1

x
f x x

x


   


و بالتالي إشارة   ( ) 1f x x   من إشارة ln 1x  1لأن 0x   . 

 
 
 
 
 
 

 
 

من  xتبيان أنه من أجل كل ـ أ  (2 1;     ،   
 2

1

h x
f x

x
 


 . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة 1;   ل عدد حقيقيو  من أجل كx من 1;   : 

 
   

 
 

 

   
 

 
 

2 2

2 2

2 2

1
1 1 ln 1 1 ln 111 1

1 1

1 1 ln 1 2 ln 1

1 1

x x xxf x
x x

x x x x x

x x

                     
 

      
 

 

 

من xمن أجل كل عدد حقيقي و منه : 1;    :   
 2

1

h x
f x

x
 


 . 

 : f رات الدالةجدول تغيّ
 
 
 
 
 

 

2yيقطع المستقيم ذو المعادلةتبيان أن المنحنى (3  3,4و  3,3عند نقطة فاصلتها محصورة بين  . 

معناه لنثبت أن المعادلة  2f x  3,4و  3,3تقبل حلا محصورا بين . 

مستمرة على المجال fالدالة 1;  و بالتالي فهي مستمرة على 3,3;3,4 كون   3,3;3,4 1;  . 

و لدينا 
 
 
3,3 1,96

3,4 2,06

f

f





و بالتالي    3,3 2 3,4f f   ، المعادلة  مبرهنة القيم المتوسطةإذن حسب  2f x    تقبل

في المجالحلا  3,3;3,4. 

 

 f
C

                                         0                                 1  x

                      0                 f x y

                                                                                
      

( )fCتحت( )                                                                         ( )fCفوق( )   
                                                                                            

 
الوضع 
 النسبي

 

( )fCيقطع( ) 
;0)في النقطة  1)A 
. 

                       0                      1 x

           0            f x

                                                
 
 
 

 1 

 
 f x 
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 الرسم : (4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1yو المستقيمات التي معادلاتها : حساب مساحة الحيز  المستوي المحدود بالمنحنى (5 x   ،0x   1وx  . 

          
11 1

2 2

00 0

ln 1 1 1
1 ln 1 ln 2

1 2 2

x
S x f x dx dx x

x

                

 2010 باك2لتمرينحل مقترح  ل

  (I fالدالة العددية المعرفة على المجال 
1

;
2

I
    

بـ :    1 ln 2 1f x x   . 

  ايات :النه باحس (1

    lim lim 1 ln 2 1
x x

f x x
 

          ،    
1 1

2 2

lim lim 1 ln 2 1
x x

f x x
  

     .

:  Iمتزايدة تماما على المجال fأن الدالة تبيان (2

   ،   Iمن xمن أجل كل ،  و Iقابلة للإشتقاق على fالدالة    
2

( )
2 1

f x
x

 


 

I  ،  2من  xلدينا :من أجل كل عدد حقيقي       1 0x     أي  0f x  الدالةلتالي با  وf متزايدة تماما على المجالI  . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ    
 
 
 
 

 
 

فاصلة النقطة من  تعيين (3 fC ها المماس موازيا للمستقيم يتكون ف التي d  ذي المعادلةy x .

فاصلة هذه النقطة هي حل للمعادلة        1f x   فيI . 

     1f x  تكافئ
2

1
2 1x




2تكافئ  2 1x    أي
3

2
x   .

 f
C

                                                            
1

2
 x

  f x

 

 
 

 

 
 f x 

 

 

2 3 4 5 6-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

 fC  
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I :من xمن أجل كل -أ  (4    1 1
1 ln 2 1 1 ln 2 1 ln 2 ln

2 2
f x x x x

                 
    

 ، و منه : 
1

2
a   

1 و    ln2b    . 

 لدينا : -ـ ب     f x h x a b   : حيث   lnh x x  و منه fC  هو صورة Cمنحى الدالة اللوغاريتمية النيبيرية  

بالإنسحاب الذي شعاعه              
a

v
b

 
 
 

أي    
1

2

1 ln 2

v

 
 
 
 

  . 

الرسم :               

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (II gالدالة العددية  المعرفة على المجالI  ِـ :  ب   g x f x x  

1)        
1 1 1

2 2 2

lim lim lim 1 ln 2 1
x x x

g x f x x x x
    

        

                ln 2 11
lim lim 2 1

2 1 2 1x x

xx
g x x

x x 

 
       

 تذكّر أن :)      
ln

lim 0
u

u

u
 ) 

: Iعلى gر الدالةتجاه تغيّإ ةسادر (2

 ،  و    Iقابلة للإشتقاق على gالدالة         
2 2 3

( ) 1
2 1 2 1

x
g x

x x

     
 

 

I  ،  2من  xمن أجل كل عدد حقيقي لدينا :      1 0x     إشارةو بالتالي g x  2من إشارة 3x   . 

إشارة     g x : 
 
 

 

متزايدة على المجال gالدالة      
1 3

;
2 2

 
  

ناقصة على المجالو مت 
3

;
2

   
 . 

 : gالدالة راتجدول تغيّ      
 
 
 
 

 
 

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

-1

-2

0 1

1

                        
3

2
                              

1

2
 

x

        0            g x

1
ln 2

2
  

 
 

                                                                                       

 
 g x 

 

                          
3

2
                              

1

2
 x

        0            g x

 

 C  

 fC  

 gC  
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 لدينا : -أ  (3 1 0g   .

مستمرة و متناقصة تماما على المجال gالدالة
3

;
2

   
و   

 

3 1
ln 2 0,19

2 2

lim
x

g

g x


        
  

 ، و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة

المعادلة                0g x  تقبل في المجال 
3

;
2

   
 . حلا وحيدا 

2تحقق أن ال          3  : 

لدينا :           
 
 
2 0,09

3 0,39

g

g




 
أي :    2 3 0g g    2و منه 3 .

 المنحنى رسم -ـ ب  gC  :. أنظر الشكل السابق    

إشارة  (4 g x : 
 
 

المنحنى  وضعية        fC  إلى بالنسبة d : 

لدينا :             f x y f x x g x    و منه إشارة الفرق من إشارة g x . 

إذن : من أجل        1
;1 ;

2
x

     
يكون ، fC  واقعا أسفل d. 

من أجل                  1;x   يكون ، fC واقعا أعلى من d  . 

         fCيقطع d في النقطتين 1;1A  و ;B  .

متزايدة تماما على المجال fالدالة (5 1; : من أجل كل و منه  1;x    : فإن     1 ;f x f f   . 

و لدينا :        1 1f   و   f g      . 

من أجل كل  إذن :      1;x    : فإن   1;f x   .

(III  نسمي nu كما يأتي :  *المتتالية العددية المعرفة على
1

1
2

nu f
n

   
 

 . 

1ا يكون : التي من أجله nقيمة العدد الطبيعي تعيين (1 2ln3 3ln2nu     .

لدينا :    
1 1 1 1

1 1 ln 2 1 1 1 ln 1 1 ln
2 2

n

n
u f

n n n n

                                   
 

1و منه :     2ln3 3ln2nu     2  يعني 31 9
ln ln3 ln 2 ln9 ln8 ln

8

n

n

       
 

8n أي :   .

1يث :بح nSالمجموع ،  nبدلالة  حساب ، (2 2 ...   n nS u u u.

*من أجل كل  لدينا :    
n   ،

1
1 lnn

n
u

n

    
 

   

1و منه :     2

2 3 1
... 1 ln 1 ln ... 1 ln

1 2
n n

n
S u u u

n

                    
     

 

أي :           2 3 ... 12 3 1
1 1 ... 1 ln ln ... ln ln ln 1

1 2 1 2 ...
n

n nn
S n n n

n n

                                      
 

 

 

                                        1                   
1

2
 x

         0               0       g x
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 2011 باك3لتمرينحل مقترح  ل

(I  نعتبر الدالةg  المعرفة على 1   ِـ : ب  1

1

x
g x

x





 

 :gرات الدالةجدول تغيّ ـ أ

 
 

 
 

 

لمتراجحة ا حل ـ بـ  0g x    بيانيا: 

       0g x تكافئ   ; 1 1;x      . 

التي يكون من أجلها  xتعيين قيم ـ جـ  0 1g x : 

          0 1g x   تكافئ 1;x   . 

(II الدالةf معرفة على المجال 1;   : ِـ ب  1 1
ln

1 1

x x
f x

x x

       
 

النهايات : باحس (1

     
1 1

1 1
lim ( ) lim ln

1 1x x

x x
f x

x x 
 

            
 ،    لأن :  

1

1

1
lim 0

1

1
lim ln

1

x

x

x

x

x

x









      


      

 .

1xالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :         نىمقارب عمودي للمنح fC.

     
1 1

lim ( ) lim ln 1
1 1x x

x x
f x

x x 

           
 ،   لأن :     

1
lim 1

1

1
lim ln 0

1

x

x

x

x

x

x





       


     

.

1yالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :          مقارب أفقي للمنحنى fC.

من المجال xأنه من أجل كل عدد حقيقيتبيان  -أ  (2 1; : يكون  
 2

2

1
g x

x
 


.

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة        1;   من أجل كل عدد حقيقي وx من 1;  : 

     
   2 2

1 1 1 1 2

1 1

x x
g x

x x

    
  

 
 

حساب ـ بـ f x  : 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة         1;   من أجل كل عدد حقيقي وx من 1;  : 

 
 

 
        

2

2 2 2 2 2

2

12 2 2 1 2 2 4

1 1 11 1 1 1 1 1

1

x x x x
f x

x x xx x x x x x

x

                   


 

من xمن أجل كل عدد حقيقيلدينا :  و      1;  ،   0f x  و بالتالي الدالةf متزايدة تماما على المجال 1; . 
 
 

                            1                        x

 g x

1 

 
 

                   

 
 

1                                             

 
 g x 
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 : fرات الدالةغيّجدول ت   
 
 

 
 

إشارة العبارة  تعيين،  جـ السؤال  I)باستعمال الجزء  ـ أ (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال  1;.

: من أجل كل جـ السؤال  I)الجزء  لدينا حسب            1;x    فإن ،
1

0 1
1

x

x


 


1 و منه   

ln 0
1

x

x

    
 . 

  . عدد حقيقي ـ بـ

بحيث hأنّ الدالة تبيان               lnh x x x x     ةهي دالة أصلية للدال lnx x  على المجال ; . 

قابلة للإشتقاق على المجال hالدالة           ;   من أجل كل عدد حقيقي وx من ;  : 

       1
1 ln 1 lnh x x x x

x
         


  


 

  : تحققال ـ جـ       

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقي      1;  ،  1 1 2 1 2 2
1

1 1 1 1 1

x x x
g x

x x x x x

   
     

    
 . 

على المجال fدالة أصلية للدالة تعيين      1;  : 

من المجالxأجل كل عدد حقيقي من      1;  ،     1 1 2
ln 1 ln 1 ln 1

1 1 1

x x
f x x x

x x x

             
 

على المجال fدالة أصلية للدالةو بالتالي       1;  : من الشكل 

                      2ln 1 1 ln 1 1 ln 1 3 ln 1 1 ln 1F x x x x x x x x x x x x x x                        

  
 2012 باك4لتمرينل حل مقترح 

  

 f الدالة المعرفة على المجال ;0 بـ  :    5 6ln
1

x
f x x

x

      
     

 - أ (1
0 0

lim ( ) lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 
 

          
      لأن :،   

 
0

0

lim 5 5

lim 6ln
1

x

x

x

x

x









  

          

0xو المعادلةالمستقيم ذ التفسير الهندسي :           ( حامل محور التراتيب) مقارب للمنحنى fC.

lim - ـب ( ) lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 

          
     لأن :،    

 lim 5

lim 6ln 0
1

x

x

x

x

x





  

         

من  xأنه من أجل كل عدد حقيقي تبيان (2 ;0  ،     
2

6

1

x x
f x

x x

  


.

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة        ;0  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;0  : 

   
   

 
   

2 2

2

1

1 1 66 1 6 6
1 6 1 1

1 1 11

1

x x xx x x
f x

x x x x x x x xx

x

 
               
    
  

                                               1 x

 f x

1                                              
 
 
 

                                                                    

 
 f x 
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من xيقيمن أجل كل عدد حق     ;0   ، 0
1

x

x



و منه    1  0x x    . 

من xمن أجل كل عدد حقيقي     ;0   ،  2
6 2 3x x x x       و منه : 

 
 
 

متزايدة على المجال fالدالة ; 2  و متناقصة على المجال 2;0 . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ
 
 
 
 
 

 - أ (3   lim 5 lim 6ln 0
1x x

x
f x x

x 

             
المستقيمو منه   5دلة له : الذي معاy x   هو مستقيم 

مقارب مائل للمنحنى            fC عند .

لمنحنىل النسبي  وضعال دراسة  - ـب fC  مستقيملل بالنسبة  : 

: لدينا              5 6ln
1

x
f x y f x x

x

        
lnو منه إشارة الفرق من إشارة  

1

x

x

 
  

 : 

من xمن أجل كل عدد حقيقي         ;0   ،1x x   1و منه
1

x

x



lnو  بالتالي   0

1

x

x

    
   . 

إذن نستنتج أن            fC يقع تحت  .

أنّ المعادلة  تبيان (4  0f x   تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    .

 الدالةf تماما على المجال زايدة  مستمرة  و مت ; 2  و   3,5; 3,4 ; 2      و
 
 

3.4 0,05

3.5 0,01

f

f

 


  
  

أي             3,4 3,5 0f f    د حقيقييوجد عد المتوسطة  و منه حسب مبرهنة القيم 3.5حيث 3.4     

 و يحقق           0f  .   

 الدالةf  مستمرة  و متناقصة تماما على المجال 2;0 و   1,1; 1 2;0      و
 
 

1.1 0,02

1 0,16

f

f

 


  
 

أي            1,1 1 0f f     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد عدد حقيقي 1.1حيث 1     

 و يحقق           0f  .   

الرسم : (5
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0                          2                          x

         0              f x

2
3 6ln

3
 

 
 

                                                       

 
 f x 

 

 

-1-2-3-4-5-6-7-8-9

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

0                        2                    x

              0              f x

 

 fC  
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 لدينا : - أ (6
3

1;3 6ln
4

A
     

  
و 

5 3
2; 6ln

2 4
B
     

  
 .

أن  تبيان  
1 7 3

6ln
2 2 4

y x    معادلة ديكارتية للمستقيمهي AB . 

 تحقق المعادلة المعطاة . Bو Aيمكن التحقق أن إحداثيات كلا من النقطتين 

 
1 7 3 3

6ln 3 6ln
2 2 4 4

A Ay x          ،
1 7 3 5 3

6ln 6ln
2 2 4 2 4

B By x     

أو يمكن كتابة معادلة للمستقيم ) ABو الحصول على المعادلة المعطاة ) 

أنّ المستقيم تبيان - ـب AB يمس المنحنى fC  0في نقطةM . يطلب تعيين إحداثيتيها 

لدينا : معامل توجيه المستقيم       AB  هو
1

2
و بالتالي نحل في المجال  ;0  المعادلة  1

2
f x  . 

       1

2
f x  تكافئ

 
2

6 1

1 2

x x

x x

 



2تكافئ 

12 0x x   . 

المعادلة        1

2
f x  تقبل في المجال ;0 حل و هو

0
3x   . 

المستقيم إذن :      AB يمس المنحنى fC نقطة ال في 0 0 0;M x yمع ، 0

3
3 2 6ln

4
y f    .

الدالة المعرّفة علىgلتكن (7 ;0كما يلي   :   
2

5 6 ln 6ln 1
2 1

x x
g x x x x

x

       
 .

على المجال fدالة أصلية للدالة g أنّ تبيان  ;0 : 

على المجال قابلة للإشتقاق  g الدالة ;0 و من أجل كل ;0x   : 

     6 6 6 6
5 6ln 5 6ln

1 1 1 1 1 1

x x x
g x x x f x

x x x x x x x

                         
 

على المجال fالةدالة أصلية للد g و منه الدالة ;0 . 
 2013 باك5لتمرينحل مقترح  ل

(Ig الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب   2
2 4 2ln 1g x x x x    . 

: gدالة رات التغيّ ةسادر (1

        2

1 1

lim lim 2 4 2ln 1
x x

g x x x x
 
 

         : لأن  ،  
1

limln 1
x

x



  . 

          2 ln 12 4
lim lim 1 2

1 1x x

xx x
g x x

x x 

  
       

 ،  لأن :

 

2

ln 1
lim 0

1

2 4
lim

1

x

x

x

x

x x

x






 

        

. 

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة 1;    و  ،      2 22
2 2

1 1

x x
g x x

x x


    

 
 . 

إشارة g x من إشارةx لأنه من أجل كل ، 1;x    : 1فإن 0x    2و 0x  . 

 
 

لى المجالمتناقصة عgالدالة 1;0 و متزايدة على المجال 0; .
 
 
 

                        0                      1 x

         0       g x
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 :gالدالة ات تغيّر جدول 

 
 
 
 

 
 

من جدول التغيّرات :من أجل كل (2 1;x    ،  4g x  جل كلأنّه من أ و بالتالي نستنتج 1;x     ،  0g x . 

(II f  الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب   1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 


. 

 -أ (1     
1 1 1

1 2ln 1 1
lim ( ) lim lim 1 1 2ln 1

1 1x x x

x
f x x x x x

x x  
  

                    
 .

1xياني : المستقيم ذا المعادلة التفسير الب            مقارب عمودي للمنحنى f
C . 

 -بـ    ln 11
lim lim 2

1 1x x

x
f x x

x x 

 
       

،    لأن :   
 ln 1

lim 0
1x

x

x





 . 

من  xأنّه من أجل كلتبيان  ـ أ (2 1;    ،   
 2

1

g x
f x

x
 


 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة      1;   و من أجل كل  ، 1;x    : 

 
    

 
 

 
   

 
 

 

2

2 2 22

2
1 1 1 2ln 1 3 2ln 1 1 3 2ln 111 1

1 1 11

x x x x xxf x
x x x

g x

x


                

  
 

العلى المج fاتجاه تغيّر الدالة ةسادر ـ بـ 1;  : 

لدينا :من أجل كل           1;x      ،  0g x   و بالتالي  0f x  إذن الدالةf متزايدة تماما على المجال 1;  . 

 :fالدالة ات تغيّر جدول             
 
 
 

 
 

أنّ المعادلة تبيان  ـ جـ  0f x   تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;  : 

ما على المجال تما زايدة مستمرة  و مت fالدالة               ;1    و
 

1

lim

lim ( )

x

x

f x

f x






  

  

 و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

المعادلة          0f x  في المجال تقبل  1;   حلا وحيدا. 

0تحقّق أنّ ال    0,5 . 

لدينا :           0;0,5 1;    و
 
 
0 1

0.5 0,37

f

f

 



أي     0 0,5 0f f   0 و منه 0,5  . 

لدينا :  ـ أ (3   ln 11
lim lim 2 0

1 1x x

x
f x x

x x 

 
           

المستقيمو منه    ذا المعادلةy x مقارب مائل

للمنحنى              f
C  عند. 

وضعية المنحنى  دراسة ـ بـ f
C بالنسبة إلى المستقيم  . 

                            0                            1 x

             0              g x

                                                           
 
 
   

4 

 
 g x 

 

                                                   1 x

 f x

                      
 
 

                                                                                          

 
 f x 
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لدينا :            1 2ln 1

1

x
f x x

x

  
 


ارة الفرق من إشارةو منه إش   1 2ln 1x   . 

 
 
 

 
 
 

 

المستقيم  (4 T  ذا المعادلة
3

2
y x

e
  مماس للمنحنى ،  f

C  في نقطة فاصلتها
0

x.  

ب احس ـ أ
0

x: 
 لدينا :        

   0
1f x  افئ تك

 
 

0

2

0

1
1

g x

x



تكافئ    2

0 0
1g x x تكافئ 0

2ln 1 3x    3تكافئ

0
1x e  . 

 الرسم : ـ بـ
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

، حلول المعادلةبيانيا  ـ جـ f x x m  هي فواصل نقط تقاطع المنحنى f
C مع المستقيم ذي المعادلةy x m . 

تقبل المعادلة إذن :          f x x m  إذا و فقط إذا كان حلّين متمايزين
3

2
0 m

e
  . 

 

 

                                1 e                              1 x

                0                 f x y

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                                     ( )fCتحت( )  
                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 

)في 1 ; 1 )A e e    

 

2 3 4-1

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

 f
C  
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 2014 اكب6لتمرينحل مقترح  ل

f  المعرفة على المجال  الدالة العددية 0;  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

f x
x

 
  

 ـ أ (1
0 0

2ln
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 

     
 

  

0xالمعادلة ذو المستقيم:  بيانيالتفسير ال     (تراتيبحامل محور ال) للمنحنى مقارب fC  . 

 
2ln

lim ( ) lim 1 1
x x

x
f x

x 

    
 

لأن :   ، 
ln

lim 0
x

x

x
 . 

1yالمعادلة ذو المستقيم:  بيانيالتفسير ال          للمنحنى أفقي مقارب fCعند  . 

على المجال fر الدالة إتجاه تغيّ ة سادر ـ بـ 0; : 

 قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة    0;، و من أجل كلx من 0; : 

 
2 2 2

2
1 2ln 2 1 ln2 2ln

( )

x x xxxf x
x x x

       

)إشارة    )f x  1من إشارة ln x. 
 

 
 

متزايدة على المجال fالدالة   0;e و متناقصة على المجال ;e  . 

 :fالدالة ات تغيّر جدول         
 
 
 
 
 
 

)وضعية المنحنى ةسادر ـ أ (2 )fC بالنسبة إلى المستقيم( ) 1:  الذي معادلتهy . 

لدينا :  
2ln 2ln

( ) 1 1
x x

f x y
x x

     و منه إشارة الفرق من إشارةln x  لأن
2

0
x
 كل من أجل 0;x   . 

 
 
 
 
 
 

 

)معادلة المماس ةباكت ـ بـ )Tللمنحنى( )fC 1في النقطة ذات الفاصلة. 

لدينا :             : 1 1 1T y f x f      و  منه  : 2 1T y x  . 

)أن المعادلة  تبيان  ـ جـ ) 0f x   تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3
e e  . 

على المجالمستمرة  و متزايدة تماما  fالدالة         0;1 و 0,4 0,3
; 0;1e e

       و
 
 

0,4

0,3

0,2

0,2

f e

f e





  



 

أي            0,4 0,3
0f e f e

     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x   تقبل حلا 

                           e                            0 x

           0         f x

 

                              e                                  0 x

       0         f x

1
1 2e

 
 
 

                                                                

 
 f x 

 

                                  1                                 0 x

                 0                 f x y

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                          ( )fCتحت( )  
                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 
 A(1;1)في النقطة
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0,4يث بحوحيدا       0,3
e e  . 

 الرسم : (3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 

المعرفة على  hلتكن الدالة  (4 0  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

h x
x

 . 

 : غير معدومxمن أجل كل عدد حقيقي ـ أ 
2ln 2ln 2ln 2ln

( ) ( ) 1 1 1 1 0
x x x x

h x h x
x x x x


          


 

)زوجية و تمثيلها البياني hنستنتج أن الدالة      )hC بالنسبة لحامل محور التراتيب .  متناظر 

)المنحنى  كيفية إنشاء  ـ بـ )hC عتمادا على المنحنىإ( )fC: 

من أجل        0;x   يكون ، ( )f x h x  و بالتالي( )hC منطبق على( )fC . 

من أجل        ;0x    ،( )hC نظير( )fC تيب لكون الدالةبالنسبة لحامل محور التراh . زوجية 
 أنظر الشكل . الرسم :       

 المناقشة البيانية : ـ جـ

             2
ln ( 1)x m x 2تكافئln ( 1)x m x  تكافئ

2ln
1

x
m

x
    أي h x m   

)ه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنىو من              )hC و المستقيم ذي المعادلةy m  . 

  لما         ;0m   .  المعادلة تقبل حلّين 

لما         
2

0;1m
e

    
 المعادلة تقبل أربعة حلول . 

لما       
2

1m
e

   (مضاعفين )المعادلة تقبل حلّين. 

لما      
2

1 ;m
e

     
 .حلول  ليس لهاالمعادلة  

 
 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

( )fC  
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  2015 باك7لتمرينحل مقترح  ل

(I  ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( ) 3المستقيم ذو المعادلةy x   ،  هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ).
 :بقراءة بيانية  (1

)وضعية   تحديد       )  بالنسبة إلى( ) المجال على  0;: 

من أجل 0;x    ،( )يقع تحت( ) . 

من أجل ;x    ،( )يقع فوق( ) . 

)إشارة  (2 )g x: 
 

 

2,2:  تحقق أنال (3 2,3 . 

لدينا :   
 
 
2,2 0,011

2,3 0,13

g

g

 



و منه    2,2 2,3 0g g  2,2أي 2,3  . 

(II   f الدالة المعرفة على المجال 0; ـ ب : 1
( ) 1 ln 2f x x

x

    
 

 . 

 حساب النهايات : (1

   
0 0

1
lim ( ) lim 1 ln 2
x x

f x x
x 

 

          
، لأن :  

 
0

0

1
lim 1

lim ln 2

x

x

x

x









       
   


 

و    1
lim ( ) lim 1 ln 2
x x

f x x
x 

          
، لأن :  

 

1
lim 1 1

lim ln 2

x

x

x

x





      
   

 

من  xأنه من أجل كل تبيان  (2 0;  :
2

( )
'( )

g x
f x

x
    

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة       0;  و  من أجل كل عدد حقيقيx من 0;   : 

     
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1 3 ln
( ) ln 2 1 ln 2

g xx x x x
f x x x

x x x x x x x x x

                  
 

 

 :fالدالة ات تغيّر جدول 
 
 
 

 
 

:  أنّ تبيان (3
2

( 1)
( )f




 
 

) لدينا :     ) 0g   أيln 3    : و بالتالي    
2

1 1 ( 1)
( ) 1 ln 2 1f

              
   

   
  

 . 

 
 
 
 

 

                                                 0 x

         0          g x

 

                                                        0 x

           0            f x

                                                       
 
 

                               f                                

 
 f x 
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)للعدد  إستنتاج حصر  )f : 

2,2 لدينا :     2,3   : يكافئ

     2 2 2

1 1 1

2,3 2,3

1,2 1 1,3

1,2 1 1,3

  
   


  







و منه      2 2 2
1,2 1 1,3

2,3 2,2


 




  

و منه  :         2 2
1,3 1,2

2,2 2,3
f     : أي 0,76 0,62f   . 

)وضعية  ةسادر (4 )fC بالنسبة إلى حامل محور الفواصل. 

لندرس إشارة     f xعلى المجال 0;. 

 لدينا :       1 1
( ) 1 ln 2 1 2 lnf x x x x

x x

        
 

ومنه إشارة   f x من إشارة  1 2 lnx x   . 

 
 

 

)و منه     )fC2فوق حامل محور الفواصل على كل من المجالين
;e   و 0;1 2و تحته على المجال

1;e     و يتقاطعان في ، 

2و 1النقطتين ذات الفاصلتين  
e . 

 الرسم :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

(III Fلة الدالة الأصلية للداf  على المجال 0;  :(1)و التي تحقق 3F  . 

 يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين فاصلتيهما. Fأنّ منحنى الدالة  تبيان (1

 F أصلية للدالة دالةf  على المجال 0; يعني : من أجل كل 0;x    ،   F x f x  . 

       0F x  تكافئ   0f x   : 1تكافئx  2 أو
x e  منحنى الدالة ، و منهF  يقبل مماسين موازيين لحامل محور 

2و 1النقطتين ذات الفاصلتينفي  الفواصل      
e . 

lnxأنّ  تبيان  (2 x x xية للدالة هي دالة أصلlnx xعلى 0;  : 

نضع :      lnu x x x x   

على المجال قابلة للإشتقاق  uلدالةا    0; و من أجل كل 0;x    ،  1
ln 1 lnu x x x x

x
      . 

lnxهي دالة أصلية للدالة  uو منه الدالة   xعلى 0;  . 
 
 

 

                       2
e                      1                      0 x

                0                0            f x

 

 

2 3 4 5 6 7

2

3

4

-1

0 1

1

( )fC  
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 :Fج عبارة الدالة استنتإ

         2 2

11 1

ln 2 1 1
ln 2 ln 2 ln 2ln 2 ln ln 3

2 2

xx x
t

F x f t dt t dt t t t t t t x x x x
t t

                       
 

 - ولىالدورة الأ – 2016 باك8لتمرينحل مقترح  ل

(I  gالدالة المعرّفة على المجال 0;  : ِـ ب  2
1 lng x x x  .

 :gدراسة إتجاه تغيّر الدالة  (1

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة      0; و من أجل كل 0;x       ، 
2

1 2 1
2

x
g x x

x x

   .

إشارة     g x 2من إشارة
2 1x  : 

 
 

 

 

متناقصة على المجالgالدالة   
2

0;
2

 
 
 

و متزايدة على المجال 
2

;
2

 
 

 
 . 

2) 2 3 1
ln 2

2 2 2
g
 

   
 

 .

تقبل قيمة حدّية صغرى على المجال gالدالة 0; هي
2

2
g
 
  
 

و بالتالي  من أجل كل   0;x       ،  0g x .

(II f الدالة المعرّفة على المجال 0;   : ِـ ب  ln
1

x
f x x

x
  . 

 حساب النهايات : (1

   
0 0

ln
lim ( ) lim 1
x x

x
f x x

x 
 

      
 

 .

     ln
lim lim 1
x x

x
f x x

x 

      
 

، لأن :  
ln

lim 0
x

x

x
. 

من المجال xتبيان أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;    ،   
2

g x
f x

x
   

قابلة للإشتقاق على fالدالة 0; و من أجل كل 0;x      ،   2

2 2 2

1 ln 1 ln
1

g xx x x
f x

x x x

      .

إشارة f x هي إشارة g x على 0; إذن  من أجل كل ،x من 0; ،  0f x   و بالتالي الدالةf  متزايدة

تماما على المجال  0; . 

 :fالدالة ات جدول تغيّر  -بـ 
 
 
 
 

 

كتابة معادلة للمماس (3 T للمنحنى C 1في النقطة التي فاصلتها : 

لدينا :             : 1 1 1T y f x f     منه  و  : 2 2T y x  .

                        
2

2
                             0 x

              0                  g x

 

                                                  0 x

 f x

                                                                          
 

 
                                                                                      

 
 f x
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لدينا : -أ  (4    ln
lim 1 lim 0
x x

x
f x x

x 
     و منه  المنحنى C يقبل مستقيما مقاربا مائلا  : 1حيثy x    

  معادلة له .    

دراسة الوضع النسبي لـ  ـ بـ C  و : 

لدينا            ln x
f x y

x
   و منه إشارة الفرق من إشارةln x : 

 
 

 
 
 
 
 

 الرسم : (5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

6) mقيقي . عدد ح m
  : المستقيم حيثy mx m   . معادلة له 

، النقطة  mالتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ 1;0Aتنتمي إلى المستقيم m
  .

Aلدينا             A
y mx m   0أي m m  و بالتالي من أجل كل عدد حقيقيm  ، m

A   

 المناقشة البيانية : ـ بـ

لدينا :        m
معامل توجيههm و يشمل النقطة 1;0A  . 

  إذا كان       ;1m   .  فإن المعادلة تقبل حلا وحيدا 

إذا كان        1;2m  المعادلة تقبل حلّين .فإن 

2mإذا كان         1و هو  (مضاعف)المعادلة تقبل حل فإن. 

  إذا كان      2;m   .  فإن المعادلة تقبل حلّين 
 
 
 

                                  1                                 0 x

                  0                  f x y

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                         ( )fCتحت( ) 

                                                                                             

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 
  A(0;1)في النقطة

 

2 3 4 5-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

( )fC  
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إيجاد دالة أصلية للدالة -أ  (7
ln x

x
x

على المجال  0; .

دالة أصلية للدالة    
ln x

x
x

على   0; : من الشكل  21
ln

2
x x .(لاحظ أن

ln x
x

x
uمن الشكل  u )

حساب -بـ        
n

Iمساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنى f
Cالمستقيم ،  1ذا المعادلة y x  و المستقيمين اللذين 

1xمعادلتيهما                 وx nحيثn عدد طبيعي 1n . 

       2 2

11 1

ln 1 1
1 ln ln

2 2

nn n

n

x
I f x x dx dx x n

x

             

أصغر عدد طبيعي تعيين -جـ        
0

n بحيث إذا كان
0

n n : 2 فإن
n

I . 

               2
n

I معناه 2
ln 4n  أيln 2n  أوln 2n  (مرفوض) 2و منه

n e ليه : أصغر قيمة لـ و ع
0

nهي
0

8n  . 

 - ثانيةالدورة ال – 2016 باك9لتمرينترح  لحل م

 (I g الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب     1 1 2ln 1g x x e x     . 

: gات الدالة رتغيّ ة سادر (1

       lim lim 1 1 2ln 1
x x

g x x e x
 

           

   

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة       1;    من أجل كل عدد حقيقي وx من 1;      :  2

1
g x e

x
  


 

من أجل كل       1;x     ،   0g x   الدالةو بالتاليg متزايدة تماما على المجال 1;  . 
 : gالدالة راتجدول تغيّ

 
 

 
 

ادلةلمعل هأن تبيان (2  0g x  حلا وحيدا 0,34 حيث 0,33   .

تماما على زايدة مستمرة  و مت gالدالة   1;     و
 
 

0,34 0,03

0,33 0,02

g

g

  


 
أي    0,34 0,33 0g g     و منه 

)المعادلة حسب مبرهنة القيم المتوسطة   ) 0g x  تقبل حلا وحيدا 0,34: حيث 0,33   . 
)إشارة (3 )g x  : 

 
 

 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب   
 2

ln 1

1 1

xe
f x

x x


 

 
. 

تبيان أن -أ (1
1

lim ( )
x

f x



  .

     
 

 2

1 1

ln 1
lim ( ) lim

1 1x x

xe
f x

x x
 
 

 
    

   
 ، لأن :

 
   

 

1

2 2

1 1

lim 0
1

ln 1 1
lim lim ln 1

1 1

x

x x

e

x

x
x

x x



 



 

      
            

1xالتفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة   مقارب عمودي للمنحنى f
C . 

   
1 1

lim ( ) lim 1 1 2ln 1
x x

g x x e x
 
 

         

                                                 1 x

 g x

 
 

                                                                                
                   

 
 g x 

 

                                                    1 x

           0               g x
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 

 
 

2

ln 1 ln 11
lim ( ) lim lim 0

1 1 11x x x

x xe
f x e

x x xx  

                    
، لأن :  

 ln 1
lim 0

1x

x

x





 

0y التفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة     (حامل  محور الفواصل) مقارب للمنحنى f
C عند . 

 المجال منxمن أجل كل ن أنهتبيا ـ بـ 1;     ،   
 3

1

g x
f x

x


 


 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة           1;    من أجل كل عدد حقيقي وx من 1;    : 

 
 

     

 
   

 
 

 

2

2 4 3 3

1
1 2 1 ln 1 1 1 2ln 11

1 1 1 1

x x x e x x g xe xf x
x x x x

               
   

 

على المجال fتجاه تغيّر الدالةإ ة سادر ـ جـ 1;  : 

)إشارة         )f x من إشارة( )g x : 
    

 
 

متناقصة على المجال fالدالة    ;  و متزايدة على المجال 1; . 

 : fالدالة ات تغيّر جدول   
 
 
 
 

 
 الرسم : ـ د

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

أنّ الدالة تبيان  . ـ أ (2 1
1 ln 1

1
x x

x


   

ة أصلية للدالةهي دال 
 

 2

ln 1

1

x
x

x




على المجال  1; 

نضع :       1
1 ln 1

1
h x x

x


    

قابلة للإشتقاق على h، الدالة 1;  و من أجل كل 1;x    : 

 
 

   
   

 
 2 2 2 2

1 ln 1 ln 11 1 1 1
1 ln 1

1 11 1 1 1

x x
h x x

x xx x x x

                           
 

                                                     1 x

          0             f x

 

                                                       1 x

            0             f x

 f  
 
 
0                                                             

 
 f x 

 

 

2 3 4 5 6 7-1

2

3

4

-1

-2

0 1

1  fC  
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حساب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بحامل محور الفواصل و المنحنى ـ بـ f
C0و المستقيمين اللذين معادلتيهماx   1وx  

   
 

     11 1

2

00 0

ln 1 1 2 1 ln 21
ln 1 1 ln 1

1 1 21

x ee
S f x dx dx e x x

x xx

                     
  

3) k عرفة علىالدالة العددية الم  1;1  :  بـ   k x f x  

 زوجية : kتبيان أن الدالة ـ أ

المجال            1;1 من أجل كل متناظر بالنسبة للصفر و 1;1x     :       k x f x f x k x      . 

 زوجية .  kالدالة و بالتالي          

شرح كيفية إنشاء  المنحنى ـ بـ k
C  المنحنى انطلاقا من f

C: 

لدينا :                    
   

; 1;0

; 0;1

f x x
k x f x

f x x

     
 

  

 إذن : من أجل       1;0x   ، k
Cينطبق على f

C كونالتناظر بالنسبة لمحور االتراتيب لاستخدام بو نتم الرسمk . زوجية  
 أنظر الشكل . الرسم : 

 المناقشة البيانية : ـ جـ

حلول المعادلة        k x m فواصل نقط تقاطع المنحنى هي k
C مع المستقيم ذو المعادلةy m . 

إذا كان m f  . فإن المعادلة لا تقبل حلولا 

إذا كان m f   مختلفين في الإشارة . (مضاعفين)فإن المعادلة تقبل حلّين 

ذا كانإ e m f    حلول ، حلّان سالبان و حلّان موجبان . فإن المعادلة تقبل 

mإذا كان e  الثالث معدوم . وحلول ، حل سالب و آخر موجب  فإن المعادلة تقبل 
mإذا كان e الإشارة . فإن المعادلة تقبل حلّين  مختلفين في

 - الدورة العادية – 2017 باك10لتمرينحل مقترح  ل

f الدالة المعرفة علىD حيث   ; 1 1;D        :  بـ  2 1
ln

3 1

x
f x x

x

     
     

فردية :fتبيان أن الدالة (1
xمن أجل كل )متناظرة بالنسبة إلى الصفر  Dموعةالمج D ،x D  ) 

xمن أجل كلو         D  ،

للمنحنىمركز تناظر بالنسبة  Oالتفسير البياني : مبدأ المعلم        f
C . 

حساب النهايات : (2

      
1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1x x

x
f x x

x 
 

          
       ،

1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1x x

x
f x x

x 
 

          
 

المنحنى التفسير البياني :       f
C : 1يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور التراتيب معادلتيهماx  1وx   . 

       2 1
lim lim ln

3 1x x

x
f x x

x 

          
و        lim

x
f x


    : لأن     ،

1
lim ln 1

1x

x

x

    
 . 

D    ،من  xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (3 
2

2

2 2

3 1

     

x
f x

x
.

 : Dمن  xمن أجل كل عدد حقيقي،   Dقابلة للإشتقاق على fالدالة      

   
  

 
   

2 2 2 2

2 22 2

2

2 1 612 2 2 2 2 2 4 2 2

13 3 1 1 3 1 3 13 1 3 1

1

xx x x
f x

x x x x xx x

x

                          

 

   2 1 2 1 2 1
ln ln ln

3 1 3 1 3 1

x x x
f x x x x f x

x x x

                                
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 : fإتجاه تغيّر الدالة

D ،2من  xلدينا : من أجل كل        
1 0x    و منه  0f x   الدالة و بالتاليf متزايدة تماما علىD . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ
 
 
 
 

 
 

 

تبيان أنّ المعادلة  (4  0f x    تقبل حلّا وحيدا  1.8حيث 1.9 :

المجال تماما على زايدة مستمرة  و مت fالدالة      1; و    1,8;1,9 1;  و
 
 
1,9 0,10

1,8 0,05

f

f




 
 

أي         1,8 1,9 0f f   و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x  تقبل في المجال 1;  حلّا 

1.8حيث  وحيدا        1.9 .

لدينا :  (5  2 1
lim lim ln 0

3 1x x

x
f x x

x 

           
، لأن : 

1
lim 1

1x

x

x

    

و منه  المستقيم   : ذو  المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى f

C. 

دراسة  وضعية المنحنى  f
C  بالنسبة إلى  المستقيم  : 

لدينا :     2 1
ln

3 1

x
f x y f x x

x

       
و منه إشارة الفرق من إشارة   

1
ln

1

x

x

 
  

. 

 
 
 
 

 

الرسم : (6
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                          1            1                        x

 

 

 

 f x

 

 
 
 
                           

 
 

 
                            

 
 f x 

 

                               1                1                         x

 

 
 f x y

 

 fCتحت              
 

 fCفوق                          
 

 الوضع النسبي

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4
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1
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 المناقشة البيانية : (7

  1
2 3 3ln 0

1

x
m x

x

     
تكافئ

1
2 3 3ln 0

1

x
x m x

x

     
تكافئ 

2 1
ln

3 1

x
x m x

x

    
   

أي f x m x  و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى fC مع المستقيم ذو المعادلةy m x .  
 )مناقشة دورانية(

إذا كان
2 2

;
3 3

m
    

أي 
2

0;
3

m
    

 فإن المعادلة تقبل حلّين متمايزين . 

إذا كان
2 2

; ;
3 3

m
             

أي 
2

;
3

m
    

 فإن المعادلة لا تقبل حلول . 

 

 - الدورة الإستثثاايية – 2017 باك11لتمرينحل مقترح  ل

 (I  f المعرّفة على المجال ددية الع الدالة
1

;
2

    
: كما يلي      

 2

1 2ln 2 1

2 1

x
f x

x

 



 . 

النهايات : باحس (1

 
   

 2 2
1 1 1

2 2 2

1 2ln 2 1 1
lim ( ) lim lim 1 2ln 2 1

2 1 2 1x x x

x
f x x

x x
  
  

     
                   

 

التفسير : المستقيم ذو المعادلة
1

2
x   مقارب عمودي للمنحنى f

C   . 

   
   

 
 2 2 2

1 2ln 2 1 ln 2 11
lim lim lim 2 0

2 1 2 1 2 1x x x

x x
f x

x x x  

     
      

        
لأن : 

 
 2

ln 2 1
lim 0

2 1x

x

x

 
 

  
 

0yالتفسير : المستقيم ذو المعادلة   للمنحنى أفقيمقارب f
Cعند   . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة ـ أ (2
1

;
2

    
من المجال xعدد حقيقي من أجل كل و 

1
;

2

    
   :

 
     

 
   

 
 

 

2

4 4 3

4
2 1 4 2 1 1 2ln 2 1 2 1 8ln 2 1 8ln 2 12 1

2 1 2 1 2 1

x x x x x xxf x
x x x

                 
  

  

 :  fدراسة إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

إشارة       f x من إشارة 8ln 2 1x   : لأن 3
2 1 0x   من أجلx  من

1
;

2

    
    : 

 
 

 
 

متزايدة على المجال fالدالة      
1

;0
2

   
و متناقصة على المجال  0; . 

 : fالدالة راتتغيّجدول      
 
 
 

 
 

                               0                              
1

2
x

               0               f x

 

                          0                            
1

2
x

                 0                  f x

1 
 
 
0                                                                                               

 
 f x 
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حل في المجال (3
1

;
2

    
المعادلة   0f x  :

  0f x   تكافئ 1 2ln 2 1 0x   تكافئ  1
ln 2 1

2
x    افئتك

1

22 1x e


  : أي 
1 1

22
x

e
 

إشارة f x :  
 
 
 

المنحنى تبيان (4 f
C يقبل نقطة إنعطاف: يطلب تعيين إحداثييها 

fالدالة  قابلة للإشتقاق على المجال
1

;
2

    
من المجال xعدد حقيقي من أجل كل  و

1
;

2

    
   :

 
     

 
  

 

3 2

6 4

8 2
2 1 3 2 2 1 8ln 2 1 16 1 3ln 2 12 1

2 1 2 1

x x x xxf x
x x

 
              

 
  

  0f x   تكافئ 1 3ln 2 1 0x    تكافئ  1
ln 2 1

3
x   افئتك

1

32 1x e  : أي 

1

3
1

1
2

x e
 

  
 

إشارة f x :  
 
 
 

 

المنحنى إذن  f
C يقبل نقطة إنعطاف : إحداثييها 

1

23

3
1 5

;
2 3

e
e


 
 

  
 

 . 

 الرسم :
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           
1 1

1
2 e

  
 

                         
1

2
x

                0              f x

 

                               
1

3
1

1
2

e
 

 
 

                           
1

2
x

                0              f x

 

 

2 3 4 5 6-1

2
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(II   الدالةلتكنg  المعرّفة على
1

;
2

    
: كما يلي     2 ln 2 1g x x x     . 

: gإتجاه تغيّر الدالة ةسادر -أ  (1

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة
1

;
2

    
من المجال xقيقيعدد ح من أجل كل و 

1
;

2

    
   :

  2 2 1
2 1 2

2 1 2 1

x
g x

x x

               
 

إشارة g x 2من إشارة 1x   : 
 

 
 

 

متزايدة على المجال gالدالة      
1 1

;
2 2

   
و متناقصة على المجال 

1
;

2

   
 .

أن المعادلة تبيان  -بـ   0g x  تقبل حلّين أحدهما معدوم  و الآخر: 1,2 حيث 1,3  . 

 لدينا :       0 0g  . 

المجال تماما على ناقصة مستمرة  و مت gالدالة     
1

;
2

   
 و   1

1,2;1,3 ;
2

    
و 

 
 
1,2 0,05

1,3 0,04

g

g




 
 

أي          1,2 1,3 0g g   و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0g x  تقبل في المجال
1

;
2

   
 حلّا  

1,2حيث  وحيدا         1,3 . 

إشارة  -جـ  g x: 
 

 

:   أكبر تماما من nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

( )

n

n

n

I f x dx



    .

من أجل كل أن : إثبات
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


. 

من أجل كللدينا : 
3

2
x   ،   

   
 

 2 2 2

1 2ln 2 11 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

x g xx
f x

x x x x

  
   

   
. 

من أجل كللدينا : و 
3

2
x  ،   0g x  و بالتالي  1

2 1
f x

x



 . 

لدينا : من أجل كل من جهة أخرىو 
3

2
x   ،  0f x . 

من أجل كل إذن :
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


. 

limج ااستنت n
n

I


: 

لدينا :  
1 1

1
0

2 1

n n

n n

f x dx dx
x

 

 
   و منه

1
1

0
2 1

n

n

n

I dx
x



 
  

و لدينا  
11

1 1 1 2 3
ln 2 1 ln

2 1 2 2 2 1

nn

nn

n
dx x

x n

               و منه
1 2 3

0 ln
2 2 1

n

n
I

n

     
 . 

lim و بالتالي : 0n
n

I


 

 

                               
1

2
                              

1

2
x

               0               g x

 

                                  0                        
1

2
x

       0              0               g x
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  2018 باك12لتمرينحل مقترح  ل

 (I   gالمجال فة علىالمعرّ  العددية الدالة 0;  ِـ  : ب   21
ln ln 1g x x x

x
   . 

 باحس  1g :    2
1 1 ln1 ln1 1 0g      

   إشارة g x: 

 
 

(II f ذات المتغير الحقيقي العددية الدالةx ّفة علىالمعر 0;  ِـ   : ب  1 ln

1 ln

x
f x

x x





 

ب احس (1
0

lim ( )
x

f x



   : 

0 0

1 ln
lim ( ) lim

1 lnx x

x
f x

x x 
 

     
 ، لأن  : 

 

 
0

0

lim 1 ln

lim 1 ln 1

x

x

x

x x









  



 


تذكّر أن : )     
0

lim ln 0
x

x x



) 

0x: المستقيم ذو المعادلةالبياني التفسير   مقارب عمودي للمنحنى fC. 

 ن أن :تبياlim ( ) 0
x

f x


 :

1 ln

1 ln
lim ( ) lim lim 0

11 ln
ln

x x x

x

x x xf x
x x

x
x

  

          
 

تذكّر أن : ) ،     
ln

lim 0
x

x

x
) 

0y: المستقيم ذو المعادلة البياني التفسير   مقارب أفقي للمنحنى fCعند  . 

من  xأنه من أجل كل تبيان ـ أ  (2 0;  ،     
 2
1 ln

g x
f x

x x
 


 . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة 0;  من أجل كل عدد حقيقي  وx من 0;  : 

 
    

 

 

 

 

 

2 2

2 2 2

1 1 1
1 ln ln 1 1 ln ln 1 ln ln ln 1

1 ln 1 ln 1 ln

x x x x x x x x x
x x xf x

x x x x x x

         
   

  
 

من xمن أجل كل عدد حقيقي و منه :        0;  :    
 2

1 ln

g x
f x

x x
 


 . 

 : fإتجاه تغيّر الدالة ـ بـ  

) إشارة من إشارة     )f x من إشارة( )g x.    
 

 
 

على المجال زايدةمت fالدالة     0;1  متناقصة على المجالو  1; . 
 : fالدالة راتتغيّ جدول   

 
 

 
 
 

                           1                         0x

              0                g x

 

                            1                              0x

            0            f x

1 
 
 
 
0                                                                               

 
 f x 

 

                           1                         0x

              0                f x
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أن تبيان  (3
2

1 1

e e
y x

e e

 
    

هي معادلة لـ  T مماس المنحنى fC : في نقطة تقاطعه مع حامل محور الفواصل 

أولا : تعيين نقطة تقاطع  fC حامل محور الفواصل .مع 

في المجال نحل 0; : المعادلة ( ) 0f x . 

( ) 0f x  تكافئ
1 ln

0
1 ln

x

x x





1تكافئ  ln 0x تكافئln 1x   : أي 

1
x

e
 . 

عادلة لـم T مماس المنحنى fC في النقطة ذات الفاصلة
1

e
 : 

   لدينا :  1 1 1
:T y f x f

e e e

          
    

و  منه     
2

:
1 1

e e
T y x

e e

 
    

 . 

 الرسم : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بحيث تقبل المعادلة  mيقيبيانيا قيم الوسيط الحق تعيين (4    2
1e f x e x me   . حلّين متمايزين  

    2
1e f x e x me  تكافئ 

2

1 1

e e
f x x m

e e
 

 
 

حلول المعادلة    2
1e f x e x me  هي فواصل نقط تقاطع المنحنى fC مع المستقيم m

T  ذي 

المعادلة
2

1 1

e e
y x m

e e
 

 
 . 

المعادلة تقبل حلّين متمايزين لمامن البيان : 
1 1

e e
m

e e
  

 
1mأي   . 

(III n1عدد طبيعي حيثn   ،nIمساحة الحيز من المستوي المحدد بحامل محور الفواصل و المنحنى fC و المستقيمين اللذين 

1xمعادلتيهما                 وx n. 
1nحيثnطبيعيعدد  أنه من أجل كل  تبيان (1   : ln 1 ln

n
I n n  .

لدينا :      
1

1 1

1 ln
ln 1 ln ln 1 ln

1 ln

n n
n

n

x
I f x dx dx x x n n

x x

             .(لاحظ أنf : من الشكل 
u

u


 ) 

ر المتتاليةإتجاه تغيّ ةسادر (2 n
I :  

 ندرس إشارة الفرق :   
1n n

I I  

 

2 3 4 5 6 7

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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 لدينا :             
1 1 1

1

1 1 1 1

n n n n n n

n n

n n

I I f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

  

             

1nو من أجل   :  
1

0

n

n

f x dx



 و بالتالي المتتالية n
I . متزايدة تماما 

  2019 باك13لتمرينحل مقترح  ل

f فة علىلدالة العددية المعرّا   0;2 2;   بـ  :
1

( ) ln
2

f x x
x

 


   . 

 ايات :حساب النه -أ  (1

   
0 0

1
lim ( ) lim ln

2x x

f x x
x 

 

      
 . 

0xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة    (حامل محور التراتيب) مقارب عمودي للمنحنى fC. 

  
2 2

1
ll nm m

2
i li

x x

x
x

f x
 
 

     
          و 

2 2

1
lim ( ) lim ln

2x x

f x x
x 

 

      
 

2xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة     مقارب عمودي للمنحنى fC. 

 -بـ 
1

lim ( ) lim ln
2x x

f x x
x 

      
. 

 : fر الدالةإتجاه تغيّدراسة   (2

 قابلة للإشتقاق على fالدالة           0;2 2;   من أجل كل عدد حقيقي وx من   0;2 2;   : 

 
 

     

2 2 2

2 2 2 2

21 1 4 4 5 4
( )

2 2 2 2

x x x x x x x
f x

xx x x x x x x

              
   

 

)إشارة )f x 2 من إشارة
5 4x x   لكون 2

2 0x x   من أجل كلx من   0;2 2; . 

   إشارة( )f x : 

 
 

 ينعلى المجال زايدةمت fالدالةو منه :   4; و  0;1 ينمتناقصة على المجالو  2;4 و  1;2. 
 : fالدالة راتجدول تغيّ

 
 

 
 
 
 

 
 

 -أ  (3  1
lim ( ) ln lim 0

2x x
f x x

x 

     
 . 

التفسير : المنحنى             مقارب للمنحنى fC عند  . 

دراسة وضعية -بـ  fC بالنسبة للمنحنى  : 

 لدينا :     
1

( ) ln
2

f x x
x

 


)الفرق و منه إشارة  ) lnf x x 2 من إشارةx  . 

على المجال      0;2 :  f
Cيقع تحت  . 

على المجال      2;  : f
Cيقع فوق  . 

 

                4                 2                1                        0x

         0                  0           ( )f x
 

                4                   2                      1                       0x

         0               0            f x

                                                  

 
 

 

1 
 

 

 

                                                         

 
 f x 

 

1
ln 4

2
  
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 الرسم : (4

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

5) Hالدالة المعرّفة على المجال 3;  : بـ   
3

ln

x

H x t dt  حيثt . متغيّر حقيقي موجب تماما 

عبارة  تعيين -أ  H x بدلالةx . 

نضع               lnu t t    ،  1v t     منه  و  1
u t

t
      ، v t t 

 :   بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا   

       
3 3

3 3

1
ln ln 3ln3 ln 3ln3

x x
x x

H x t t t dt x x dt x x t
t

          

و منه      ln 3ln3 3H x x x x     : أي  3 ln 3ln3H x x x x     . 

 مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى Aحساب -بـ  fC  و  حامل محور الفواصل و  المستقيمين ذوي 

3xالمعادلتين :         4وx . 

     
4 4 4 4 4

4

3
3 3 3 3 3

1 1 1
ln ln 4 ln 2 4

2 2 2
A f x dx x dx dx xdx dx H x H

x x x

                                   

ln2و منه             4ln4 4 3ln3 3A      : أي   1 9ln2 3ln3 .A u a    . 

6) g الدالة المعرّفة على    ; 1 1;0   : بـ   2g x f x  .  

 قابلة للإشتقاق على gالدالة   ; 1 1;0     و  لإشتقاق ، لأنها مركب دالتين قابلتين ل    2 2g x f x   . 

 : gإتجاه تغيّر الدالة

( ) 0g x  تكافئ( 2 ) 0f x    : أو     تكافئ
1 2 2

2 2 4

x

x

  
   

أو   تكافئ :  
1

1
2

2 1

x

x

   

   

    . 

ىو متناقصة عل ىمتزايدة عل gو منه الدالة                1
; 2 ;0

2

      
. 

 بالتوفيق للجميع

  1
2; 1 1;

2

       

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

 f
C  

   
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