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 :  1تمرين 

 n
u انًؼشفّخ كًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ 
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ٌّ انًززبن 1 ٛخ ( ثشٍْ أ n
v  يززبنٛخ حضبثٛخ ٚطهت

0ٔحذّْب الأٔلّ  rرحذٚذ أصبصٓب 
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v  ٍثىّ ػn
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 الحل :
ٌّ انًززبنٛخ ( َج 1 شٍْ  أ n

v  يززبنٛخ حضبثٛخ

0ٔحذّْب الأٔلّ  rٚطهت رحذٚذ أصبصٓب 
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u  ثذلانخn . 
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0ػجبسح حذّْب انؼى يؼطبح ثبنؼلالخ :  
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 : 2تمرين 

 n
u  ٗكًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه 
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ٌّ انًززبنٛخ  1 (ثشٍْ أ n

v  يززبنٛخ حضبثٛخ ٚطهت
0ٔحذّْب الأٔلّ  rرحذٚذ أصبصٓب 
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n( ػجش ػٍ 2
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 n
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1 ٌّ ( َجشٍْ أ n

v .يززبنٛخ حضبثٛخ 
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 : 3تمرين 
 n
u ًززبنٛخ انًؼشفّخ يٍ أخم كم ػذد ْٙ ان

0ثـ :        nغجٛؼٙ
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:  يٍ  nَعغ يٍ أخم كمّ  2
1n nv u  . 

n  :1َمجم أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  
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1  ٌّ ( ثشٍْ أ n

v .يززبنٛخ حضبثٛخ 
(خذ ػجبسح انحذ انؼبو نكم يٍ 2 n

v  ٔ n
u  

  
 الحل :

1 ٌّ ( َجشٍْ أ n
v .يززبنٛخ حضبثٛخ 

 : nم كمّ ػذد غجٛؼٙ نذُٚب ٔيٍ أخ
                   2 2
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   22
1 2 4 1 1n n nu u u        
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5n nv v   . 

إرا  n
v  5يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓبr   ٔحذّْب

0الأٔلّ 
v  :حٛث 2
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1v u   
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( إٚدبد ػجبسح انحذ انؼبو نكم يٍ  2 n

v ٔ n
u . 

  n
v  0 يززبنٛخ حضبثٛخ حذّْب الأٔل
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 إرا : rٔأصبصٓب.
0:   يٍ  nيٍ أخم كم 

.
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5ثبنزؼٕٚط ُٚزح :              2nv n  . 
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 :4 تمرين

حذٔد يزؼبلجخ يٍ  b ٔc؛ a الأػذاد انحمٛمٛخ 
 . يززبنٛخ حضبثٛخ يززاٚذح رًبيب فٙ 
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نٓزِ انًززبنٛخ ثى اصزُزح  rأحضت الأصبس 
 انحذٔد 

   a ؛b ٔc 
 

 الحل :
  حضبة الأصبسr .   نٓزِ انًززبنٛخ 

 حذٔد يزؼبلجخ .إرا : b  ٔc؛ aالأػذاد 
a b r    ٔc b r  . 
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( ٚكبفئ   2)
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 َحصم إرا ػهٗ يؼبدنخ يٍ انذسخخ انثبَٛخ .
 ْٕ : يًٛزْب 

  2
14 69500     ٘69696أ  . 
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 ٌّ ثًب أ n
u  ٌ0يززبنٛخ حضبثٛخ يززاٚذح فئr . 

5rإرا َأخز     . 
  حضبة انحذٔدa ،b ٔc  

7( أ٘ يٍ انؼلالخ  3خ  ) يٍ انؼلال

6
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
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 ٔثزؼٕٚط 
r  : 2ثمًٛزّ َدذb  . 

 فٙ ْزِ انحبنخ : 
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        3                7  
 

 : 5تمرين 

َؼشفّ انًززبنٛخ  n
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 الحل :
1  ٌّ ( َجشسّ أ n

w . يززبنٛخ ُْذصٛخ 

انًززبنٛخ  n
w        : يؼشفّخ ثؼلالخ يٍ انشكم

1
.n nw q w  . 

رؼشٚفب : انًززبنٛخ  n
w ُْذصٛخ  ْٙ إرا يززبنٛخ

2أصبصٓب 

2
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: يٍ  n( َزحمّك أَّّ يٍ أخم كم  2
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ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انُٓذصٛخ  n
w  راد

0انحذ الأٔلّ 
w  ٔالأصبسq : يؼطبح ثبنؼلالخ 
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 :6تمرين 

 n
u يٍ أخم كمّ ػذد  انًؼشفّخ ْٙ انًززبنٛخ

  كًب ٚهٙ :  nغجٛؼٙ  ln 3 1
n

n
u n  . 

1  ٌّ (ثشٍْ أ n
u . يززبنٛخ ُْذصٛخ 

( أدسس سربثخ َٔٓبٚخ انًززبنٛخ  2 n
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 الحل

ٍ أٌ( َجش1ْ n
u . يززبنٛخ ُْذصٛخ 
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nu n    

ٚكبفئ                      
 ln 1 ln3

n
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ٔثبنزبّنٙ   n
u يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب
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0 1 ln3

0
u e

   ٘2أ

0
u e

 . 
( دساصخ سربثخ َٔٓبٚخ انًززبنٛخ  2 n
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 َلاحظ يب ٚهٙ :
1: يٍ  nيٍ أخم كم 

0
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u u  . 
انًززبنٛخ n

u  ٙإرا يزُبلصخ رًبيب ف ْٙ . 

  n
u  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب
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 : 7تمرين

 : 1ػذد حمٛمٙ ٚحمّك   . 
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- ٌّ أ ( ثٍّٛ أ n

v ٛخ ثىّ أحضت ثذلانخ يززبنٛخ ُْذص
  اصبصٓبq  ّ0ٔحذّْب الأٔل

v . 
nة(

P  : 0ْٕ اندذاء حٛث 1 1
...n nP v v v     . 

 ٌّ nSثشٍْ أ

nP e . 
 الحل

ٌّ ان 1 ًززبنٛخ ( َجشٍْ أ n
u  يززبنٛخ حضبثٛخ ٚطهت

0ٔحذّْب الأٔلّ  rرحذٚذ أصبصٓب 
u  ثذلانخ  

 نذُٚب : nيٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ 

     2 2

1

1 1 1

1 1
n n

n n
u u

 
 

    
  

 
  

             
2 2

1

1

n n 


   



  

                             1

1



  

 ٔثبنزبّنٙ :
                       

انًززبنٛخ  n
u  1يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓب

1
r





  

ٔحذّْب الأٔل  
2

0

1

1
u








أ٘ :    

0

1 1

1
u

 

 


 

   
   0

1u   

2  ٌّ (َجٍّٛ أ 
 

2 3

2 1
n

n n
S

 






  

0 1 1
...n nS u u u      

n
S  إرا يدًٕع ْٕn  حذّا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ

انحضبثٛخ  n
u : ّٛٔػه .       0 1

2
n n

n
S u u   

نذُٚب :
 0

2

1

1

2

1
n

u

n
u






  

  

 

 ثبنزؼٕٚط َدذ : 

               
2

2
1

2 1
n

n n
S




  
    

  

       2
1 1 2

2 1

nn   


     
   

  

                         
 

 

2
2 3

2 1
n

n n
S





 



                                   

  2  )–  ٌّ أ ( َجٍٛ أ n
v . يززبنٛخ ُْذصٛخ 

 نذُٚب nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

  1

1
nu

nv e 
    ٘أ

 2
1 1

1
1

n

nv e



  


  

                
2

1 1

1 1

n

e


 
 


                                                   

         

2
1 1

1 1

n

e e


 

              
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إرا :               
1

1

1n nv e v
 
  

    

انًززبنٛخ  n
v  إرا يززبنٛخ ُْذصٛخ ْٙ

1

1q e 
 
   

0ٔحذّْب الأٔلّ 

0

u
v e  ٘1أ

0
v e

 . 
-  ٌّ nSة ( َجشٍْ أ

nP e . 
 ٌّ 0ثًب أ

v  ٔ انحذّ الأٔل ْٕq  أصبس انًززبنٛخ ْٕ
انُٓذصٛخ  n

v  ػجبسح حذْب انؼبو يؼطبح ٌّ فئ
ثبنؼلالخ:   

0

n

nv v q  . 
 فٙ ْزِ انحبنخ :

1 0
.v v q   2؛

2 0
.v v q  1؛ . . . ؛

1 0
.

n

nv v q


  . 
 ُٚزح : 

                                 0 1 1
...n nP v v v      

               2 1

0 0 0 0
. . ... .

n
v v q v q v q

      

     2 1

0 0 0 0
... ...

n
v v v v q q q

          

                                   n     ّيشح 
                               

0

1 2 3 ... 1nn
v q

       

انًدًٕع  1 2 3 ... 1n      يدًٕع ْٕ 1n 
ٔحذّْب  1حذّا يزؼبلجخ يٍ يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓب

 . إرا : 1الأٔلّ 

 1
1 2 3 ... 1 1

2

n
n n


        

     1

2

n n 
  

فٙ ْزِ انحبنخ :
 2

2
0

n n

n

n
P v q



   

         
 1

1 2
1 1

n n

n

e e
 



 
 

  
 

  

                
 
 

1

2 11

n n

n
e e



   

نذُٚب :    
 

   
 

2
2 1 11

1
2 1 2 1

n n nn n
n




 

  
  

 
   

             
 

 

2
2 2 1

2 1

n n



  



  

               
 

 

2
2 2 3

2 1

n 



 



  

                               n
S  

nSٔثبنزبّنٙ :                  

nP e . 

 :8تمرين

   n
u  ٙكًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ  ف 

            
0

1

4

1 9

4 4
n n

u

u u





 

 . 

ٔنزكٍ  n
v : ٙانًززبنٛخ انًؼشفّخ كًب ٚه 

n:   يٍ  nيٍ أخم كم  n
v u k   حٛثk   

1nv( احضت  1   ثذلانخ n
u  ثى ثذلانخn

v  
حزٗ ركٌٕ  k( خذ لًٛخ  2 n

v  يززبنٛخ ُْذصٛخ 
بٚزٙ ( خذ ثؼذ رنك َٓ 3 n

v  ٔ n
u  

            ) ػٍ ثكبنٕسٚب ردشٚجٛخ يغشثٛخ (              
 الحل :

1nv( حضبة 1   ثذلانخn
u  ثى ثذلانخn

v  

نذُٚب :
 n n
v u k    : ٙ1ٔثبنزبن 1n nv u k   

1nثزؼٕٚط 
u  : ثمًٛزّ َدذ 

1

1 9

4 4
n nv u k      

  ٌّ nثًب أ n
u v k   : ٌّ فئ 1

1 9

4 4
n nv v k k      

      
1 9 3

4 4 4
nv k      …(1)                               

حزٗ ركٌٕ  k( إٚدبد لًٛخ  2 n
v  يززبنٛخ

     ُْذصٛخ.

 n
v   يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب انثبثذq  

 يؼُبِ                         
n 1nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  n

v q.v   :  

 ( ُٚزح : 1ثبنًطبثمخ يغ انشكم )
9 3

0
4 4

k     3ٚكبفئ 9 0k     

3kٚكبفئ                        

 خلاصخ
3kيٍ أخم      ركٌٕ انًززبنٛخ n

v   يززبنٛخ

1ُْذصخ أصبصٓب 

4
q  : 0ٔحذْب الأٔل 0

3v u   

                                                      1   

إٚدبد َٓبٚزٙ  (  2 n
v  ٔ n

u . 

  n
v  1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

4
  

1
1 1

4
  إرا : n

v  ٕ0يزمبسثخ ٔرزمبسة َح . 

  3n n
n n
lim u lim v
 

                                                          

)     3                  ٌّ 0nvلأ  ) 
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 :9تمرين  
 n
u  ٗكًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه 

               
0

1

1

1 2

2 3
n n

u

u u





 

  ٔ  .ٙػذد حمٛم 

انًززبنٛخ  َؼشف فٙ  n
v : ثـn nv u   . 

حزّٙ ركٌٕ  ( يب ْٙ لًٛخ  1 n
v  يززبنٛخ

 ُْذصٛخ.
lim ( حذد ثؼذ رنك : 2

n
n

u


 

 
    الحل :      

حزٗ ركٌٕ  ( َؼٍٛ لًٛخ  1 n
v  يززبنٛخ

 ُْذصٛخ .
( n

v  ٙيززبنٛخ ُْذصٛخ يؼشفّخ ف ) 
 يؼُبِ                        

1nم كم ػذد غجٛؼٙ:يٍ اخ n
v q v    ( ...1  ) 

ثبنشخٕع إنٗ رؼشٚف انًززبنٛخ  .1 n
v  

                          1 1n n
v u           

                  1 2

2 3
nu    

         1 2 1

2 3 2
nu        

                1 2 1

2 3 2
nv     

ثبنًطبثمخ يغ  1 : ُٚزح 

( n
v   ِ2يززبنٛخ ُْذصٛخ ( يؼُب 1

0
3 2

     

4يؼُبِ                                    

3
   

ًززبنٛخ ( رحذٚذ َٓبٚخ ان 2   n
u  

: َٓبٚخ يززبنٛخ َزكش  n
u  َٓبٚخ حذْب انؼبو ْٙ

 . إنٗ  nنًب ٚؤٔل 

n نذُٚب : nu v      ٘أ  
4

3
n nu v   . 

ثًب أٌ  n
v  1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

2
q  ٔحذْب

الأٔلّ 
0 0

4

3
v u   ٘ا

0

5

3
u   : ٌفئ 

5 4

3 3

n

nv
   
 

ٔيُّ :   
nn

lim v


     ٌ4) لا
1

3
 .) 

nانحبنخ : فٙ ْزِ 
n
lim u


  

 :11 تمرين 

 نزكٍ n
u  ٗثـ :   انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه

3 2n

nu e
  
 إنٙ أصبس انهٕغبسٚزى انُٛجٛش٘. eحٛث ٚشٛش  
1   )-  ٌّ أ (ثٍٛ أ n

u    يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت
 رؼٍٛٛ أصبصٓب ٔحذّْب الأٔلّ .

ْم انًززبنٛخ     n
u .ّيزمبسثخ ؟ ػهم 

ة ( أدسس إردّبِ رغٛش انًززبنٛخ  n
u . 

( َؼشفّ انًززبنٛخ  2 n
v : ٙكًب ٚه ln

n n
v u  

ٌّ انًززبنٛخ  أ ( ثٍّٛ أ n
v  يززبنٛخ حضبثٛخ ٚطهت

nكزبثخ 
v ثذلانخ n . 

 : nة( أحضت ثذلانخ 

  : 0انًدًٕع 1 1
...n nS v v v       ّثى 

0اندذاء :  1 1
...n nT u u u     

 
 الحل

)nأ (َجٍٛ أٌ ) –(  1 u  يززبنٛخ  ُْذصٛخ  ٚطهت
 رؼٍٛٛ أصبصٓب ٔحذْب الأٔل 

1n: يٍ  nَجٍٛ يب ٚهٙ: يٍ أخم كم  nu q.u   

خ نذُٚب ٔحضت رؼشٚف انًززبنٛ n
u : 

 3 1 2

1

n

n
u e

 
      ٘3أ 5

1

n

nu e


   

  3 3 2n
e e

                        

  3

ne u                           

ٔثبنزبنٙ  n
u  3يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

q e  

2ٔحذْب الأٔل 

0
u e . 

  3ثًب أٌ الأصبس
q e نٓزِ انًززبنٛخ ٚحمك

1q فئٌ ْزِ انًززبنٛخ يزجبػذح 

 
 : 1يلاحظخ 

n :0َلاحظ أَّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 
n

u   

 ٔػهّٛ :
لإثجبد أٌ  n

u  يززبنٛخ ُْذصٛخ َجٍٛ أَّ يٍ أخم

n :  1nكم ػذد غجٛؼٙ 

n

u
q

u

  . 

3 5

1

3 2

n

n

n

n

u e

u e




    ٘أ 3 5 3 21 n nn

n

u
e

u

    

                                   3
e 

     

 : 2يلاحظخ  

                 3 2n

n
n n
lim u lim e



 


 
 

                                         
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ة ( دساصخ اردبِ رغٛش انًززبنٛخ  n
u  

1nإشبسح انفشق  َذسس فٙ  nu u   

 : nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 
   3 5 3 2

1

n n

n nu u e e
 

      

 3 2 3
1

n
e e

   

1: يٍ  nَلاحظ أَّ يٍ أخم كم 
0

n n
u u   

انًززبنٛخ  n
u يززبنٛخ ُْذصٛخ يززاٚذح رًبيب 

 يلاحظخ : 
  0nu : يٍ   nيٍ أخم كم  

1nٚكفٙ يمبسَخ   

n

u

u

   1انؼذد  انُضجخ  يغ  

31صجك ٔأٌ ٔخذَب :   1n

n

u
e

u

   

انًززبنٛخ   n
u يززبنٛخ ُْذصٛخ يززاٚذح رًبيب 

2  )–  ٌّ أ ( َجٍٛ أ n
v  يززبنٛخ حضبثٛخ ٚطهت كزبثخ

 .ػجبسح حذْب انؼبو

n 1nَجٍٛ أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ   nv v r     

نذُٚب :    1 1n n n n
v v ln u ln u     

       1n

n

u
ln

u

 
  

 
                   

                       3
ln e    

1: يٍ  nإرا : يٍ أخم كم 
3n nv v    

ْٔزا ٚؼُٙ أٌ n
v  3يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓبr   

  ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انحضبثٛخ n
v  

0يؼطبح ثبنؼلالخ : 
  ;nv v n.r n    

  2

0 0 0
  ;

3

v ln u u e

r

  



 َدذ : ٚطثبنزؼٕ 

                 3 2  , nv n n    
 : nة( حضبة ثذلانخ 

  : 0انًدًٕع 1 1n nS v v ... v      

n
S يدًٕع ْٕn   حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ

انحضبثٛخ  n
v .  : ّٛٔػه 

 0 1
2

n n

n
S v v   : 0حٛث

1

2

3 1n

v

v n


  

 ٔيُّ 

2 3 1
2n

n
s ( n )    ٘أ 3 1

2
n

n
S n   

  اندذاءn
T  : 0حٛث 1 1n nT u u ... u      

 

n
T خذاء ْٕn  حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ انُٓذصٛخ

 n
u . 

1نذُٚب :  0
u u .q   2؛

2 0
u u .q  1؛ ... ؛

1 0

n

n .u u .q


  
 ثبنزؼٕٚط َدذ :

      2 1

0 0 0 0

n

nT u u .q u .q ... u .q
      

   2 1

0 0 0

n
u u ... u q q ... q

          

                               n ػبيلا 
إرا :  1 2 3 1

0

... nn

n
T u q

       

انًدًٕع   1 2 3 1... n      يدًٕع ْٕ 1n

 ػذدا غجٛؼٛب الأٔنٗ ٔغٛش انًؼذٔيخ.
ْزِ الأػذاد رشكم حذٔد يزؼبلجخ نًززبنٛخ حضبثٛخ 

 .ٔيُّ : 1ل ٔحذْب الأٔ 1أصبصٓب 

          1
1 2 3 1 1 1

2

n
... n n


         

 
 1

2

n n
                      

2ثبنزؼٕٚط حٛث : 

0
u e  ٔ3

q e  : َدذ 

 
 1

2 3 2

n .n

n

nT e e



  أ٘  
 3 1

2

n n

nT e



  

  11تمرين 
      I  ) . ٙػذد حمٛم 

َؼزجش انًززبنٛخ  n
v  كًب ٚهٙ : انًؼشفّخ 

                
0

1

1 9

4 4
n n

v

v v









 

  

  ٙخذ لًٛخ انؼذد انحمٛم  ٌٕحزٗ رك 

زبنٛخ انًز n
v . يززبنٛخ ثبثزخ 

II   3( َعغ   
1( احضت انحذٔد  1

v  2 ؛
v  ٔ 3

v . 
انًززبنٛخ  ( َؼشفّ فٙ  2 n

u : .:ثـ
3n nu v  . 
  ٌّ أ ( ثشٍْ أ n

u  يززبنٛخ ُْذصٛخ يحذدا
 أصبصٓب ٔحذّْب الأٔلّ.

nة ( أكزت 
u  ثذلانخn  ثىّ اصزُزح ػجبسح انحذ

نهًززبنٛخ    انؼبو    n
v . 

انًدًٕع  nخـ ( أحضت ثذلانخ 
0 1

...n nS u u u     ثىّ اصزُزح ثذلانخn  انًدًٕع

0 1
...n nS v v v     
lim د ( أحضت     n

n
S


. 
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 الحل

I  إٚدبد لًٛخ )  ٌٕحزٗ رك n
v .ثبثزخ 

 n
v ٙيززبنٛخ ثبثزخ ف  

 يؼُبِ              
:  nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

1 0n nv v ... v       

يٍ انؼلالخ 
1

1 9

4 4
n nv v    : ٔثبنزؼٕٚط َدذ 

1 9

4 4
     ٙ3ٔثبنزبن  . 

II ( 1  حضبة انحذٔد )1
v 2؛

v  ٔ3
v  

 
1 0

1 9

4 4
v v     ٘أ  1

1 9
3

4 4
v     

                                
1

3

2
v   

 
2 1

1 9

4 4
v v    ٘ا

2

3 1 9

2 4 4
v

   
 

  

                                 
2

21

8
v   

 
3 2

1 9

4 4
v v    ٘ا

3

1 21 9

4 8 4
v

   
 

  

                                          
3

93

32
v    

 يلاحظخ:
1يب انفبئذح يٍ حضبة انحذٔد 

v  2؛
v   ٔ3

v ؟ 

1  )1 0 2 1
v v v v     ٔ1 2

0 1

v v

v v
  

انًززبنٛخ  n
v .نٛضذ لا  حضبثٛخ  ٔلا ُْذصٛخ 

2  )0 1 2 3
v v v v . 

إرا كبَذ  n
v .سٚجخ فٓٙ يزُبلصخ 

2  ٌّ ( َجشٍْ أ n
u ُْ ّٛذصٛخ ٚطهت رحذٚذ يززبن

 أصبصٓب ٔحذّْب الأٔل.
 نذُٚب : nيٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ 

        1 1
3n nu v    

  1 9
3

4 4
nv         ٘أ   

1

1 3

4 4
n nu v    

                                 1
3

4
nv   

                                      1

4
nu  

ٔػهّٛ : n
u    يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب  ٔحذْب

الأٔل 
0 0

3 6u v    . 

nة (كزبثخ  .1
u  ثذلانخn  

 n
u  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبq  ٙيؼشفخ ف . 

 ػجبسح حذْب انؼبو يؼطبح ثبنؼلالخ :

0

n

nu u .q .   : 1ثبنزؼٕٚط َدذ
6

4

n

nu
    
 

 . 

  اصزُزبج ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ n
v  

3nيٍ انؼلالخ  nu v   : 3ُٚزحn nv u   

1ثبنزؼٕٚط :        
6 3

4

n

nv
    
 

  

 يلاحظخ : 
كم يٍ انًززبنٛزٍٛ   n

u  ٔ n
v . يزمبسثخ 

   1
0   ; 0

4

n

n
n
lim u


   
 

  

 
1

3  ; 6 0
4

n

n
n
lim v


      
   

  

n  :0خـ ( حضبة ثذلانخ  1n n
S u u ... u     

n
S  يدًٕع ْٕ 1n   حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ

 ٔيُّ :  .انُٓذصٛخ

1

0

1

1

n

n

q
S u

q

 
   

ٔثبنزؼٕٚط 

1
1

1
4

6
1

1
4

n

n
S

     
   
  
 

  

                                    
1

1
8 1

4

n

nS

      
   

  

  0اصزُزبج 1n nS v v ... v      

3nثًب أٌ  nv u  : ٌّ  فئ
       0 1

3 3 3
n n

S u u ... u         

 0 1
3 3 3

n
u u ... u ( ... )         

   1n يشح 

           ٔػهّٛ   3 1
n n

S S n          

     
1

1
8 1 3 1

4

n

n

        
   

     

nد ( حضبة  .1
n
lim S


  

 

1
1

0
 , 4

3 1

n

n
n
lim S

n





       
   

      

 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

 10 

 :12تمرين

 n
u  ٙكًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ  ف 

   
3

0

1n n

u e

u e u

 



أصبس انهٕغبسٚزى  e حٛث  

 انُٛجٛش٘
 n
v ٙثـ: ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفخ ف

 ln 2
n n

v u   
1  ٌّ ( اثجذ أ n

v  كزبثخ يززبنٛخ ُْذصٛخ  ٚطهت 
nحذّْب انؼبو  ػجبسح

v . 
n( اصزُزح  2

u  ثذلانخ n . 
3  ٌّ 2( ثٍٛ أ

lim n
x

u e


 . 

0( احضت انًدًٕع 4 1
...n nS v v v     

 ) ػٍ ثكبنٕسٚب ردشٚجٛخ يغشثٛخ (.       

 الحل :
1  ٌّ ( إثجبد أ n

v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رحذٚذ
 أصبصٓب ٔحذّْب الأٔلّ .

 نذُٚب :  nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

 1 1
2

n n
v ln u    

  2
n

ln e u       ٘ا 1
2

n n
v lne ln u     

                                   1
1 2

2
nlnu    

                                       1
1

2
ln un   

   1
2

2
nln u                                     

: يٍ  nإرا يٍ أخم كم 
1

1

2
n nv v   

ٔثبنزبنٙ n
v   1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

2
q   

ٔحذْب الأٔل  0 0
2 1v ln u   

n( اصزُزبج  2
u  ثذلانخn  

نذُٚب :   2
n n

v ln u   ِيؼُب  2
n n

ln u v   

2nvيؼُبِ    

nu e
 ( ...1) 

ثًب أٌ  n
v : ٌيززبنٛخ ُْذصٛخ فئ

0

n

nv v .q  

  
1

2

n

   
 

                                                                  

زؼٕٚط َدذ : ( ٔثبن1يٍ )
1

2
2

n

nu e

   
  . 

 ٌّ 2َجٍٛ أ

n
n
lim u e


  

 نذُٚب :
1

2
2

n

n
n n
lim u lim e

   
 

 

 
 
 
 

    ٌّ 1ٔثًب أ
0

2

n

   
 

 : ٌّ  فئ

               2

n
n
lim u e


 . 

0( حضبة انًدًٕع  4 1n nS v v ... v    . 

n
S   يدًٕع ْٕ 1n    حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ

انُٓذصٛخ  n
v . 

 ٔيُّ :

1

0

1

1

n

n

q
S v

q

 
   

أ٘    

1
1

1
2

1
1

1
2

n

n
S

     
   
  
 

  

                              
1

1
2 1

2

n      
   

 

 

 :13 تمرين 

 n
u  ٙكًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ  ف 

       0

1

2

2 1n n

u

u u


  

 . 

  n ( ثبنزشاخغ ؛ثشٍْ أَّ يٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ  1
      1

n
u . 

1n ( َعغ : 2 nv u   ٔرنك يٍ أخم كمn ٍي  
. 
   ٌّ أ ( ثشٍْ أ n

v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت إٚدبد
 أصبصٓب ٔحذّْب الأٔلّ.

انًززبنٛخ  َؼشفّ فٙ  ة (   n
w : ٙكًب ٚه 

       ln
n n

w v . 

 ٌّ ثٍٛ أ n
w   يززبنٛخ حضبثٛخ 

limخـ ( أحضت   n

n
n

w
n

v

  
  
  

 

 الحل 
 ( ثبنزشاخغ ؛َجشٍْ أَّ يٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ  1
n :

 
1

n
u . 

َعغ :      : 1 ;
n

P n u n  

أ ( َزحمك يٍ صحخ  0P . 

0nيٍ أخم    0نذُٚب
2u    ٘0أ

2u . 
ٔيُّ :  0P . صحٛحخ 

ة ( َفشض أٌ  P n  ٘1صحٛحخ أ
n

u 
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 ٌّ َٔجٍٛ أ 1P n ٌ1صحٛحخ .أ٘ َجٍٛ أ
1

n
u  . 

1نذُٚب ٔحضت فشظٛخ انزشاخغ 
n

u  ِ2يؼُب 2
n

u 

2يؼُبِ                              1 1nu   ٘1أ
1

n
u   

إرا  1P n  صحٛحخ 
 يًب صجك ٔحضت يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ :

n   :1يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ
n

u . 

ٌّ أ ( َجٛ –(  2 ٍ أ n
v  يززبنٛخ ُْذصٛخ. 

1:  يٍ  nيٍ أخم كم  1
1

n n
v u    

                        1
2 1 1

n
u     

                             2 1
n

u      
                                   2

n
v  

 n
v    إرا يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب ْٙ 

2q    ّ0ٔحذْب الأٔل 0
1v u   ٘0أ

1v  . 

 ٌّ ة ( َجٍٛ أ n
w   يززبنٛخ  حضبثٛخ 

نذُٚب      يٍ nيٍ أخم كم  
   1 1n n n n

w w ln v ln v      

          1n

n

v
ln

v

 
  

 
 

انًززبنٛخ   n
v  ٔي 2يززبنٛخ ُْذصٛخ اصبصٓب: ُّ 

1 2n

n

v

v

  .     : 1إرا
2

n n
w w ln    

انًززبنٛخ n
w  2يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓبr  . 

الأٔل   ٔحذْب 
00

0w lnv   ٌّ 0لأ
1v  . 

nخـ ( حضبة -

n
n

w
lim n

v

  
  
  

  

2

2

n

n
n n

n

w n.ln
lim n lim n

v 

              
  : ٌّ  لا

  n
w  2يززبنٛخ حضبثٛخ أصبصٓبln 0ٔحذْب الأٔل 

 n
v 1ٔحذْب الأٔل  2يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب. 

َلاحظ ٔخٕد حبنخ ػذو انزؼٍٛٛ يٍ انشكم 


 . 

 َزٚم ْزِ انحبنخ .

نذُٚب : 
2

2

2

n

n

n

w n .ln
n

v

 
 

 
 

2
2

nn ln
e             ؛

2
2 4

2
2 2

ln
ln

ln

   
 

 
2

2

2

n.ln

e

 
 
         : ُّٔي 

2

2

2

2

2

2 4

2 2n

n.lnn n
n

ln
n .

w ln
lim n lim

v
e

  
 
 

                  
 

  

      

2

2

2

2

4 2

2
n.ln

n

n.ln

lim
ln

e


 
 

  
 
 

  

                           0        ٌ0لا
x

x

x
lim

e
  

 
 :14 تمرين

 n
u  انًززبنٛخ راد انحذٔد انًٕخجخ رًبيب ْٙ

0ٔانًؼشفّخ كًب ٚهٙ :          

1

9

3     ; 
n n

u e

u u n




 
 

lnَعغ:
9

n
n

u
v

   
 

 . يٍ nيٍ أخم كم  

ٌّ انًززبنٛخ  1 (ثشٍْ أ n
v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت
nإػطبء ػجبسح حذّْب انؼبو 

v  ثذلانخn . 
أ ( اصزُزح ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  –(  2 n

u . 

يب ْٙ َٓبٚخ انًززبنٛخ  ة ( - n
u ؟. 

    
 الحل : 

ٌّ انًززبنٛخ  1 (َجشٍْ أ n
v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت

nإػطبء ػجبسح حذّْب انؼبو 
v  ثذلانخn . 

 : nُب ٔيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ نذٚ
1

1
9

n
n

u
v ln 


   
 

1nثزؼٕٚط  
u   : ثمًٛزّ َدذ 

1
9

n

n

u
v ln

 
   

 
1أ٘      

9

n
n

u
v ln

 
   

 
  

                              
1

2

9

n
u

ln
   
 

  

                             1

2 9

nu
ln
   
 

  

إرا 
1

1

2
n nv v    : ٙٔثبنزبن 

 n
v  1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

2
q   ٔحذْب الأٔل

0

0
1

9

u
v ln lne

    
 

 . 

  كزبثخn
v  ثذلانخn  
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ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انُٓذصٛخ  n
v   ٙانز

0حذْب الأٔل  
v  ٔاصبصٓبq  : يؼطبح ثبنؼلالخ 

0

n

nv v .q .  : 1  ثبنزؼٕٚط َدذ
 ;

2

n

nv n
   
 

  

أ ( اصزُزبج ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  –(  2 n
u . 

يٍ انؼلالخ : 
9

n
n

u
v ln

   
 

ُٚزح : 
9

nvnu
e  

9أ٘                                      nv

nu e  

                 ثبنزؼٕٚط َدذ :
1

29

n

nu .e

 
 
   

ة ( إٚدبد َٓبٚخ انًززبنٛخ .2 n
u  

1ثًب أٌ 
0

2

n

n
lim


   
 

  ٌّ 1لأ
1 1

2
 : ٌفئ 

1

29 9

n

n
n n
lim u lim .e

 
 
 

 
  

                                       

 :15 تمرين

a  ؛b  ٔ c .أػذاد حمٛمٛخ غٛش يؼذٔيخ 
ثٓزا انزشرٛت  b ٔc؛ a(ثٍٛ أَّّ إرا كبَذ الأػذاد -

: ٌّ  حذٔد يزؼبلجخ نًززبنٛخ ُْذصٛخ فئ
  2 2 2

a b c a b c a b c       
 

 الحل
ثٓزا انزشرٛت  b ٔc؛ aَجٍٛ أَّّ إرا كبَذ الأػذاد 

: ٌّ  حذٔد يزؼبلجخ نًززبنٛخ ُْذصٛخ فئ
  2 2 2

a b c a b c a b c       
 نذُٚب: 

      a b c a b c a b c a b c                

     2
a b a b c a b a b c         

                       2 2 2
2a b ac c    

ثٓزا انزشرٛت حذٔد يزؼبلجخ يٍ   b ٔc؛ aالاػذاد
 يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚؼُٙ :

b  ٍٚٔصػ ُْذصٙ نهؼذدa ٔc  :    2
b ac 

 َدذ : ثبنزؼٕٚط  فٙ ْزِ انحبنخ ٔ
   2 2 2 2

2a b c a b c a b b c         

       2 2 2
a b c   انًطهٕة ْٕٔ 

 يلاحظخ :

يٍ  a  ٔcيشرجػ ثكٌٕ   bٔخٕد ٔصػ ُْذصٙ 
 َفش الإشبسح

 

 

 :16 تمرين     
انًززبنٛخ  َؼزجش فٙ يدًٕػخ الأػذاد انطجٛؼٛخ 

 n
u : ٙانًؼشفّخ كًب ٚه

0 1

2 1

0  ; 1

1 2

3 3
n n n

u u

u u u 

 



 

 ثىّ   

انًززبنٛزٍٛ  nٙ َؼشفّ ، يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼ

 n
u ٔ n

w  : 1ثـn n nv u u    ؛
1

2

3
n n nw u u   

ًّب ٚهٙ ، أَظش إٌ كبَذ انمعٛخ انًمزشحخ  فٙ كمّ ي
 يغ انزؼّهٛم . –صحٛحخ أو خبغئخ 

انًززبنٛخ  ( أ  -   n
v .يززبنٛخ ُْذصٛخ 

ة ( انًززبنٛخ  -  n
w .يززبنٛخ ثبثزخ 

:  يٍ  nخـ ( يٍ أخم كمّ  -  3

5
n n nu w v  . 

د  (انًززبنٛخ  -  n
u  رمجم َٓبٚخلا 

 الحل :
َُظش فٙ كم حبنخ إٌ كبَذ انمعٛخ صحٛحخ أو 

 خبغئخ يغ انزؼهٛم :
أ ( انًززبنٛخ- n

v   ُْذصٛخ ؟ 

 : يٍ  nيٍ أخم كم 
             1 2 1n n n nv v u u      

  
1 1

1 2

3 3
n n nu u u       

1

2 2

3 3
n nu u      ٘أ 1 1

2

3
n n n nv v u u      

                                     2

3
nv   

 انًززبنٛخ n
v   2ْٙ إدا ُْذصٛخ أصبصٓب

3
q    

ة( انًززبنٛخ n
w

 ثبثزخ ؟  

 نذُٚب : يٍ  nيٍ اخم كم 

               
1 2 1

2 2

3 3
n n n n n nw w u u u u        

1 1 1

1 2 2 2

3 3 3 3
n n n n n

u u u u u  
      
 

  

                                          0  
خ ْٔزا يؼُبِ : انًززبنٛ n

w . يززبنٛخ ثبثزخ 

 :يٍ  nخـ( يٍ اخم كم 3

5
n n nu w u  ؟ 

 نذُٚب : يٍ  nيٍ اخم كم

1 1

2

3
n n n n n nw v u u u u      
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أ٘ 
1

5

3
n n nw w u     : ّٛٔػه 

n :يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  3

5
n n nu w v   

د  ( انًززبنٛخ  - n
u لا رمجم َٓبٚخ ؟ 

  انًززبنٛخ n
w  2ُْذصٛخ أصبيززبنٛخ

3

  
 

  

 ٔ2
1 1

3
   ٕ0فٓٙ إرا رزمبسة َح . 

  انًززبنٛخ n
w  يززبنٛخ ثبثزخ فٓٙ إرا

0يزمبسثخ ٔرزمبسة َحٕ 
w : حٛث 

0 1 0

2
1

3
w u u   . 

 فٙ ْزِ انحبنخ :

 3

5
n n n

n n
lim u lim w v
 

   

                 3

5
  

نٛخ انًززب n
w  ٔرزمبسة َحٕ    يزمبسثخ 

3

5
 . 

 
 :17 تمرين

َؼزجش انًززبنٛخ  n
u  ٍٚ0انًؼشفّخ ثبنحذ

3u  ؛

1
4u   ٔيٍ أخم كمn ٍ1: *ي 1

4n n nu u u   . 

حٛث a ٔb( خذ ػذدٍٚ حمٛمٍٛٛ  1
4

. 1

a b

a b

 
 

 . 

َعغ : n(يٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ  2
1n n nv u au  . 

 ٌّ ثشٍْ أ n
v  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبb . 

1nَعغ :  يٍ  n( يٍ أخم كمّ  3 n nw u bu  . 
 ٌّ ثشٍْ أ n

w  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبa . 
n( أكزت  4

v ٔnw ثذلانخ n  ثىّ اصزُزح ػجبسح انحذ
انؼبو نهًززبنٛخ  n

u .                           
  

 الحل 

حٛث a ٔbد ػذدٍٚ حمٛمٍٛٛ بدإٚ(  1
4

. 1

a b

a b

 
 

 

 4a b  ِ4يؼُبb a   

  1يٍ انؼلالخab    ٔثزؼٕٚطb  ّثمًٛز 
2َحصم ػهٗ انًؼبدنخ : 

4 1 0a a   …  (1 ) 
12( ْٕ :  1يًٛز انًؼبدنخ )   . 

 ٕٚخذ حلاٌ يزًبٚزاٌ ًْب :
 

1

4 2 3
2 3

2
a


   ؛

2

4 2 3
2 3

2
a


   . 

 إرا:    2 3 2 3a;b ;      

أٔ          2 3 2 3a;b ;    

 
2  ٌّ ( َجشٍْ  أ n

v   يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبb . 

 نذُٚب : nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 
          1 2 1n n nv u a.u     

 1 1
4

n n n
u u a.u    

    1 1
4 1

n n n
v a u u      . 

1أٌ :  َؼهى  ab   ٔ4 a b  . : إرا 
1 1n n nv bu ab.u    

 1n n
b u a.u      : ٘1أn n

v b.v   

انًززبنٛخ  n
v  إرا يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبb . 

ٌّ ( َج 3 شٍْ أ n
w  ُْذصٛخ أصبصٓب يززبنٛخa . 

 نذُٚب : nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 
         1 2 1n n nw u b.u     

 1 1
4

n n n
u u b.u     

     1
4

n n
b u ab.u        1ab   

           1n nau abu      4 b a   

          1n n
a u bu   

                    na.w  
ٔػهّٛ :  n

w  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبa . 
 

n كزبثخ( 4
v ٔnw  ثذلانخn  ثىّ اصزُزح ػجبسح انحذ

انؼبو نهًززبنٛخ  n
u . 

  n
v يززبنٛخ ُْذصٛخ اصبصٓبb ٔحذْب 

الأٔل  0 1 0
4 3v u au a    .  : ّٛٔػه 

  4 3   ; 
n

n
v a .b n   . 

  n
w  يززبنٛخ ُْذصٛخ اصبصٓبa ٔحذْب 

الأٔل  0 1 0
4 3w u b.u b    . : ُّٔي 

 4 3   ; 
n

n
w b .a n    

  : 1نذُٚب 1n n n n n nv w u au u bu       

                                   n
b a u  . 

nٔػهّٛ :  n
n

v w
u

b a





 ثبنزؼٕٚط َدذ : . 

   4 3 4 3
n n

n

a b b a
u

b a

  



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 :18 تمرين

َؼزجش انًززبنٛخ انؼذدٚخ n
u  ٙكًب  انًؼشفخ ف

0ٚهٙ:     

1

3

2

1 1
n n

u

u u

 

   

 

زذلال ثبنزشاخغ ؛ أثجذ أَّّ ( ثبصزؼًبل يجذأ الاص 1  
n  :1يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ  2

n
u . 

2  ٌّ ( ثٍّٛ أ n
u .يززاٚذح ثىّ اصزُزح أَّٓب يزمبسثخ 

انًززبنٛخ  ( َؼزجش فٙ  3 n
v : انًؼشفّخ ثـ 

     ln 1
n n

v u    . 

أ  ( رحمك أٌ انًززبنٛخ      n
v . يؼشفّخ رًبيب 

ٌّ انًززبنٛخة  (ثشٍْ أ n
v   يززبنٛخ ُْذصٛخ

1 أصبصٓب

2
q  ّ0 ٔحذّْب الأٔل

ln 2v   . 

 (خذ َٓبٚخ انًززبنٛخ-خـ n
v ثىّ اصزُزح َٓبٚخ 

 انًززبنٛخ  n
u . 

 ) ػٍ ثكبنٕسٚب ردشٚجٛخ يغشثٛخ (.           
 
 الحل : 

( ثبصزؼًبل يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ ؛ َثجذ أَّّ  1
n  :1ؼٙ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛ 2

n
u . 

َعغ :   :  1 2;
n

P n u n 

أ ( َزحمك يٍ صحخ  0P 

نذُٚب فشظب 
0

3

2
u  .  إرا

0
1 3u. 

 0P. صحٛحخ 
ة ( َفشض أٌ  P n: ٙصحٛحخ أ٘ َفشض يب ٚه 

  1 2
n

u . 
َٔجٍٛ صحخ  1P n: ٙا٘ َجٍٛ يب ٚه

 1
1 3nu  

 حضت فشظٛخ انزشاخغ نذُٚب :
1 3

n
u  ٙ0ٔثبنزبن 1 1nu (...1 ) 

 انذانخ اندزس انزشثٛؼٙ يززاٚذح رًبيب ػهٗ انًدبل 
 0; (:1  ركبفئ )0 1 1

n
u  

1ركبفئ                   1 1 2
n

u  
1أ٘                             

1 2nu .    

 1P nخ.صحٛح 
 يٍ أ ( ٔ ة( ٔحضٙ يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ :

n  :1يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ  2
n

u . 

2  ٌّ ( َجٍٛ أ n
u يززاٚذح . 

 نذُٚب :nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 
                             

1
1 1

n n n n
u u u u      

                            1 1
n n

u u    

   
 

1 1 1 1

1 1

n n n n

n n

u u u u

u u

           
    

 

                         
 

2
3 2

1 1

n n

n n

u u

u u

 

    

  

1حضت يب صجك : nu: ّٛٔػه 
 1 0

1 0

n

n

u

u



 

إرا 1 1 0
n n

u u    . 

2ٔػهّٛ إشبسح انغشق ػكش إشبسح 
3 2n nu u  

nuثٕظغ  x: 

2إشبسح كثٛش انحذٔدَذسس فٙ  
3 2x x . 

 كًب ٚهٙ :ٔالاشبسح 2ٔ  1ٕٚخذ خزساٌ ًْب 
                                        

 
ثًب أٌ  1;2

n
u  : ٔحضت يب صجك 

n:يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  1
0

n n
u u  

انًززبنٛخ  
n

u  يززاٚذح رًبيب 

   ٌاصزُزبج أ n
u يزمبسثخ 

 نذُٚب يب ٚهٙ :
    n

u  2يحذٔدح يٍ الأػهٗ ثبنؼذد 

    n
uيززاٚذح   

 حضت يجشُْخ انزمبسة انشرٛت  فٓٙ يزمبسثخ .
أ ( َزحمك أٌ انًززبنٛخ  –(  3 n

v رًبيب . يؼشفّخ 

 انًززبنٛخ  
n

v ِيؼشفخ  يؼُب ln 1
n

u   يؼشف 

يؼُبِ                            1 0
n

u   

1حضت يب صجك : 
n

u ٘1ا 0nu 
. 

ٔثبنزبنٙ انًززبنٛخ   n
v رًبيب  يؼشفخ. 

ٌّ انًززبنٛخ  ة(َجشٍْ أ n
v  ُْذصٛخ   يززبنٛخ 

1 أصبصٓب

2
q   ّ0ٔحذّْب الأٔل

ln 2v   . 

 غجٛؼٙ نذُٚب : nيٍ اخم كم ػذد

        1 1
ln 1

n n
v u   
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 ln 1 1 1
n

u    

 
1

2
1

ln 1n nv u   

 1
ln 1

2
nu        ٘أ

1

1

2
n nv v  

 انًززبنٛخ n
v  إرا يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب ْٙ

1

2
q  ٔحذْب الأٔل 0 0

1
ln 1 ln ln 2

2
v u    . 

 (خذ َٓبٚخ انًززبنٛخ-خـ n
v  ثىّ اصزُزح َٓبٚخ

  انًززبنٛخ  n
u . 

  الأصبسq نهًززبنٛخ انُٓذصٛخ n
vٚحمك 

1 1qٔ أ٘ : 0رزمبسة َحٕ فٓٙ إرا يزمبسثخ 
                    lim 0

n
n

v


. 

  : نذُٚب ln 1
n n

v u   ِ1يؼُب nv

nu e  

1nvيؼُبِ                             

nu e  

ٔػهّٛ :  lim lim 1nv

n
n n

u e
 

  

                         2    ٌ0لاnv
e  

 

 81أنظر التمرين  :19 تمرين

 n
u  ّانًززبنٛخ انًؼشفّخ ثحذْب الأٔل ْٙ

0

13

4
u  

n :1 ٔيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ
3 3

n n
u u    . 

( ثبصزؼًبل يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ ، أثجذ أَّّ  1
n  : 3يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ  4nu  

 : يٍ  nأ ( ثٍٛ أَّّ يٍ أخم كمّ  –(   2

   
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
  

 ٌّ ة ( ثشس أ n
u . يزمبسثخ 

3  ) n
v  ٙثـ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه 

        ln 3
n n

v u  . 
 ٌّ أ (ثشٍْ أ n

v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رحذٚذ
0ٔحذّْب الأٔلّ  qأصبصٓب 

v . 

 ة( ػجشّ ػٍ كمّ يٍ n
u  ٔ  n

v  ثذلانخn . 

يب ْٙ َٓبٚخ انًززبنٛخ - n
u ؟ 

nاندذاء  n خـ(َؼشفّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ   
P 

ثـ :      0 1
3 3 ... 3

n n
P u u u       . 

nػجش ػٍ 
P  ثذلانخn  ٌّ 1ثىّ رحمّك أ

lim
16

n
n

P


                                

 
 الحل :

جذ أَّّ ًبل يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ ، َث( ثبصزؼ 1
n  : 3يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ  4nu 

َعغ :     :3 4  , 
n

P n u n
 

أ (َزحمك يٍ صحخ - 0P. 

فشظب 
0

13

4
u     :0

3 4u. 

 0P  .صحٛحخ 

ة ( َفشض صحخ - P n : ٌ3أ٘ أ 4nu 

َٔجٍٛ صحخ  1P n : ٙأ٘ َجٍٛ يب ٚه 

   1
3 4nu  

 حضت فشظٛخ انزشاخغ :
3 4nu    ُّ0ٔي 3 1nu  

0أ٘                     3 1
n

u  

3أ٘                     3 3 4
n

u  . 

ٔػهّٛ :  1p n.صحٛحخ 
 يًب صجك ٔحضت يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ :  

n  :3يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  4nu. 
 : يٍ  nجٍٛ أَّّ يٍ أخم كمّ َأ (  –(   2

   
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
  

 نذُٚب :
1

3 3
n n n

u u u u      

     3 3
n n

u u    

ثبصزؼًبل يشافك انؼجبسح  ,
3 3

n
u u    : َدذ 

   
 1

3 3 3 3

3 3

n n n n

n n

n n

u u u u
u u

u u


            
  

 

   
2 2

3 3

3 3

n n

n n

u u

u u

  


            
 

      

2
7 12

3 3

n

n n

u n

u u

  


  
 

 ٌّ َجشس أ n
u                                      يزمبسثخ   

رمبسة انًززبنٛخ    n
uيشرجػ ثشربثزٓب             

  ٌ3ثًب أ
n

u ٌّ 3فئ 3 0
n n

u u   

1nٔػهّٛ : إشبسح انغشق  nu u  يٍ إشبسح 

 2
7 12

n
u n  . 

nuثٕظغ :  x؛ َحذد إشبسح كثٛش انحذٔد 
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 2
7 12x x    فٙ انًدبل 3;4. 

1ٚحمك :انًًٛز  . 
 ًْب :ٕٚخذ خزساٌ يزًبٚزاٌ 

1
3x   ٔ2

4x  

 ٔالإشبسح ركٌٕ كًب ٚهٙ :

 

3ثًب أٌ  4nu ٌّ فئ 1
0

n n
u u  

ٔػهّٛ : انًززبنٛخ  n
u. يزُبلصخ رًبيب 

 فٙ ْزِ انحبنخ :
انًززبنٛخ  n

u ٍيزمبسثخ نكَٕٓب يزُبلصخ ٔيحذٔدح ي
 .3الأصفم ثبنؼذد 

3 )- ٌّ أ (ثشٍْ أ n
v  يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رحذٚذ

 . ٔحذّْب الأٔلّ qأصبصٓب 
 نذُٚب :nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

 1 1
ln 3

n n
v u   

 ln 3
n

u      1ثؼذ رؼٕٚطn
u   ّثمًٛز 

 1
ln 3

2
nu  

          1

2
nv 

ٔثبنزبنٙ n
v 1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

2
q  

الأٔل ٔحذْب  0 0
ln 3 ln 4v u   . 

 ة( ػجشّ ػٍ كمّ يٍ n
u  ٔ  n

v  ثذلانخn . 

   ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انُٓذصٛخ n
v

يؼطبح ثبنؼلالخ :
0
.  , 

n

nv v q n  

نزؼٕٚط َدذ : ثب     1
ln 4

2

n

nv
    
 

. 

  يٍ انؼلالخ ln 3
n n

v u 3َدذ nv

nu e  

                                        
1

ln 4.
23

n

e

   
   

        
 lim lim 3 nv

n
n n

u e
 

 
 

              4         ٌ0لاnv  

nخـ( َؼجش ػٍ 
P  ثذلانخn  ٌّ 1ثىّ رحمّك أ

lim
16

n
n

P


 

     0 1
3 3 ... 3

n n
P u u u      

 

                    0 1 ... nv vv
e e e    

         

                   
0 1 ... nv v v

nP e
  

 

انًدًٕع  0 1
...

n
v v v    1ْٕ يدًٕع حذاn 

 حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ انُٓذصٛخ n
v. : إرا 

1

0 1

1
1

2
... ln 4

1
1

2

n

n
v v v

     
      

  
  

1
1

2ln 4 1
2

n     
   

 ٔيُّ : 
1

ln16 1
1

2

n

nP e

     
   

 

   
1

1
ln16 1

2
lim lim

n

n
n n

P e

       

 

 
 
 
  

 

                          ln16
e
       ٌّ لا

1
1

0
2

n
   
 

 

                 1

16
      ٌلا

1
ln

ln16 16e e
  

 
 : 21تمرين 

انًززبنٛخ  َؼزجش فٙ  n
u : ٙانًؼشفّخ كًب ٚه 

  0

2

1

3

2

2 2n n n

u

u u u

 

   

  

 :يٍ n(ثبنزشاخغ، أثجذ أَّّ يٍ أخم كم1
1 2nu   

 :يٍ nأ ( رحمّك أَّّ يٍ أخم كم-( 2
        1

2 1
n n n n

u u u u      
-  ٌّ ة ( اصزُزح أ n

u  ٙيززبنٛخ يزُبلصخ ف . 

خـ ( ْم - n
u .يززبنٛخ يزمبسثخ ؟ ثشس 

 الحل :
 :يٍ nّ يٍ أخم كم( ثبنزشاخغ، َثجذ أَّ  1

1 2nu  
َعغ :     3

:  1
2

nP n u. 

َزحمك يٍ صحخ  ( أ 0P. 

نذُٚب فشظب 
0

3

2
u    إرا 

ٔثبنزبنٙ  0Pأٔ صحٛحخ . يحممخ 
َفشض صحخ ة ( P n  ٌ1أ٘ َفشض أ 2nu  

َٔجٍٛ صحخ  1P n: ٍٛ1أ٘ َج
1 2nu  . 

لاحظ يب ٚهٙ :
 

 2

1
1 1n nu u    

1حضت فشظٛخ انزشاخغ : 2nu  
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0   ٔيُّ                      1 2
n

u    
  ٔثبنزبنٙ                    2

0 1 1nu   

ٚأرٙ :                    2
1 1 1 2nu    

1إرا 
1 2nu    ِْٔزا يؼُب 1P n .صحٛحخ 

 nأخم كم ػذد غجٛؼٙيًب صجك َضزُزح أَّ يٍ -
     1 2nu . 

 :يٍ nأ ( َزحمّك أَّّ يٍ أخم كم-( 2
        1

2 1
n n n n

u u u u     
 نذُٚب يٍ   خٓخ :

 2

1
2 2n n n n nu u u u u       

2
3 2n nu u             

أخشٖ :  يٍ خٓخ  

   2
2 1 3 2

n n n n
u u u u      

  1
2 1

n n n n
u u u u       ٔػهّٛ : 

-  ٌّ ة ( اصزُزبج أ n
u  ٙيززبنٛخ يزُبلصخ ف . 

 
2 0

1

n

n

u

u

 
  

ٔيُّ      
2

1

n

n

u

u


 

  : نذُٚب   

1
0

n n
u u     أ٘      2 1 0

n n
u u   إرا    

 انًززبنٛخ n
u  يزُبلصخ 

خـ ( َُظش إٌ كبَذ  n
u .يززبنٛخ يزمبسثخ 

  n
u  يززبنٛخ  يزُبلصخ 

  n
u  يززبنٛخ   يحذٔدح 

حضت يجشُْخ انزمبسة   انشرٛت  :  n
uيزمبسثخ 

 

 
 

 يلاحظخ       

فٙ ْزِ انحبنخ كٛف َحضت َٓبٚخ انًززبنٛخ  n
u؟ 

انًززبنٛخ يؼشفخ ثؼلالخ يٍ انشكم  1n n
u f u  

 .lْٙ يزمبسثخ َحٕ ػذد حمٛمٙ ٔ

l حم نهًؼبدنخ ْٕ f l l   يغ يشاػبح ششٔغ حٕل
انًززبنٛخ  n

u. 

 f l l  ِ2يؼُب
3 2 0l l   

1نخ ًْب ٕٚخذ  حلاٌ نهًؼبد
1l   ٔ2

2l  

ثًب أٌ  n
u  ٔ 1يزُبلصخ 2nu   1َأخزl  

limأ٘                       1n
n

u


                        

 

 

          

 : 21مرين ت 
انًززبنٛخ  فٙ  جشزَؼ n

u: ٙانًؼشفخ كًب ٚه 

 
0

2

1

2

1 3
3

2 2
n n n

u

u u u





   

 

I  )-1 خذ ػهٙ شكم كضش غٛش لبثم نلاخززال )
1انحذٔد: 

u  2؛
u  3؛

u   ٔ4
u . 

(يب ْٕ رخًُٛك حٕل سربثخ ٔرمبسة 2 n
u  

II ) n
v ٗثـ    :  ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه

3n nv u  . 

2: يٍ n( ثشٍْ أَّّ يٍ أخم كمّ  1

1

1

2
n nv v    

 : n(ثبنزشاخغ أثجذ أَّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 2
    1 0nv    

 : nؼٙ أ( ثشٍْ أَّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛ– 3

   
1

1
1

2
n n n n

v v v v
     
 

 . 

ة ( اصزُزح اردبِ رغٛش انًززبنٛخ  n
v . 

ٌّ انًززبنٛخ -( 4 أ ( رحمّك أ n
v . يزمبسثخ 

lim ة (أحضت -   
n

n
v


. 

 ( رأكذّ يٍ صحخ رخًُٛك. 5

 الحل :
I  )-1 إٚدبد ػهٙ شكم كضش غٛش لبثم )

1نلاخززال انحذٔد: 
u  2؛

u  3؛
u   ٔ4

u . 
 نذُٚب يب ٚهٙ : 

2

1 0 0

1 3
3

2 2
u u u    : ؛ ثبنزؼٕٚط

1

5

2
u  

1

2

2 1

1 3
3

2 2
u u u   : ؛ثبنزؼٕٚط

2

23

8
u . 

2

3 2

1 3
3

2 2
nu u u   : ؛ثبنزؼٕٚط

3

383

128
u . 

( انزخًٍٛ حٕل سربثخ ٔرمبسة 2 n
u . 

 خ يٍ خلال حضبثُب نجؼط انحذٔد الأٔنٗ نهًززبنٛ
 َلاحظ يب ٚهٙ :

 0 1 2 3
u u u u   ّٛٔػه n

uيززاٚذح 

  3كم انحذٔد رمزشة يٍ انمًٛخ.  

 n
u  3يزمبسثخ ٔرزمبسة َحٕ انؼذد. 

II- 1 أَّّ يٍ أخم كمّ ( ثش ٍْn ٍي :
2

1

1

2
n nv v   

 نذُٚب : nيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

  1 1
3n nv u  
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    21 3
3 3

2 2
n nu u     

2

1

1 9
3

2 2nn nv u u     

 21
6 9

2
n nu u       

  21
3

2
nu   2أ٘ : .           

1

1

2
n nv v   

 : n(ثبنزشاخغ أثجذ أَّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 2
    1 0nv    

:   َعغ  : 1 0
n

P n v   

َزحمك يٍ صحخ  ( أ 0P 

نذُٚب فشظب : 
00

3 1v u      :0
1 0v  . 

  0P  . صحٛحخ 
َفشض أٌ   ( ة P n: ٘1صحٛحخ أ 0nv   

َٔجٍٛ صحخ  1P n : ٙأ٘ َجٍٛ صحخ يب ٚه 
     1

1 0nv    

1حضت فشظٛخ انزشاخغ :  0nv   

انذانخ يشثغ يزُبلصخ رًبيب ػهٗ انًدبل  ;0

 فٓٙ إرا رؼكش انزشرٛت  . ٔػهّٛ :
 2

1 0nv     ٘2أ
0 1nv   

21ٔيُّ                     1 1
0 1

2 2 2
nv       

2أ٘                      
1 0

1 1

2 2
nv     

1ا٘                       
1 0nv    

 1P n.صحٛحخ 
 ثبنزشاخغ :   يٍ أ( ٔ ة( ٔحضت يجذأ الاصزذلال

n:1أخم كم ػذد غجٛؼٙ  يٍ 0nv   
 : nأ( َجشٍْ أَّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ – 3

   
1

1
1

2
n n n n

v v v v
     
 

 

2نذُٚب ٔثًب أٌ 

1

1

2
n nv v   2:إرا

1

1

2
n n n nv v v v     

                                1
1

2
n n

v v
    
 

      

ضزُزح اردبِ رغٛش انًززبنٛخ ة ( َ n
v . 

 ٌّ 1ثًب أ 0nv   : ٌفئ 
0 1

1 1
1 1

2 2

n

n

v

v

  



  

         

ٔػهّٛ   1
0 1 1

2
n nv v    ٘1ا

0n nv v            

انًززبنٛخ  n
v . يززاٚذح 

ٌّ انًززبنٛخ  أ-( 4 ( َزحمّك أ n
v . يزمبسثخ 

 ٔخذَب يب ٚهٙ :
    n

v  0يحذٔدح يٍ الأػهٗ ثبنؼذد 
    n

v  يززاٚذح . 
ٔػهّٛ : انًززبنٛخ  n

vثخ يززبنٛخ يزمبس   . 
lim ة ( حضبة  -

n
n

v


. 

ْٕ َٓبٚخ انًززبنٛخ  lنٛكٍ انؼذد  n
v. 

2نذُٚب : 

1

1

2
n nv v   

ٌّ انُٓبٚخ إٌ ٔخذد فٓٙ ٔحٛذح ٔػهّٛ :  َؼهى أ

 2

1

1
lim lim

2
n n

n n
v v 

   ٘21أ

2
l l  

1ا٘                                
0

2
l l
   
 

 

0lَدذ :    ٔ1أ

2
l  . 

ثًب أٌ  n
v 0يززاٚذح ؛ َأخزl .     lim 0

n
n

v


 

 يٍ صحخ رخًُُٛب.( َزأكذّ  5.
انًززبنٛخ  n

u : 3يؼشفخ أٚعب ثـn nu v . 
 ٔثبنزبنٙ ٚكٌٕ :

 n
u ٙيززاٚذح نكَٕٓب يدًٕع يززبنٛزٍٛ الأٔن

nnيززاٚذح :  v: 3ٔانثبَٛخ ثبثزخn. 

 lim lim 3 3n n
n n

u v
 

    ٌ0لأnv  

 :22 تمرين

 n
u انًززبنٛخ انًؼشفّخ ثحذّْب الأٔل ْٙ

0

1

2
u  

n :1ٔيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 2

2

1

n
n

n

u
u

u
 


 . 

ٍْ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ ( .أ (ثبنزشاخغ ،ثش 1
n 0 1

n
u . 

1n.ة ( ثبصزؼًبل انُضجخ     

n

u

u

  حذد اردبِ رغٛش

انًززبنٛخ  n
u . ثىّ اصزُزح أَّٓب يزمبسثخ 

ًززبنٛخ ان ( َؼشف فٙ 2 n
v : 1ثـ

1

n
n

n

u
v

u





 . 

n :2.أ (اثجذ أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ

1n nv v  

: n.ة(اصزُزح أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ

2

1

3
nn

v  

limخـ(اصزُزح
n

x
v


ٔػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  n

u 

0َعغ : يٍ n.د(يٍ أخم كم 1
...n nP v v v                             

nأحضت 
P   ثذلانخn . 
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 الحل :
( .أ (ثبنزشاخغ ،َجشٍْ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد  1

n 0غجٛؼٙ  1
n

u . 
َعغ :   : 0 1 ,

n
P n u n. 

  َزحمك يٍ صحخ 0P 

0nيٍ أخم   نذُٚب
0

1

2
u    :0 1

n
u. 

  َفشض صحخ P n  ٌّ 0أ٘ أ 1
n

u 

َٔجٍٛ صحخ   1P n ٌّ 1أ٘ َجٍٛ أ
0 1nu . 

 حضت فشظٛخ انزشاخغ نذُٚب :
0 1

n
u : ٙٔثبنزبن 

2 0
n

u  ٔ2
1 0nu  . 

إرا :         
2

2
0

1

n

n

u

u
 ( ....1 .  ) 

ثى :  22
2 1 1 0

n n n
u u u                        

نكٌٕ     2
1 0nu . 

2 إرا :
2 1

n n
u u : ٙٔثبنزبن

2

2
1

1

n

n

u

u
 ( ...2 . ) 

( ُٚزح :  2( ٔ )  1يٍ ) 
2

2
0 1

1

n

n

u

u
 

1أ٘ 
0 1nu .   إرا 1P n  صحٛحخ. 

 : ٙيًب صجك َضزُزح يب ٚه 
n :0يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ      1

n
u. 

 ة :ملاحظ
انًززبنٛخ   n

u  يززبنٛخ يحذٔدح ) نكَٕٓب يحذٔدح
 يٍ الأصفم ٔيٍ الأػهٗ (

انًززبنٛخ  n
u                           يززبنٛخ يٕخجخ رًبيب 

  
1n.ة ( ثبصزؼًبل انُضجخ        

n

u

u

  َحذد اردبِ رغٛش

زبنٛخ انًز n
u . ثىّ َضزُزح أَّٓب يزمبسثخ 

نذُٚب : 
2

1

2

1

n

n n

n n

u

u u

u u

 
         ٘1أ

2

2

1

n

n n

u

u u

 


. 

0نذُٚب :  1
n

u    : 2إرا
1 1 2nu. 

2
1 2nu   : ُٚزح

2

2
1

1
n

u
1أ٘ :      1n

n

u

u

 

انًززبنٛخ  n
u  إرا يززبنٛخ يزُبلصخ رًبيب ْٙ. 

   n
u يزُبلصخ 

          n
u 0يحذٔدح يٍ الأصفم ثبنؼذد 

إرا  n
u يزمبسثخ. 

n 2( َثجذ أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ.أ 2

1n nv v   
 نذُٚب :

  1

1

1

1

1

n
n

n

u
v

u










أ٘ :   

2

1

2

2
1

1

2
1

1

n

n
n

n

n

u

u
v

u

u











 

                         
2

2

1 2

1 2

n n

n n

u u

u u

 


 
 

                              
 

2

2

1

1

n

n

u

u





 

2

1

1

1

n
n

n

u
v

u


 
   

2أ٘    

1n nv v       .انًطهٕة ْٕٔ 

: n.ة(اصزُزح أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ

2

1

3
nn

v  

0انحذ الأٔلّ 
v نهًززبنٛخ n

v يؼشف ثـ : 

0

0

0

1

1

u
v

u





0. ثزؼٕٚط 

u  : ثمًٛزّ َدذ
0

1

3
v . 

 ٌّ 2ثًب أ

1n nv v : ُٚزح 

1

2

1 0 2 2

1 1

3 3
v v    ؛

2

2

2

2 1 2 4 2

1 1 1

3 3 3
v v

     
 

 

3

2

2

3 2 4 8 2

1 1 1

3 3 3
v v

     
 

؛ ...   
2

1

3
nn

v  

limخـ(اصزُزح
n

n
v


ٔػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  n

u 
1

1

n
n

n

u
v

u





.ٚكبفئ   1n n n nu v v u   

 ٚكبفئ                 
1

1

n
n

n

v
u

v





 

nثزؼٕٚط 
v  : َدذ

2

2

1
1

3
1

1
3

n

n

nu





أ٘    

2

2

3 1

3 1

n

nn
u





   

nد (  أحضت
P   ثذلانخn  ّثى

1

lim n

n
n

P

v


 
 
 

 

0نذُٚب : 1 2
...n nP v v v v     

             

2 2 2

1 1 1 1
...

3 3 3 3
n

    
 

                        1 2 4 ... 2

1

3
n   


 

ٌّ انًدًٕع  َلاحظ أ 1 2 4 ... 2
n    يدًٕع ْٕ 

 1n حذا يزؼبلجخ نًززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب 
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 ٔػهّٛ : 1ٔحذْب الأٔلّ 2

 
1

12 1
1 2 4 ... 2 1 2 1

2 1

n
n n


 

          

    : انحبنخ  فٙ ْزِ
1

2 1

1

3
nn

P  
 

 

 :23 تمرين

  : 0ػذد حمٛمٙ حٛث 1 . 
انًززبنٛخ  َؼزجش فٙ يدًٕػخ الأػذاد انطجٛؼٛخ 

 n
u  : ٙانًؼشفّخ كًب ٚه 

0

1

2

1 n

n

n

u

u
u

u

 





  


  

: يٍ nأ (ثبنزشاخغ أثجذ أَّ يٍ أخم كم -( 1
1nu   
ٌّ ة -   (أثجذ أ n

u . يززبنٛخ يزُبلصخ 
 - ٌّ خـ (اصزُزح ثؼذ ْزا أ n

u . يززبنٛخ يزمبسثخ 
 يب ْٙ َٓبٚزٓب ؟       
انًززبنٛخ  ( َؼشفّ فٙ 2 n

v : 1ثـn
n

n

u
v

u 





  

: nثٍّٛ أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  أ ( -
1

.n nv v   
 يبرا رضزُزح ؟       

انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  ة(اكزت ػجبسح- n
vثذلانخ nٔ 

  
ثىّ اصزُزح ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ  n

u 

 الحل: 
: يٍ nثجذ أَّ يٍ أخم كم َأ (ثبنزشاخغ -( 1
1nu   

َعغ :     :  1 ,
n

P n u n . 
َزحمك يٍ صحخ   0P. 

0نذُٚب فشظب 
2u     :0

1u .  
إرا   0P  صحٛحخ 

َفشض أٌ   P n ٌّ 1nuصحٛحخ أ٘ أ  
َٔجٍٛ صحخ  1P n : ٌّ 1أ٘ َجٍٛ أ

1nu  . 

1nنٓزا َمبسٌ يثلا ثٍٛ   
u   ٔ1 أ٘ َذسس إشبسح

1انفشق 
1nu  . 

 
1

1
1

n n

n

n

u u
u

u

 


  
                  

n

n

u

u

 
   ٘أ 

1

1
n

n

u
u





  

0نذُٚب فشظب  1  0: ُٚزح 

1nuحضت فشظٛخ انزشاخغ :    1ُٚزح 0
n

u   

زِ انحبنخ : فٙ ْ 1
0

n

n

u

u

 
   ٘1أ

1nu   

ٔثبنزبنٙ :   1P n .صحٛحخ 
 يًب صجك َضزُزح يب ٚهٙ :

1nu: يٍ nيٍ أخم كم    
-  ٌّ ة(أثجذ أ n

u  يزُبلصخ . يززبنٛخ 
1نٓزا َجٍٛ أٌ 

0
n n

u u   

 
1

1 n

n n n

n

u
u u u

u

 


 
   

 2
1

n n

n

u u

u

    
 

 ٔاظح أٌ إشبسح ْزا انفشق يٍ إشبسح انجضػ.
nثٕظغ 

x u  1حٛثx  ٙإشبسح  ؛ َذسس ف
كمٛش انحذٔد  2

1x x     

  :يًٛزِ  2
1 4     

                 2
2 1    

                      2
1  

 يلاحظخ :
 2

1 0   ٌٕ1 نك    :0 1 
1نكٍ    

1ثًب أٌ  0    : ٌّ 1فئ   .    

 
 نكثٛش انحذٔد خزساٌ يزًبٚزاٌ ًْب :

1

1 1

2
x

    



؛    

2

1 1

2
x

    



 

                                      1 
 إشبسح كثٛش انحذٔد كًب ٚهٙ :

 
 ٌّ 1nuثًب أ   ّ ٌفئ 1

0
n n

u u   

انًززبنٛخ  n
u  يزُبلصخ. 

ٌّ  خـ (اصزُزبج ثؼذ ْزا-  أ n
u . يززبنٛخ يزمبسثخ 

 يب ْٙ َٓبٚزٓب؟.            
انًززبنٛخ    n

uيحذٔدح يٍ الأصفم ثبنؼذد 

انًززبنٛخ   n
u يزُبلصخ                      

1lحٛث  lٔػهّٛ يززبنٛخ يزمبسثخ َحٕ ػذد  . 

ْٕ حم نهًؼبدنخ :  lانؼذد 
 1 l

l
l

  
ْٙٔ   

 

يكبفئخ نهًؼبدنخ :  2
1 0l l     .           
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lَدذ   ٔ1أl .     : 1َأخزl  

 : nثٍّٛ أَّّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  أ ( -( 2
1

.n nv v  . 
 نذُٚب :

1

1

1

1n
n

n

u
v

u 









 

 

 

1
1

1

n

n

n

n

u

u

u

u

 

 


 



 


أ٘         

1

n
n

n

u
v

u

 






 

                                    1n

n

u

u








 

1أ٘ :   

1
n

n

n

u
v

u




 
   

 

                nv 
  انًززبنٛخ ٌّ َضزُزح أ n

vيززبنٛخ ُْذصٛخ 
 نكٌٕ 0ٕ فٓٙ إرا يزمبسثخ ٔرزمبسة َح اصبصٓب 
0 1 0ٔحذْب الأٔل

1

2
v




. 

ة(اكزت ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ - n
vثذلانخ nٔ 

  
زبنٛخ ثىّ َضزُزح ػجبسح انحذ انؼبو نهًز n

u . 
  ػجبسح انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انُٓذصٛخ n

v 

 0يؼطبح ثبنؼلالخ :
.  ,

n

nv v q n  

ثبنزؼٕٚط َدذ :
1

.
2

n

nv 


    
 

  : يٍ انؼلالخ
1n

n

n

u
v

u 



 : ُٙٚزح يب ٚه 

 . 1
n n n

u v u   1ٚكبفئn n n nu v u v  
 

1ٚكبفئ                         

1

n
n

n

v
u

v

 



. 

ثزؼٕٚط  n
v  : ثمُٛزّ َدذ 

1
2

2

n

n n
u

 











أ٘  
1

2

2

n

n n
u

 
 

  


 
 

 يلاحظخ :
0ًٚكٍ يثلا حضبة انحذ الأٔل 

u  يٍ ػجبسح انحذ
انؼبو نهًززبنٛخ  n

u ٔlim
n

n
u


 

 نهزأكذ يٍ صحخ  انُزبئح انًحصم ػهٛٓب . 

0

2 2
2

2
u





 


 

1
2 2

lim lim 1
2 2

n

n nn n
u

  
  



 

   
      

             

                  
 ***:24 تمرين

 nu  ٙكًب ٚهٙ: يززبنٛخ يؼشفّخ ػه
0 1u  ؛

1 2u   ٔ
2 1 ,

4 1

3 3
n nu u u   . 

انًززبنٛخ  nv  ٙكًب ٚهٙ : يؼشفّخ ػه
1n n nv u u  . 

( أحضت  - 1
0v ٔ1v . 

2 -  ٌّ ( ثشٍْ أ nv  ٍٛٛيززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رؼ
 أصبصٓب.

انًدًٕع :  nأ ( أحضت ثذلانخ  –(  - 3
0 1 1...n nS v v v     . 

 :   nٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ ة ( ثشٍْ أَّّ ي -      

           

3 1
1 1

2 3

n

nu
         

  

ٌّ انًززبنٛخ  -      خـ (ثٍّٛ أ nu . يزمبسثخ 
 د (.-ع 2002) ػٍ ثكبنٕسٚب               

 الحل :
ة بحض(  - 1

0v ٔ1v . 
 نذُٚب :

 0 1 0
1v u u   

 1 2 1
v u u  

2 1 0

4 1 7

3 3 3
u u u     : ُّٔي

 
1

7 1
2

3 3
v    . 

ٌّ ر(  - 2 جشٍْ أ nv  ٍٛٛيززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رؼ
 أصبصٓب.

1نذُٚب :  2 1n n nv u u    ٘أ  :

1 1 1

4 1

3 3
n n n n

v u u u  
    
 

 

           1

1

3
n nu u  

                   
1

3
nv 

ٔػهّٛ  n
v 1يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب

3
q  

انًدًٕع :  nأ ( أحضت ثذلانخ  –(  - 3
0 1 1...n nS v v v    . 

n
S  يدًٕع ْٕn  حذا الأٔنٗ يٍ انًززبنٛخ

انُٓذصٛخ  n
v.   : ُّٔي 
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0

1

1

n

n

q
S v

q

 
   

 َؼٕض :  

1
1

3
1

1
1

3

n

n
S

    
   

  
 

 أ٘   

3 1
1

2 3

n

nS
        

 

 :   nجشٍْ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ َة (  -
3 1

1 1
2 3

n

nu
         

 

1nيٍ انؼلالخ :  n nv u u  : َٙلاحظ يب ٚه 
                               0 1 2 1

...n nS v v v v      

       1 0 2 1 3 2 1
...

n n
u u u u u u u u          

                                                0 nu u   

0n nS u u    ِ0يؼُبn nu S u . 

nثزؼٕٚط كم يٍ
S   ٔ0

u : ثمًزّ َدذ 

3 1
1 1

2 3

n

nu
      

   
 

ٌّ انًززبنٛخ  - خـ (ثٍّٛ أ nu . يزمبسثخ 

نذُٚب : 
3 1 1

lim lim 1 1   ; 0
2 3 3

n n

n
n n

u
 

                     

                                          5

2
 

ٔػهّٛ n
u  ٕ5يزمبسثخ ٔرزمبسة َح

2
 

 
  25تمرين 
 n
u  ٔ n

v  يززبنٛزبٌ يؼشفّزبٌ يٍ أخم كمّ ػذد
 كًب ٚهٙ : nغجٛؼٙ 

   
0

1

2

:

3 1

n n
n

n

u

u u
u

u




  

؛     1
:n n

n

v v
u

  

( ثبصزؼًبل يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ ، أثجذ أَّّ  1
 . n  :0nuيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 

                   
ٌّ انًززبنٛخ    اصزُزح أ n

v . يؼشفّخ  رًبيب 
ٌّ انًززبنٛخ 2  (ثشٍْ أ n

v حضبثٛخ . يززبنٛخ  

(اصزُزح َٓبٚخ انًززبنٛخ  3 n
u . 

 الحل :
ثجذ أَّّ غ ، َ( ثبصزؼًبل يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخ 1

 . n  :0nuيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 

َعغ :   : 0   ,
n

p n u n 

  َزحمك يٍ صحخ 0P 

0nيٍ أخم : 0نذُٚب
2u    ٘0أ

0u. 
إرا :  0P صحٛحخ 

َفشض صحخ  P n ٌّ َٔجٍٛ صحخ    0nuأ٘ أ
 1P n : ٌّ 1ا٘ َجٍٛ أ

0nu  
 ٔػهّ  0nuنذُٚب ٔحضت فشظٛخ انزشاخغ : 

3 1 1 0nu   : 0. إرا
3 1

n

n

u

u 
1ا٘  

0nu  . 

ٔثبنزبنٙ :  1P n  . صحٛحخ 
 يًب صجك ٔحضت يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ

 .n :0nuيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ   

انًززبنٛخ    n
v : 1يؼشفخ ثـ

n

n

v
u

 

0nu  :ثًب أٌ  0
n

u  ٌ1فئ
n

n

v
u

  يؼشف رًبيب 

ٌّ انًززبنٛخ 2  (ثشٍْ أ n
v . يززبنٛخ حضبثٛخ 

 :nنذُٚب ٔيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

   
1

1

1 1
n n

n n

v v
u u




   

3 1 1n

n n

u

u u


  

          3 n

n

u

u
    : ٘1أ

3n nv v  . 

انًززبنٛخ   n
vٛخ حضبثٛخ أصبصٓب  ْٙ إرا يززبن 

3r ٔحذْب الأٔل  ٔحذْب الأٔل
0

0

1 1

2
v

u
  

(اصزُزح َٓبٚخ انًززبنٛخ  3 n
u . 

 حضت يب صجك :
ػجبس انحذ انؼبو نهًززبنٛخ انحضبثٛخ  n

v: ْٙ 

1
3   , 

2
nv n n   

1ٔثبنزبنٙ : 
lim lim 3

2
n

n n
v n

 

     
 

 

نكٍ :
 

1
n

n

v
u

  1ٚكبفئ
n

n

u
v

   : ّٛٔػه
 

     

1
lim limn

n n
n

u
v 

 
  

    ٘أ
lim 0n

n
u


 
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 :*** 62تمرين 
 nu : ٙ0يززبنٛخ ػذدٚخ يؼشفّخ كًب ٚه

5u   ٍٔي

: nأخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
1

2
2

3
n nu u    

أ ( أسصى فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَش  –(  - 1 
 ; ,O i j  انًضزمٛى   ّانزّ٘ يؼبدنزy x  

ٔانًُحُٙ  d  
ثـ :  انًؼشفّخ ػهٙ   fانًًثمّ نهذّانخ        

  2
2

3
f x x   

ة ( ثبصزؼًبل انشصّى انضّبثك ، يثمّ ػهٙ  -      
 حبيم يحٕس انفٕاصم ٔثذٌٔ حضبة انحذٔد :

                               0
u   1؛

u   2؛
u   3؛

u   ٔ4
u  

خـ ( ظغ رخًُٛب حٕل اردّبِ رغٛشّ انًززبنٛخ  -     nu 
 ٔرمبسثٓب .

( ثشٍْ ثبنزشّاخغ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد أ  –(  - 2
n  :6nuغجٛؼٙ   . 

      -  ٌّ ة (  رحمّك أ nu . يززاٚذح 
خـ (  ْم  -      nu . يزمبسثخ ؟ ثشسّ خٕاثك 

:  nٙ ( َعغ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼ - 3
6n nv u  . 
-  ٌّ أ ( أثجذ أ nv . يززبنٛخ ُْذصٛخ 
ة ( أكزت ػجبسح  - nu  ثذلانخn  ثىّ اصزُزح

lim n
n

u


 . 

 2002بنٕسٚب ػٍ ثك              
 
 

 الحل :
 أ( َشصى فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَش –(  - 1

 ; ,O i j  انًضزمٛى   ُٙٔانًُح d . 

 
 
 

ة ( ثبصزؼًبل انشصّى انضّبثك ، ًَثمّ ػهٙ حبيم  -
 يحٕس انفٕاصم ٔثذٌٔ

0حضبة انحذٔد        
u ،1

u ،2
u ،3

u ٔ4
u   . 

 ) أَظش انشّكم أػلاِ ( .                   
خـ (ٔظغ رخًٍٛ حٕل اردّبِ رغٛشّ ٔرمبسة انًززبنٛخ -

 nu  
 ثٛبَٛب َلاحظ يب ٚهٙ :      
  0 1 2 3 4

u u u u u  : 
ٔيُٓك إرا كبَذ انًززبنٛخ   nu  سرٛجخ ، فٓٙ حزًب

 يززاٚذح .
  انُمّػ  ;n n nM u f u  رمزشة يٍ َمطخ

رمبغغ  d ٔ  . 

ْزا ٚؼُٙ أٌ انًززبنٛخ  nu . يزمبسثخ 
 يٍ  nأ (َجشٍْ ثبنزشّاخغ أَّّ يٍ أخم كمّ  –(  - 2
 :6nu   

نزكٍ          P n     : انخبصّٛخ

  : 6  ;nP n u n   

  َزحمّك يٍ صحّخ 0P  

0nيٍ أخم    ٌٕٚك
0

5

2
u    ٘0أ

6u  . 

                0P . إرا صحٛحخ ْٙ 

  َفشض صحّخ P n جخ يؼُّٛخ ػُذ سرn  ٘أ

 ٌّ 6nuَفشض أ   ٌّ َٔجٍّٛ أ 1P n  
 ٌّ 1صحٛحخ أ٘ َجٍّٛ أ

6nu   . 
6nuنذُٚب ٔحضت فشظٛخ انزشّاخغ :     ُّٔي

2
4

3
nu   ٘2ا

2 6
3

nu   

1   :  ٔثبنزبّنٙ 
6nu   .                                          
                    1P n  .صحٛحخ 

  ًّب صجك ٔحضت يجذأ ثبنزشّاخغ  الاصزذلالي
 ُٚزح :

n  :6nuيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ   . 
ٌّ يززبنٛخ -  ة ( َزحمّك أ nu . يززاٚذح 

نٓزا َزحمّك أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
1

0n nu u   . 
 : nنذُٚب ٔيٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
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1

2
2

3
n n n nu u u u             ٘أ

1

1
2

3
n n nu u u      

 1
6

3
nu                                                    

 ٌّ ثًب أ 6 0nu   ٌّ فئ 1
6 0

3
nu  : إرا  . 

n :1يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
0n nu u   . 

انًززبنٛخ    nu .يززبنٛخ يززاٚذح 

خـ ( َُظش إٌ كبَذ انًززبنٛخ -  nu يغ  يزمبسثخ
 انزجّشٚش.

انًززبنٛخ   nu ٔ يحذٔدح يٍ الأػهٗ ثبنؼذد يززاٚذح
6 . 

 بسة انشرّٛتحضت يجشُْخ انزم nu  يززبنٛخ يزمبسثخ 

3 - )–  ٌّ أ ( إثجبد أ nv  ٍُْٛٛذصٛخ ٚطهت رؼ

0ٔحذّْب الأٔلّ qأصبصٓب
v . 

  : nيٍ اخم كمّ ػذد غجٛؼٙ          

1 1
6n nv u     ٘أ

1

2
4

3
n nv u    

                      2
6

3
nu                                                                           

: nأ٘ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
1

2

3
n nv v  . 

انًززبنٛخ  nv  إرا يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓب ْٙ
2

3
q   ّ0ٔحذّْب الأٔل

v  0حٛث 0
6v u   ٘أ

0

7

2
v   . 

 . nثذلانخ  nuة ( * ( كزبثخ ػجبسح -    
6nنذُٚب :     nv u     6ٚكبفئn nu v  . 

ٌّ انًززبنٛخ  ثًب أ nv  يززبنٛخ ُْذصٛخ أصبصٓبq 
0ٔحذّْب الأٔلّ

v ػجبس ٌّ ح حذّْب انؼبوّ يؼطبح فئ
ثبنؼلالخ : 

0

n

nv v q  . 
 فٙ ْزِ انحبنخ :

n  :7يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ  2
6

2 3

n

nu
      
  

 

( اصزُزبج َٓبٚخ انًززبنٛخ *  nu . 

 

   7 2 2
lim lim 6  ; 0

2 3 3

n n

n
x x

u
 

           
     

                      

                                      6 . 
 ملاحظة :   
: انًززبنٛخ  ًٚكٍ إرجّبع انطشّٚمخ اٜرٛخ  nu  ْٙ

nnيدًٕع انًززبنٛزٍٛ انًزمبسثزٍٛ  v  ُْذصٛخ (
(  6) ثبثزخ : رزمبسة َحٕ   6nٔ  (0رزمبسة َحٕ 

.إرا انًززبنٛخ  nu  ٕ6يزمبسثخ ٔرزمبسة َح  . 
 

 :*** 27تمرين 
انًؼشفّخ ػهٙ انًدبل  f( َؼزجش انذّانخ  - 1 1;2I  

ثبنؼجبسح   2

4

x
f x

x



 

 . 

ٌّ انذّانخ  -        . Iيززاٚذح رًبيب ػهٙ  fأ  (  ثٍّٛ أ
يٍ  xة ( ثٍّٛ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد حمٛمٙ  -     

I  ،انًدبل  f x  ُٚزًٙ إنٙ انًدبلI . 

 2 -  ) nu  ٙكًب  ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفّخ ػه

ٚهٙ : 
0

3

2
u     ٔ 1n nu f u   

أ  ( ثشٍْ ثبنزشّاخغ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد  -    
 . Iُٚزًٙ إنٙ  nu؛  nغجٛؼٙ 

ة ( أدسس إردّبِ انًززبنٛخ  -    nu  ثىّ اصزُزح أَّٓب
 يزمبسثخ .

أ ( ثشٍْ ثبنزشّاخغ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد  -(   - 3 

n  :1غجٛؼٙ 
1

3
1

2

n n
u 

   
 

  

ة ( ػٍّٛ َٓبٚخ انًززبنٛخ  -        nu . 

 2002ػٍ ثكبنٕسٚب                                   
 الحل:

ٌّ  -أ –(  1   Iيززاٚذح رًبيب ػهٙ  f( َجٍّٛ أ
؛  Iيٍ  xخم كمّ نٓزا ٚكفٙ أٌ َزحمّك أَّّ يٍ أ

  0f x 
يٍ انًدبل  xيٍ أخم كمّ  1;2 :     

      
 2

4 1 2

4

x x
f x

x

    
 

 
   

             
 2

2

4x


 
 

؛  Iيٍ  xأخم كمّ  َلاحظ أَّّ يٍ  0f x . 
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f  دانخّ يززاٚذح رًبيب ػهٙ انًدبلI . 
؛  Iيٍ xة ( َجٍّٛ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد حمٛمٙ  - 

 f x I . 
ٌّ انذّانخ  فٓٙ رحفظ  Iيززاٚذح رًبيب ػهٙ  fثًب أ

 انزشّرٛت ْٔزا يؼُبِ :
1إرا كبٌ  2x   ٌّ فئ     1 2f f x f  . 
نذُٚب :  1 1f   ، 2 2f   : ّٛٔػه . 
1إرا كبٌ  2x   ٌّ فئ 1 2f x   

؛  ( َجٍّٛ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ -( أ - 2
  

  َعغ :   
   َزحمّك يٍ صحّخ  

 صحٛحخ . . إرا   ، نذُٚب  يٍ أخم 

 ؛  سرجخ يؼُّٛخ  َفشض أَّّ ػُذ 
 ٌّ  صحٛحخ أ٘ َفشض أ

ٌّ  َٔجٍّٛ صحّخ   أ٘ َجٍّٛ أ
 . 

  حضت فشظٛخّ انزشّاخغ نذُٚب : 
 ٔثبنزبّنٙ  يززاٚذح رًبيب ػهٙ انًدبل  انذّانخ 

 . أ٘ :   
 صحٛحخ . إرا 

  ًّب صجك ٔحضت يجذأ ثبنزشّاخغ  الاصزذلالي
 ُٚزح :

 . : يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
 . رغٛشّ انًززبنٛخ  اردبِ* دساصخ ة (  - 

 . إشبسح انفشق  نٓزا َذسس فٙ 
:  يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 

  

                                         

ٔ  خزساٌ يزًبٚزاٌ ًْب  * نكثٛش انحذٔد 
 ٔإشبسرّ كًب ٚهٙ : 

 
: يٍ  ُٚزح : يٍ أخم كمّ  إرا ثٕظغ 

 

 ٌّ ٌّ  ثىّ :ثًب أ  . فئ

: فٙ ْزِ انحبنخ : يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ 
  

 . يززبنٛخ يزُبلصخ ػهٙ  انًززبنٛخ 
ٌّ انًززبنٛخ     يزمبسثخ . * اصزُزبج أ

ٌّ انًززبنٛخ  يزُبلصخ ٔيحذٔدح يٍ الأصفم  ثًب أ
فٓٙ إرا يززبنٛخ يزمبسثخ ) حضت يجشُْخ  ثبنؼذد 

 انزمّبسة انشرّٛت ( .
زشّاخغ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد أ ( َجشٍْ ثبن –(  - 3 

 : غجٛؼٙ
 

  َعغ : 

  َزحمّك يٍ صحّخ . 

  

 صحٛحخ . إرا              
  ٌّ  صحٛحخ ػُذ سرجخ يؼُّٛخ  َفشض أ

 ٌّ  َٔجٍّٛ أ

 . صحٛحخ ؛ أ٘ َجٍّٛ يب ٚهٙ : 

  :  نذُٚب ٔحضت رؼشٚف انًززبنٛخ 

 ثمًٛزّ َدذ : حضت فشظٛخّ انزشّاخغ ٔثزؼٕٚط 

 أ٘        

                               

                                                                          

 
              

  
 

n

1 2nu 

  1 2: nP n u 

 0P

0n 0

3

2
u  0P

n P n

1 2nu  1P n 

11 2nu  

1 2nu 

f 1;2

     1 2nf f u f 
11 2nu  

 1P n 

n
11 2nu  

 nu

 1n nu u 

n

1

2

4

n
n n n

n

u
u u u

u



  

 
2

3 2

4

n

n

u n

u

 


 
2

3 2x x 1

2

nu xnu 1, 2

2
3 2 0nu n  

1 2nu 4 0nu 

n

1 0n nu u  

 nu

 nu

 nu

1

n

1
1

3
1

2

n n
u  

   
 

  1
 :  1   ;

3
1

2

n n
P n u n   

   
 

 0P

0

1 3
1

23
1

2

 
   
 

0u 0P

 P nn

 1P n 

1 1

1
1

3
1

2

n n
u   

   
 

 nu
1

2

4

n
n

n

u
u

u




 

nu

1

1
1 2

3
1

2

1
1

3
4

2

n

n

n

u 

 
   
 

 
   
 

1

3
3 4

2

3
3 2

2

n

n n
u 

   
 
   
 

3
3 2 2

2

3
3 2

2

n

n

      
   
   
 

2
1

3
3 2

2

n
 

   
 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

 26 

 : 29تمرين 
 ػذد حمٛمٙ . 

 كًب ٚهٙ : ْٙ انًززبنٛخ انًؼشفخ فٙ  

  . 

  ٌّ  .( َفشض أ

ٌّ انًززبنٛخ   ثبثزخ. ثبنزشاخغ ؛ أثجذ أ

 .هٙ َأخز ( فٙ كم يًب ٚ 

 :( ثبنزشاخغ ؛ أثجذ أَّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ  1
      

 ثى اصزُزح أَّٓب ( ادسس اَدبِ رغٛش انًززبنٛخ  2
 يزمبسثخ .

  حذد َٓبٚخ انًززبنٛخ

 ثـ :  انًززبنٛخ  انًؼشفخ فٙ( نزكٍ  3

 . 

يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رحذٚذ أ ( ثٍٛ أٌ 

 .ٔحذْب الأٔل  أصبصٓب

 .ثذلانخ  ػٍ  ة ( ػجش
 .خـ( أحضت يٍ خذٚذ َٓبٚخ انًززبنٛخ 

 :(ثٍٛ اَّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ إ – 4

  . 

 : ة ( اصزُزح أَّ يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

  . 

 يٍ َٓبٚخ انًززبنٛخ خـ ( رحمك 
 الحل :

ٌّ انًززبنٛخ ثبنزشاخغ ؛ َ(    ثبثزخ. ثجذ أ

 ( ( يؼُبِ ) ثبثزخ فٙ)

   .نٓزا َعغ : 

  صحٛحخ. ٔيُّ  نذُٚب فشظب 

  ٌّ  صحٛحخ أ٘ َفشض أ

 ٌّ ٌّ  صحٛحخ  أ٘ :  َٔجٍٛ أ  َجٍٛ أ
.                   
 نذُٚب يب ٚهٙ :

 حضت فشظٛخ انزشاخغ :  .

 

          
 صحٛحخ إرا  

 يًب صجك ٔحضت يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ :
 .يززبنٛخ ثبثزخ يٍ أخم   انًززبنٛخ

يٍ أخم كم ػذد  ( ثبنزشاخغ ؛ َثجذ أَّ -1
 .:  غجٛؼٙ 

 .ثٕظغ :  

   .َزحمك يٍ صحخ أ ( 

 .. إرا : نذُٚب فشظب 

 صحٛحخ . ٔػهّٛ : 
 صحٛحخ أ٘ َفشض صحخ يب ٚهٙ  ة (َفشض أٌ

    . 
 ا٘ َجٍٛ يب ٚهٙ : َٔجٍٛ صحخ 

    

 . 2ٔ  ٔكم يٍ  َمبسٌ ثٍٛ 
 نذُٚب :

    ٘أ 

 ٔػهّٛ : .حضت فشظٛخ انزشاخغ : 

 ْٔزا يؼُبِ  ُٚزح  

          ( ...1 ) 

    ٘أ 

 ْٔزا يؼُبِ : ُٚزح : 

             ( ...2  ) 
ٌّ  2( ٔ )  1يٍ )   صحٛحخ.( َضزُزح ا

 يًب صجك ٔحضت يجذأ الاصزذلال ثبنزشاخغ : -
 :يٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

 ضزُزح أَّٓب َثى ذسس اَدبِ رغٛش انًززبنٛخ َ(  2
 .يزمبسثخ

 .يغ زا َذسس إشبسح انفشق نٓ
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 نذُٚب : 

     

 إشبسح انفشق يٍ إشبسح 
 ملاحظة :

 إشبسح كثٛش انحذٔد  -فٙ -ًٚكٍ دساصخ        

 ثى اصزُزبج إشبسح انًمذاس

  

 . ٔ ُٚؼذو ػُذ كم يٍ  

 ٔيُّ : 

 حضت يب صجك :

 إرا :  

 يززبنٛخ يززاٚذح . انًززبنٛخ 
   حيززاٚذانًززبنٛخ 

 .يحذٔدح يٍ الأػهٗ ثبنؼذد انًززبنٛخ 

 .يززبنٛخ يزمبسثخ  إرا : 

 َحذد َٓبٚخ انًززبنٛخ . 

 ٌّ  .َفشض أ

 .( ٔ  1)  … حم نهًؼبدنخ

 ( ركبفئ  1) 

 .؛ ٕٚخذ حلاٌ نهًؼبدنخ ًْب  

   يززاٚذح َأخزثًب أٌ  

 .أ٘ :   

يززبنٛخ ُْذصٛخ ٚطهت رحذٚذ أ ( ثٍٛ أٌ - 3
 .ٔحذْب الأٔل أصبصٓب 

 نذُٚب :  يٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ 

  

1أ٘    

5 2 2

2

5 2 4

2

n n

n
n

n n

n

u u

u
v

u u

u



  



  



 

                                       

 

 أ٘  

               

 يززبنٛخ ُْذصٛخ اصبصٓب ٔثبنزبنٙ  

 ٔحذْب الأٔل 

 .ثذلانخ  ؼجش ػٍ َة ( 

 :َدذ : يٍ انؼلالخ
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جٍّٛ أَّّ يٍ أخم كمّ ػذد غجٛؼٙ غٛش َأ (  –(  1

:   nيؼذٔو 
2

2

2
0 1

2 1

n n

n n


 

 . 

 : ٌّ َلاحظ أ
2 2

2 2

2 2 1 1

1 2 1

n n n n

n n n n

   


   
 

                 
 2

1
1

1n
 


 

  ٔػهّٛ : . : يٍ nيٍ أخم كم

 
 2

1
1

1 n
.   

فٙ ْزِ انحبنخ ُٚزح :  

 

2

1
1 0

1

1
1 1

1

n

n

  

 
 

 ٔيُّ : 

2

2

2
0 1

2 1

n n

n n


 

 

رحمّك أَّّ يٍ اخم كم ػذد غجٛؼٙ غٛش ة (  -  

: nيؼذٔو 
2

1 2

2
ln

2 1
n n

n n
u u

n n


 
     

 . 

1

2 1
ln ln

1
n n

n n
u u

n n


             

             

2

1ln
1

n

n
n

n

 
    
 

 

       2
ln

1 1

n n

n n

     
 

       
2

2
ln

2 1
n

n n

n n

 
    

 

x:0َؼهى أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  1x: 
      ln 0x. 

حضت يب صجك : 
2

2

2
0 1

2 1

n n

n n


 

 ٔيُّ :    
2

2

2
ln 0

2 1

n n

n n

 
   

1أ٘ :   
0

n n
u u  

انًززبنٛخ n
u  إرا يززبنٛخ يزُبلصخ ْٙ. 

ٌّ  أ (  -   أثجذ أ ln 1
n

S n  

 نذُٚب :
n

S   يدًٕع  ْٕn ٍحذا الأٔنٙ ي n
u. 

       1 2 3
...n nS u u u u     

 

                    = 
2 3 4 1

ln ln ln ... ln ln
1 2 3 1

n n

n n

                               
2 3 4 1

ln ...
1 2 3 1

n

n n
S

n n

        
 

                           ln 1n  

limضزُزح َة (  -
n

n
S


 

 lim lim ln 1n
n n

S n
 

   
 

ٌّ َأ (  -3 2جٍّٛ أ 1
ln

n

n
w

n

   
 

 . 

1                       نذُٚب  2 1 2
...n n n n nw u u u u     

1 2 2 2 1
ln ln ... ln ln

1 2 1 2

n n n n

n n n n

                            
1 2 2 2 1

ln ...
1 2 1 2

n

n n n n
w

n n n n

          
 

                             1 2 1
ln

1

n

n

   
 

   

2       :إرا    1
ln

n

n
w

n

   
 

       

limة ( اصزُزح -   n
n

w


  . 

      2 1
lim lim ln

n
n n

n
w

n 

   
 

 

2 1
ln 2  ; 2

n

n

   
 

 

 
 

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

* 2
1 1n 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

 30 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com

