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                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

لالتمرنٌ  َّ  األ
Iة  ـ ٌ المعرفّة على المجال g لتكن الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ  22 2 lng x x x    
اخ اندانح . 1 ٓاgادُزض ذغسّٛ م جدٔل ذغسٛاذ  .، ثىّ شك
احسب . 2 1gثمّ استنتج إشارة  g x على 0;. 

IIـ f ة معرفّة على المجال ٌ  دالة عدد 0;ً :  كما لٌ 
1 ln 2 2x

f x x e
x

 
   

      و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 

عة . 1 أ ـاح lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x



.  

ٌّن أنّ المنحنى  ب ـ ب fC  ٌم قٌبل المستق  2 ذا المعادلة 2y x e   مقاربا مائال له عند . 

ة المنحنى  ٌ جـ ـ حدّد وضع fC  ٌم بالنسبة إلى المستق . 

2 .ً ه من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ  من المجال xأ ـ ب 0; : 
 

2'
g x

f x
x

 

ٌّر الدالة ٌّراتهاfب ـ استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ
عًادنح . 3 ٌّ ان أ ـ أثثد أ  0f x  دٛا ًجال 0x ذمثم حلا ٔح ٙ ان  ف 0,4;0,5. 

    ب ـ أشَئ   ٔ  fC. 

 الحل
Iة  ـ ٌ المعرفّة على المجال g لتكن الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ  22 2 lng x x x    
ٍاgدزاسح تغسٍّاخ اندانح . 1 َل تغسٍات  .، ثمّ شكم خد

 
0

lim
x

g x




  ّ2  ألن

0
lim 2 2 2

x

x




   و 
0

lim ln
x

x




  

 
2 lnlim lim 2

x x

x
g x x x

x x 

 
      

 
 

 تقبل اإلشتقاق على gالدالة  0;ولدٌنا  : 
1' 4g x x
x

   

ً  من المجال xمن أجل كل عدد حققٌ 0; ،4 0x  1 و 0
x

  عندئذ  ' 0g x  الدالة ً  g وبالتال

متناقصة تماما على المجال  0;. 
 .gجدول تغٌرات الدالة 

x 0               1               

 'g x                  
 

 g x  
  

                  0                  
  

حساب . 2 1gثمّ استنتج إشارة  g x على 0;. 

   
21 2 1 2 ln1 0g     
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من أجل  0;1x  ،  0g x  

من أجل  1;x  ،  0g x  

IIـ f ة معرفّة على المجال ٌ  دالة عدد 0;ً :  كما لٌ 
1 ln 2 2x

f x x e
x

 
   

      و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 

أ ـحساب . 1 lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x



. 

 
1 lnlim lim 2 2

x x

x
f x x e

x x 


       

لدٌنا
0

1 lnlim
x

x

x


 
 عندئذ 

0 0

1 lnlim lim 2 2
x x

x
f x x e

x 
 

 
     

نٌ أنّ المنحنى  ٌ ب ـ تب fC ٌقبل المستقٌم  2 ذا المعادلة 2y x e   مقاربا مائال له عند . 

لدٌنا    
1 lnlim 2 2 lim 0

x x

x
f x x e

x x 


      المنحنى  ومنه fC ٌم قٌبل المستق ذا المعادلة 

2 2y x e   مقاربا مائال له عند . 
دٌد وضعٌة المنحنى  جـ ـ تح fC بالنسبة إلى المستقٌم . 

ندرس إشارة الفرق  f x y. 

 
1 ln x

f x y
x

 
  0  لدٌناx  ومنه إشارة   f x y نفس إشارة ً ه  1 ln x . 

  0f x y  ٌكافئ  1 ln 0x   ٌكافئ ln و 1x  أي  x e. 

  0f x y  ٌكافئ   1 ln 0x   ٌكافئ ln و 1x  أي x e. 
          0 x 

 +    0   f x y 

 fC  فوق 
                 

 تحت     
 

                      fC قطع ٌ  
ً النقطة                      ف ;0B e  

 
ة ٌ ة النسب ٌ  الوضع

2 .ً نٌ أنّه من أجل كل عدد حقٌق ٌ  من المجال xأ ـ تب 0; : 
 

2'
g x

f x
x


 

 
   2

2 2 2

1 . 1 ln 2 ln 2' 2
x x g xx xxf x

x x x

  
 

    

ٌّر الدالة  .fب ـ استنتاج اتجاه تغ
إشارة  'f x نفس إشارة ً ه   g x. 

من أجل  ;1x   ، ' 0f x  ؛ ومن أجل  1;x   ، ' 0f x . 

دٌة تماما على fإذن الدالة   متزا ;1 ومتناقصة تماما على   1;. 
 

e

  fC
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ٌّرات الدالة   .fجدول تغ
 
 
 
 
 
 

أ ـ إثثاخ أنّ انمعادنح . 3  0f x  َحٍدا دال 0x تقثم حال   فً انم 0,4;0,5. 

ًجال fاندانح  ٗ ان ًايا عه دٚج ذ  يعرًسج ٔيرصا 0;1 ًجال ٗ ان  ٔخاصح عه 0,4;0,5ُٚا نٔد   0,4 0,15f  ٔ 

 0,5 1,04f ٛد مٛٙ ٔح جٕد عدد حم ٚ إذٌ   0xًجال يٍ ان   0,4;0,5ٛث  تح 1 0f x  ٛحُ انمى ْ رْا حعة يثس ٔ 
 .انًرٕظطح
ب ـ زسم  َ  fC. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  انثاوًتمرنٌ ال
Iة  ـ ٌ المعرفّة على المجال g لتكن الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ   2 2 2lng x x x   

ٌّرات الدالة 1. واحسب gادرس تغ 1g. 

ه من أجل كل 2.  من x استنتج انّ 0; ،  0g x . 

IIـ f ة معرفّة على المجال ٌ  دالة عدد 0;ً : كما لٌ 
2ln x

f x x
x

  

      و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 

عة أ ـ1.  اح lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x




.  

ٌّن أنّ المنحنى ب ـ  ب fC ٌم قٌبل المستق Dذا المعادلة y x مقاربا مائال له عند . 

ة المنحنى جـ ـ ٌ  حدّد وضع fC ٌم بالنسبة إلى المستق D. 

ًأ ـ2. ه من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ  من المجال x ب 0; : 
 

2'
g x

f x
x

 

ٌّر الدالة  ب ـ ٌّراتهاf استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ
دٌ أ ـ3. ٌوجد مماس وح ه  ٌّن أنّ  ب  للمنحنى  fC ٌم ، مواز للمستق D. 

x                           1                             0   

 'f x   + 0           
 

 f x  

                    2 3e    
 
 

     

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8
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 اكتب معادلة ب ـ . 

ٌّن أنّ المنحنى  جـ ـ  ب fC نقطة فاصلتها ً ٌث ٌقطع حامل محور الفواصل ف 1 ح 1
2

  

قٌمٌن د ـ  أنشئ المست  و  D والمنحنى  fC. 

ًهـ ـ ٌّم العدد الحققٌ : ، عدد حلول المعادلة m ناقش بٌانٌا، حسب ق 2ln 0mx x . 
 الحل

Iة  ـ ٌ المعرفّة على المجال g لتكن الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ   2 2 2lng x x x   

ٌّرات الدالة 1. واحسب gادرس تغ 1g. 
لدٌنا 

0
lim 2ln

x

x




  2 و

0
lim 2 2

x

x




  عندئذ   2

0 0
lim lim 2 2ln

x x

g x x x
 

 

     

 
2 lnlim lim 2

x x

x
g x x x

x x 

 
     

 
 

 
 22 12' 2
x

g x x
x x


   0  لدٌناx  ومنه إشارة  'g x من نفس إشارة ً ه  2 1x  

 1 0 x 

 +      0         2 1x  
 1 1 2 2ln1 3g     

 .gجدول تغٌرات الدالة 
 
 
 
 
 
 

 من x استنتاج انّه من أجل كل 2. 0; ،  0g x . 
ة صغرى للدالة 3بما أنّ  ٌ مة حد ٌ ً ق ه  gعلى المجال 0;ً ه من أجل كل عدد حققٌ  من المجال x فإنّ 0; ،

  3g x  ً  وبالتال  0g x . 

IIـ f ة معرفّة على المجال ٌ  دالة عدد 0;ً : كما لٌ 
2ln x

f x x
x

  

      و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 

 أ ـ حساب 1. lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x




. 

2lnlimلدٌنا  0
x

x

x
 فكٌون  

2lnlim lim
x x

x
f x x

x 
    

ولدٌنا 
0

2lnlim
x

x

x


  فكٌون  
0 0

2lnlim lim
x x

x
f x x

x 
 

     

 

x                       1                   0   

 'g x         0          + 
 

 g x  
                                          
 
  
       3  
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نٌ أنّ المنحنى  ٌ ب ـ تب fC ٌقبل المستقٌم ذا المعادلة y x مقاربا مائال له عند . 

 
2lnlim lim 0

x x

x
f x x

x 
   إذن المنحنى  fC مٌ مقارب مائل  له مستق  معادلته y x جوار ً  . ف

دٌد وضعٌة المنحنى  جـ ـ تح fC بالنسبة إلى المستقٌم . 

لدٌنا  
2ln x

f x x
x

  ؛ إشارة  f x x من نفس إشارة ً ه  ln x. 

  0f x x  ٌكافئ  ln 0x  1 أيx  

  0f x x  ٌكافئ  ln 0x  ٌكافئ 1x و  

  0f x x  ٌكافئ  ln 0x  ٌكافئ 0 و 1x  

         1          0 x 
 +    0   f x x 

  fC  فوق                   fC تحت   

                      fC قطع ٌ  
ً النقطة                       ف 1;1A  

 
ة ٌ ة النسب ٌ  الوضع

.2ً نٌ أنّه من أجل كل عدد حقٌق ٌ  من المجال xأ ـ تب 0; : 
 

2'
g x

f x
x


 

 
 2

2 2 2 2

1 . ln 2 2ln 2 2ln' 1 2 1
x x g xx x xxf x
x x x x

 
    

      
 
 

 

ٌّر الدالة  . fب ـ استنتاج اتجاه تغ
ً  من المجال xمن أجل كل عدد حققٌ 0; :  0g x  2 و 0x  إذن  ' 0f x  الدالة ً دٌة f وبالتال  متزا

تماما على  0;. 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ
x 0              

 'f x  +                  

 

 f x  
   
 
  

 
ٌد 3. ٌوجد مماس وح نٌ أنّه  ٌ أ ـ تب T للمنحنى  fCمواز للمستقٌم ، . 

 T  ٌوازي  ً عٌن   0' 1f x . 

 0' 1f x   ٌكافئ   0
2

0

1
g x

x
 ٌكافئ 2 و 2

0 0 02 2lnx x x   ٌكافئ 0ln و 1x  0 أيx e 

إذن المنحنى  fC دٌا  قٌبل مماسا وح Tموازٌا لـ    ها ٌ ً إحداثتٌ ً النقطة الت e;2 ف e
e

 
 

 
. 
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ب ـ كتابة معادلة  . 

    'y f e x e f e   ومنه  
2

y x e e
e

    2 أي
y x

e
 . 

نٌ أنّ المنحنى  ٌ جـ ـ تب fC ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة فاصلتها ٌث 1 ح 1
2

  

 مستمرة على المجال fلدٌنا الدالة  0; وبالخصوص على المجال  0,5;1 و  0,5 2,27f   ،  1 1f  

أي    0,5 1 0f f  ً ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من المجال  ومنه حسب مبر 0,5;1 ٌث  بح

  0f   وبما أنّ الدالة f دٌة تماما على  متزا 0; فإن  دٌ أي  وح fC ً ٌقطع حامل محور الفواصل ف

ٌث نقطة فاصلتها  0,5 ح 1  
ٌمنٌ  د ـ رسم المستق  و  T والمنحنى  fC. 

ً ٌّم العدد الحقٌق ٌا، حسب ق ٌان ، mهـ ـ المناقشة ب
: عدد حلول المعادلة  2ln 0mx x . 

 2ln 0mx x  تكافئ 2lnmx x 

وتكافئ  2ln x
m

x
 وتكافئ 

 2ln x
x m x

x
   أي  f x x m  

هً فواصل النقط المشتركة بٌن  ومنه حلول المعادلة 
 fC مٌ ذي المعادلة yوالمستق x m  

ٌانٌة  :بقراءة ب
0mإذا كان  فإنّ المعادلة تقبل حال واحدا . 

20إذا كان  m
e

 فإنّ المعادلة تقبل حلٌن . 

2إذا كان 
m

e
فإن المعادلة تقبل حال مضاعفا . 

2إذا كان 
m

e
فإن المعادلة ال تقبل حلوال . 

مٌ :  حذار ٌف الدالة mق  .f العالقة لها بمجموعة تعر

 التمرنٌ الثالث

I-h دالة معرفّة على 1; بـ   :   2 2 ln 1h x x x x   . 

احسب 1. 
1

lim
x

h x




و  lim
x

h x


. 

ه، من أجل2. ٌّن أنّ  من x ب 1;  : 
21 2( 1)'

1
x

h x
x

 



ٌّرات   .h، ثمّ شكّل جدول تغ

احسب 3. 0h واستنتج إشارة  h x ٌّم  .x حسب ق
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II-f دالة معرفّة على 1; ً :   كما لٌ 
 ln 1

1
1

x
f x x

x


  


 . 

 ً  نسم fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

عة أ ـ1.  اح 
1

lim
x

f x




ٌجة بٌانٌا  . وفسّر النت

ٌجة ب ـ lim باستخدام النت
t

t

e

t
  ّهن أن lnlim: ، بر 0

u

u

u
. 

 استنتج جـ ـ lim
x

f x


. 

 احسب د ـ   lim 1
x

f x x


    مٌ مقارب مائل للمنحنى  واستنتج وجود مستق fC. 

ة المنحنى هـ ـ ٌ  ادرس وضع fCمٌ المقارب المائل  . بالنسبة إلى المستق

ه، من أجل كل2. ٌّن أنّ  من xب 1;  ، 
 

2'
( 1)
h x

f x
x




ٌّرات   .f، ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى 3. ب fC مٌ ذو المعادلة 2yٌ قطع المستق  3,4 و 3,3 عند نقطة فاصلتها محصورة بٌن. 

ارسم 4. fC.  

 الحل
I-h دالة معرفّة على 1; بـ   :   2 2 ln 1h x x x x   . 

حساب 1. 
1

lim
x

h x




و  lim
x

h x


. 

 
1

lim
x

h x




  ّألن 
1

lim ln 1
x

x




  2و

1
lim 2 1

x

x x




   

 lim
x

h x


  ّألن lim ln 1
x

x


  2وlim 2
x

x x


   

ن2ٌٌ.  من x أنّه، من أجل كلتب 1;  : 
21 2( 1)'

1
x

h x
x

 



. 

   
    

22 1 1 1 2 1 11' 2 1
1 1 1

x x x
h x x

x x x

    
    

  
 

 من xمن أجل كل  1;  ، ' 0h x  ه الدالة ٌ دٌة تماما على h وعل  متزا 1; . 
ٌّرات   .hجدول تغ

x           0              

 'h x      +               +   
 

 h x  
   

0                   
  

 

حساب3. 0h 

     20 0 2 0 ln 0 1 0h      
 

1
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استنتاج إشارة  h x ٌّم  .x حسب ق
 0  1 x 

           +                0            h x 

II-f دالة معرفّة على 1; ً :   كما لٌ 
 ln 1

1
1

x
f x x

x


  


 . 

 ً  نسم fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

أ ـ حساب1. 
1

lim
x

f x




ٌا ٌان جٌة ب  . وفسّر النت

 
1

ln 1
lim

1x

x

x



 


ألنّ  

1
lim ln 1

x

x




   و 
1

lim 1 0
x

x






  

ومنه 
 

1 1

ln 1
lim lim 1

1x x

x
f x x

x 
 


    


. 

limب ـ باستخدام النتٌجة 
t

t

e

t
  ّهن أن lnlim: ، بر 0

u

u

u
. 

tuنضع  e عندئذ lnt u إذا كان t ئٌول إلى  ّفإن u ئٌول إلى . 

limومنه  lim
ln

t

t u

e u

t u 
   ه ٌ ln  وعل 1lim lim 0

ln
u u

u

uu

u

 
  

جـ ـ استنتاج  lim
x

f x


. 

لدٌنا  ln 1 lnlim lim 0
1x u

x u

x u 


 


 ومنه   

 ln 1
lim lim 1

1x x

x
f x x

x 


    


 

د ـ احسب    lim 1
x

f x x


    واستنتاج وجود مستقٌم مقارب مائل للمنحنى  fC. 

   
 ln 1

lim 1 lim 0
1x x

x
f x x

x 


      

مٌ مقارب مائل للمنحنى  ذن ٌوجد مستق  ؛ إ fC 1 معادلتهy x  

هـ ـ دراسة وضعٌة المنحنى  fCبالنسبة إلى المستقٌم المقارب المائل . 

ندرس إشارة الفرق  f x y. 

لدٌنا   
 ln 1

1
x

f x y
x

 
 


ً  من المجال x ؛ من أجل كل عدد حققٌ 1;  ،1 0x   ومنه إشارة 

 f x y نفس إشارة ً ه   ln 1x . 

  0f x y  ٌكافئ   ln 1 0x   ٌكافئ  و ln 1 0x   ٌكافئ 1 و 1x   0 أيx  

  0f x y  ٌكافئ   ln 1 0x   ٌكافئ  و ln 1 0x   ٌكافئ 0 و 1 1x   1 أي 0x   

  0f x y  ٌكافئ   ln 1 0x   ٌكافئ  و ln 1 0x   ٌكافئ 1 و 1x   0 أيx . 
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      0  1 x 
     0   +  f x y 

 fC  تحت                   fC فوق   

                      fC قطع ٌ  
ً النقطة                       ف 0; 1A   

 
ة ٌ ة النسب ٌ  الوضع

نٌ أنّه، من أجل كل2. ٌ  من xتب 1;  ، 
 

2'
( 1)
h x

f x
x




. 

 
   

 

 

 

   

 

 

 

2

2 2 2 2

1 1 ln 1 1 ln 1 1 1 ln 11' 1 1
1 1 1 1

x x x x x h xxf x
x x x x

 
               
    

 

 

إشارة  'f x من نفس إشارة ً ه   h x. 
ٌّرات   .fجدول تغ

 
 
 
 
 
 

نٌ أنّ المنحنى 3. ٌ تب fC 2 ٌقطع المستقٌم ذو المعادلةy  ٌ3,4 و 3,3 عند نقطة فاصلتها محصورة بن. 

 مستمرة على المجالfالدالة 0; مستمرة على المجال ً ه  ً بالتال 3,3;3,4 ولدٌنا 3,3 1,96f  و  

 3,4 2,06f  أي    3,3 2 3,4f f  ً ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من المجال   ومنه حسب مبر

 3,3;3,4 ٌث  بح  2f   أي  fC مٌ ذو المعادلة 2yٌ قطع المستق  عند نقطة فاصلتها    محصورة بٌن 

 .3,4 و 3,3
رسم4. fC. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 1                  0                       

 'f x             0   + 
 

 f x  
                                          
 
 

                    1

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 التمرنٌ الرابع
I-g الدالة المعرفّة على المجال ً ه 0;ً :  كما لٌ  2 21 2 lng x x x x   
ٌّرات الدالة .1 ٌراتهاg ادرس تغ  .، ثمّ شكل جدل تغ
ٌّن أنّ المعادلة ( أ .2 ب  0g x  تقبل على المجال  0; دٌا ٌث  حال وح 1,5 ح 2 . 

 استنتج إشارة (    ب g x على المجال  0;. 

II-f الدّالة المعرفّة على المجال 0;ً :  كما لٌ  2

ln
1

x
f x

x



 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

 احسب ( أ(1 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


هندسٌا  .؛ فسّر النتائج 

عبّر عن  (   ب 'f x بداللة  g x واستنتج تغٌرات الدالة fٌراتها  . ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ . 2 ب  2

1
2

f 


 واستنتج حصرا للعدد  f . 

اكتب معادلة المماس . 3  للمنحنى  fC 1 عند النقطة ذات الفاصلة. 

ارسم . 4 و  fC. 

5 . ً مٌ الوسٌط الحققٌ : ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق 
1
2

f x x m . 

III-h الدالة المعرفّة على المجال ً ه 0;ً :  كما لٌ  2

ln
1

x
h x

x



 

ٌمكن رسم  ٌف    اشرح ك hC منحنى الدالة h اعتمادا على  fC ثمّ ارسم ، hC. 

 الحل
I-g الدالة المعرفّة على المجال ً ه 0;ً :  كما لٌ  2 21 2 lng x x x x   
ٌّرات الدالة .1 ٌراتهاg دراسة تغ  .، ثمّ شكل جدل تغ

 
0

lim 1
x

g x




 ّ2 ألن

0
lim 2 ln 0

x

x x




 2 و

0
lim 1 1

x

x




 .  

  2
2

1lim lim 1 2ln
x x

g x x x
x 

 
     

 
 

  21' 2 2 2 ln . 2 4 ln 2 4 lng x x x x x x x x x x x
x

 
        

 
 

ً  من المجال xمن أجل كل عدد حققٌ 0; ،4 0x  ومنه إشارة  'g x عكس إشارة ً ه  ln x. 

من أجل  0;1x  ،ln 0x  ومنه  ' 0g x   

ومن أجل  1;x   ،ln 0x  ومنه  ' 0g x   

ً الدالة  دٌة تماما على المجال بالتال  و متناقصة تماما على المجال  متزا
 
 
 

g 0;1 1;
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ٌرات الدّالة   .gجدول تغ
 
 
 
 
 
 

نٌ أنّ المعادلة ( أ .2 ٌ تب  0g x  تقبل على المجال  0; وحٌدا ٌث  حال  1,5 ح 2 . 
دٌة تماما على المجال gلدٌنا الدالة   مستمرة ومتزا 0;1 المجال ً مها ف ٌ  وتأخذ ق 1;2 و  0 1;2 إذن على المجال 

 0;1 ،  0g x . 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gولدٌنا الدالة  1; المجال ً مها ف ٌ  وتأخذ ق ;2 و  0 ;2  إذن 

المعادلة   0g x  دٌا ً المجال  تقبل حال وح  ف 1; ّ؛ وبما أن 1,5 1,42g  و  2 0,55g   أي 

   1,5 2 0g g  ّ1,5 فإن 2 . 

 استنتاج إشارة (ب g x على المجال  0;. 
  0 x 

  0    +     g x 

II-f الدّالة المعرفّة على المجال 0;ً :  كما لٌ  2

ln
1

x
f x

x



 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

حساب( أ(1 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

 
0

lim
x

f x




  ّألن  
0

lim ln
x

x




  2 و

0
lim 1 1

x

x




 . 

  2

lnlim lim 0
1x x

x x
f x

x x 
  


lnlim  ألنّ  0

x

x

x
 2 وlim 0

1x

x

x



. 

ٌا  .تفسٌر النتائج هندس
لدٌنا 

0
lim

x

f x




  إذن  fC مٌ مقارب معادلته 0x قٌبل مستق  ( ٌب  (محور الترات

 lim 0
x

f x


إذن  fCمٌ مقارب معادلته 0y قٌبل مستق ( محور الفواصل)  بجوار. 

التعبٌر عن  (ب 'f x بداللة  g x

 
 

 

 

 

 

 

 

 

2 2
2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

1 2 ln1 1 2 ln 1 2 ln
'

1 1 1 1

x x x
x x x x x x g xx xf x

x x x x x x

 
   

   
   

 

 fواستنتاج تغٌرات الدالة 
ً  من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حققٌ 0;، 

22 1 0x x  ومنه إشارة  'f x نفس إشارة ً ه   g x. 

دٌة تماما على المجال fإذن الدّالة   متزا 0; ومتناقصة تماما على المجال  ; . 

x                  1                0   

 'g x  +                    0       
 

 g x  

       2                     
 
 
1            





www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


ة                                                                             إعداد ٌ ٌن محلولة فً الدوال اللوغارتم ٌز: سلسلة تمار مصطفاي عبد العز  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

12 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .fجدول تغٌرات الدالة 
x                   0                             

 'f x             +        0    
 

 f x  
                  f    
 
                0  

نٌ أنّ . 2 ٌ تب  2

1
2

f 


 

لدٌنا   0g   ٌكافئ  2 21 2 ln 0     أي 
2

2

1ln
2






 

إذن  
 

2

22

2 2 22 2

1
ln 1 12

1 1 22 1
f


 

   




   

  
 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

1,5لدٌنا  2  22,25 معناه 4  ٌكافئ 24,5 و 2 8  ٌكافئ 2 و

1 1 1
8 2 4,5
  أي 

 0,12 0,23f   

كتابة معادلة المماس . 3  للمنحنى  fC 1 عند النقطة ذات الفاصلة. 

    ' 1 1 1y f x f  ومنه 
1 1
2

y x  1 أي 1
2 2

y x . 

رسم . 4 و  fC. 
5 . ً ٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌق المناقشة بٌان

mعدد حلول المعادلة ، : 
1
2

f x x m . 

1إذا كان 
2

m  فإن المعادلة تقبل حلٌن . 

1إذا كان 
2

m   فإن المعادلة تقبل حال واحدا 

 .مضاعفا

1إذا كان
2

m  فإنّ المعادلة لٌس لها حلول . 

 

 

 

III-h الدالة المعرفّة على المجال ً ه 0;ً :  كما لٌ  2

ln
1

x
h x

x



 

 

 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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ٌف ٌمكن رسم  شرح ك hC منحنى الدالة h اعتمادا على  fC ، 

لدٌنا
 

 

2

2

ln ; ln 0
1

ln ;ln 0
1

x
h x x

x

x
h x x

x


  


  

 

ومنه 
     

     

; 1;

; 0;1

h x f x x

h x f x x

   


  

. 

ً المجال  إذن ف 1; كٌون  hC منطبق على  fC 

ً المجال  وف 0;1، hCناظر ٌ fCبالنسبة لمحور الفواصل . 
 التمرنٌ الخامس

f الدّالة المعرفّة على المجال 0;بـ  : 
ln x

f x
x

 ً  ، نسم C المنحنى الممثل للدالة fالمستوي ً    ف

طالمنسوب إلى  َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

ٕل .   2cmٔحدجانط

أ ـ احسب . 1 lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x




ٌجتٌن بٌانٌا  . و فسّر النت

ً من المجال  ٌّن أنه من أجل كل عدد حققٌ     ب ـ ب 0; :  2

1 ln' x
f x

x


. 

ٌّر الدالة  هاf    جـ ـ ادرس اتجاه تغ ٌّرات  . و شكل جدول تغ
ٌّن أنّ المنحنى . 2 أ ـ ب Cقٌبل نقطة انعطاف Eها ٌ ٌ ٌٌن إحداث  . ٌطلب تع

ب ـ اكتب معادلة المماس  D للمنحنى  C الذي شٌمل المبدأ O. 

ارسم . 3  ، D و  C.  
ما . 4 ً الموجب تما مٌ الوسٌط الحققٌ xm، عدد حلول المعادلة mناقش بٌانٌا حسب ق x. 

 الحل

f الدّالة المعرفّة على المجال 0;بـ  : 
ln x

f x
x

 ً  ، نسم C المنحنى الممثل للدالة fالمستوي ً    ف

طالمنسوب إلى  َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

ٕل.   2cmٔحدجانط

أ ـ احسب . 1 lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x




 

 
lnlim lim 0

x x

x
f x

x 
  

 
0 0

lnlim lim
x x

x
f x

x 
 

   ّألن  
0

lim ln
x

x




  و 
0

lim 0
x

x






. 

ٌا  .تفسٌر النتجٌتنٌ بٌان
بما أنّ  lim 0

x
f x


 ّفإن  C مٌ مقارب معادلته 0y قٌبل مستق  (محور الفواصل) 

و  
0

lim
x

f x




  ومنه  C مٌ مقارب معادلته 0x قٌبل مستق  (ٌب  (محور الترات
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ٌقً نٌٌ أنه من أجل كل عدد حق  من المجال xب ـ تب 0; :  2

1 ln' x
f x

x


. 

  2 2

1 . ln 1 ln'
x x

xxf x
x x




  

ٌّر الدالة   fجـ ـ دراسة اتجاه تغ
إشارة  'f x من نفس إشارة ً ه  1 ln x. 

 ' 0f x  1 معناه ln 0x  ٌكافئ ln و 1x  أي x e. 

 ' 0f x  1 معناه ln 0x  ٌكافئ ln و 1x  0 أي x e  

 ' 0f x  1 معناه ln 0x  ٌكافئ ln و 1x  أي x e. 

دٌة تماما على fإذن الدّالة   متزا 0;e ومتناقصة تماما على  ;e . 
ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

x  0                    e                        

 'f x              +        0      
 

 f x  
                   

1
e

  

 
                    0 

 
نٌ أنّ المنحنى . 2 ٌ أ ـ تب Cٌقبل نقطة انعطاف Eٌٌها نٌٌ إحداث  . ٌطلب تع

 
   

2

4 4 3 3

1. 2 1 ln 2 1 ln 1 2 2ln 3 2ln"
x x x x x x x xxf x

x x x x


         

    

ً  من المجال xمن أجل كل عدد حققٌ 0; ،3 0x  ومنه إشارة  "f x نفس إشارة ً ه  3 2ln x . 

 " 0f x  3 معناه 2ln 0x   3 وتكافئln
2

x  3 أيx e 

 " 0f x  3 معناه 2ln 0x   3 و تكافئln
2

x  3 أيx e 

        
3e                          0 x 

 + 0       "f x 

 "f x 3 تنعدم عند العددe 3 وتغٌر من إشارتها بجوارe ومنه النقطة   3 3;E e f e نقطة انعطاف ً ه  

 ً للمنحن C. 

جـ ـ كتابة معادلة المماس  D للمنحنى  C الذي شٌمل المبدأ O. 
معادلة المماس من الشكل     0 0 0'y f x x x f x   

 O D معناه     0 0 00 ' 0f x x f x   0 وتكافئ 0
0 2

0 0

1 ln ln 0x x
x

x x

 
   

 
0 وتكافئ 

0

1 2ln 0x

x

 
 



www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


ة                                                                             إعداد ٌ ٌن محلولة فً الدوال اللوغارتم ٌز: سلسلة تمار مصطفاي عبد العز  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

15 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

0وتكافئ 
1ln
2

x  0 أيx e 

 ً ه إذن معادلة المماس  'y f e x 1 أي
2

y x
e

 

رسم . 3 D و  C.  
ً الموجب . 4 ٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌق المناقشة بٌان

xm، عدد حلول المعادلةmتماما x. 
xm xتكافئ ln lnxm x وتكافئ ln lnx m x 

وتكافئ 
lnln x

m
x

 أي   lnf x m 

0إذا كان  1m  ّفإن ln 0m  المعادلة تقبل ً وبالتال
دٌا  .حال وح

إذا كان 
1

1 em e  ّ10 فإن ln m
e

  المعادلة ً  وبالتال

ٌزٌن  تقبل حلٌن متما

إذا كان 
1
em e ّ1 فإنln m

e
 المعادلة تقبل ً  وبالتال

 .حال مضاعفا

إذا كان 
1
em e ّ1 فإنln m

e
المعادلة لٌس لها حلول ً  . وبالتال

 التمرنٌ السادس
I) ٚاندّانح انعددحgٗ  يعسفّح عه 0;تـ  :  21 lng x x x  . 
ِ ذغسّٛ اندّانح . 1  .gادزض اذجا
عة. 2 اح 1gٛثىّ اظررُج ذثعا نمى x إشازج  g x. 

II)  ـٚـحـ ٗ fاندّانح انعدد  يعسفّح عه 0;تـ  : 
ln1 x

f x x
x

   

عة . 1 أ ـ اح lim
x

f x


 

عة      ب ـ اح 
0

lim
x

f x




ٛا دُظ ْ جٛح   .، ثىّ فعسّ انرُ

م. 2 م ك ٍ أج ّ ي َّ ٍ أ ّ ٛ يٍ xأ ـ ت   0; ٌّ  فإ 
 
2'

g x
f x

x


 ذغسّٛ اندّانح ِ  .f ثىّ اظررُج اذجا

اخ اندّانح  م جدٔل ذغسّٛ  .f    ب ـ شك
عًرمىٛ . 3 ٌّ ان ٍ أ ّ ٛ أ ـ ت D ّ نر٘ يعادنر 1y ا x  ٗ ُ ُح ً م نه  يمازب يائ fC. 

ضٔعحٛ      ب ـ ادزض  fC ٗ عُثح إن  تان D. 

عًرمىٛ . 4 ٌّ ان ٍ أ ّ ٛ ت  عًادنح 11y ذا ان x
e

  مَطح  ٙ ٗ ف ُ حُ ً طّ ان ً ٚ  Aٓا ٛ ٍٛٛ إحداثرٛ هة ذع  . ٚط

ازظى . 5  ، Dٔ  fC. 
 

(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1
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-4

-5

-6

0 1

1
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 انحم
I)  ٚاندّانح انعددحg ٗ  يعسفّح عه 0;تـ  :  21 lng x x x  . 
داي تغسٍّ اندّانح . 1  .gدزاسح ات

ٗ اندّانح  ذمثم اإلشرماق عه 0;ُٚا نٔد   : 
1' 2g x x
x

   

م م ك ًجال xيٍ أج يٍ ان   0; ، ' 0g x  اندّانح ٙ ٗ g تٔانران ًايا عه  يرُالصح ذ 0;. 

حساب . 2 1gاَستىتاج تثعا نقٍم x إشازج  g x. 

  21 1 1 ln1 0g     

 1 0 x 
                              0         +  g x 

II)  ـٚـحـ ٗ fاندّانح انعدد  يعسفّح عه 0;تـ  : 
ln1 x

f x x
x

   

أ ـ حساب. 1 lim
x

f x


 

 
lnlim lim 1

x x

x
f x x

x 
     ّألن lnlim 0

x

x

x
 و lim 1

x
x


  . 

ب ـ حساب 
0

lim
x

f x




. 

ُٚا  ند
0

lnlim
x

x

x


  ّ ُ ئ   
0

lim
x

f x




 . 

ٍا دح ٌىدس  .تفسٍس انىتٍ
 fC ّ م يعرمىٛ يمازب يعادنر مٚث  0x  (ٛة ٕز انرساذ  .(يح

ه أخم كم. 2 ً م ه أوّ ٍ ٍ ه xأ ـ تث  م 0; ّفإن  
 
2'

g x
f x

x


 

 
   2

2 2 2

1 ln 1 ln' 1
x x g xx xxf x

x x x

 
   

    
 
 

 

إشازج  'f x ط إشازج ٙ عك ْ   g x 

م  يٍ أج 0;1x  ،  0g x  ّ ُ ئ   ' 0f x . 

م  يٍ أج ٔ 1;x   ،  0g x  ّ ُ ئ   ' 0f x  

ٌ اندّانح  ٗ fإذ ًايا عه  يرُالصح ذ 0;1 ٗ ًايا عه دٚج ذ  ٔيرصا 1;. 
َل تغسٍّاخ اندّانح   .fب ـ خد

 
 
 
 
 
 

g

x   0                 1                       

 'f x                    0    +   
 

 f x  
                                               
 
 0  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


ة                                                                             إعداد ٌ ٌن محلولة فً الدوال اللوغارتم ٌز: سلسلة تمار مصطفاي عبد العز  
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

17 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

ٍم . 3 ه أنّ انمستق ٍ ٍ أ ـ تث D ً1 انري معادنتy x  مقازب مائم نهمىحىى  fC. 

   
lnlim 1 lim 0

x x

x
f x x

x 
     ٛعًرمى ّ ان ُ ئ   D ّ نر٘ يعادنر 1y ا x  ٗ ُ ُح ً م نه  يمازب يائ fC. 

ب ـ دزاسح َضعٍح  fC تانىسثح إنى  D. 

ُٚا  ند   
ln1 x

f x x
x


   إشازج ّ ُ ئ     1f x x  ط إشازج ٙ عك ْ  ln x. 

                               1  0 x 
                0         +  f x y 

 fCفوق                     تحت  D 

 fC
                         

ٌ قطع   
ً النقطة                           ف 1;0A  

 
ة ٌ ة النسب ٌ  الوضع

ٍم . 4 ه أنّ انمستق ٍ ٍ تث  11 ذا انمعادنحy x
e

  مسّ انمىحىى ٌ   fCفً وقطح Aتٍٍا ه إحداثٍ ٍٍ  . ٌطهة تع

 0' 1f x   ٙ ُ ذع 
2 1

g x

x




 
ٚكافئ  ٔ2 21 lnx x x    ٚكافئ ٔln 1x  ٘أ x e 

ُٚا  نٔد 
11f e e
e

   ٔ  11y e
e

   ٛعًرمى إذٌ ان    ٗ ُ حُ ً طّ ان ً ٚ   fC ُمطح ٙ ان ;1 ف 1A e e
e

 
  

 
 

زسم . 5  ، D َ  fC. 

 
 التمرنٌ السابع

ة  ٌ  المعرفّة على المجال fنعتبر الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ 
2ln1 x

f x
x

  و  fCً ها البٌانً ف   تمثلٌ

طالمستوي المنسوب إلى  َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

 احسب ( أ(1 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


هندسٌا  .؛ فسّر النتائج 

ٌّر الدالة  (    ب  على المجال fادرس اتجاه تغ 0;ٌراتها  . ثمّ شكل جدول تغ

 D fC

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

A
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ة المنحنى ( أ(2 ٌ  ادرس وضع fC ٌم  بالنسبة إلى المستق 1:  الذي معادلتهy . 

 اكتب معادلة المماس (   ب T للمنحنى  fC النقطة ذات الفاصلة ً  .1 ف

ٌّن أنّ المعادلة (   جـ  ب  0f x  المجال ً  تقبل ف 0;1 دٌا ٌث  حال وح 0,4، ح 0,3e e  . 

أنشئ  (3 T و  fC. 

 المعرفة على hلتكن الدالة  (4 0ً :  كما لٌ 
2ln

1
x

h x
x

 . 

ولكٌن  hCنفس المعلم السابق ً ها البٌانً ف  . تمثلٌ

ً  (  أ ه من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ  غٌر معدوم، xب    0h x h x   .ماذا تستنتج ؟ 

أنشئ المنحنى  (   ب hC إعتمادا على المنحنى  fC. 

ً  (   جـ مٌ الوسٌط الحققٌ : ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق 2ln 1x m x . 
 الحل

ة  ٌ  المعرفّة على المجال fنعتبر الدالة العدد 0;ً :  كما لٌ 
2ln1 x

f x
x

  و  fCً ها البٌانً ف   تمثلٌ

طالمستوي المنسوب إلى  َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

 حساب ( أ(1 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

0

lnlim
x

x

x


  ومنه  
0 0

2lnlim lim 1
x x

x
f x

x 
 

    

lnlimلدٌنا 
x

x

x
 ومنه  

2lnlim lim 1 1
x x

x
f x

x 
   

ٌا  .تفسٌر النتائج هندس
لدٌنا  

0
lim

x

f x




  إذن  fC مٌ مقارب معادلته 0x قٌبل مستق  (ٌب  .(محور الترات

ولدٌنا  lim 1
x

f x


 إذن  fC مٌ مقارب معادلته 1y قٌبل مستق  بجوار . 

ٌّر الدالة  (ب  على المجال fدراسة اتجاه تغ 0;. 

 
 

2 2

2 2ln 2 1 ln
'

x x
xx

f x
x x

 
     

ً x،2لدٌنا من أجل كل عدد حققٌ 0x ومنه إشارة  'f x من نفس إشارة ً ه  1 ln x. 

 ' 0f x  ً 1تعن ln 0x  ٌكافئ  ln 1x  أي x e. 

 ' 0f x  ً 1تعن ln 0x  ٌكافئ  ln 1x  0 أي x e  

 ' 0f x  ً 1تعن ln 0x  ٌكافئ  ln 1x  أي x e. 

دٌة تماما على fإذن الدّالة   متزا 0;eومتناقصة تماما على  ;e . 
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x                        0 e                          

 'f x   +               0         
 

 f x  
                21

e
   

 
           1 

 
دراسة وضعٌة المنحنى ( أ(2 fC بالنسبة إلى المستقٌم  1:  الذي معادلتهy . 

لدٌنا 
2ln1 x

f x
x

  

  1 0f x    2معناهln 0x

x


 
lnتكافئ  0x  1 أيx . 

  1 0f x    2معناهln 0x

x


 
lnتكافئ  0x  1 أيx  

  1 0f x    2معناهln 0x

x


 
lnتكافئ  0x  0 أي 1x . 

                         1  0 x 
 +               0    1f x  

    fC فوق                    fCتحت  

                     fC قطع ٌ  
ً النقطة                     ف 1;1A  

 
ة ٌ ة النسب ٌ  الوضع

 
كتابة معادلة المماس (   ب T للمنحنى  fC النقطة ذات الفاصلة ً  .1 ف

    ' 1 1 1y f x f    ومنه 2 1 1y x   أي   : 2 1T y x  
نٌ أنّ المعادلة (جـ ٌ تب  0f x  المجال ً  تقبل ف 0;1 وحٌدا ٌث  حال  0,4، ح 0,3e e  . 

 مستمرة على المجال fالدالة 0;1 مستمرة على المجال ً 0,4 فه 0,3;e e    ولدٌنا 0,4 0,19f e    ،

 0,3 0,19f e   أي    0,4 0,4 0f e f e  ً ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من المجال ومنه حسب مبر
0,4 0,3;e e    ٌث  بح  0f   وبما أنّ الدّالة f دٌة تماما على  متزا 0;1 ّفإن  ٌد  . وح

 المعرفة على hلتكن الدالة  (4 0ً :  كما لٌ 
2ln

1
x

h x
x

 . 

ولكٌن  hCنفس المعلم السابق ً ها البٌانً ف  . تمثلٌ

ً  (أ نٌ أنّه من أجل كل عدد حقٌق ٌ غرٌ معدوم، xتب      0h x h x   .ماذا تستنتج ؟ 
قٌا غٌر معدومxلكٌن  ٌ  : عددا حق

   
2ln 2ln 2ln 2ln

1 1 0
x x x x

h x h x
x x x x


        


 

xمن أجل   لدٌنا x   


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ولدٌنا     0h x h x   ومنه    h x h x  إذن الدّالة hة ٌ  . زوج
 الرسم (   ب
ً  (   جـ ٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌق ، mالمناقشة بٌان

: عدد حلول المعادلة 2ln 1x m x . 

 2ln 1x m x   ذكافئ
2ln 1x

m
x

  ذكافئ 

2ln
1

x
m

x
  ٘أ  h x m. 

مُظ انشًرسكح  م ان إص ٙ ف ْ دخ  ُٔج  ٌ عًادنح إ ٕل ان حه
تٍٛ  hC عًادنح ى األفمٙ ذ٘ ان ٛ عًرم y ٔان m. 

اٌ  1mإذا ك ٍ ٛ م حه عًادنح ذمث ٌّ ان  . فإ

اٌ  21إذا ك 1m
e

  ٕل م أزعٚح حه عًادنح ذمث ٌّ ان  . فإ

اٌ  21mإذا ك
e

 ٍ ٛ ٍ يضاعف ٛ م حه عًادنح ذمث ٌّ ان  . فإ

21m
e

 ٕل ٓا حه ط ن ٛ عًادنح ن ٌّ ان  . فإ

 التمرنٌ الثامن

ة  ٌ ًالمعرفّة على fنعتبر الدالة العدد :  كما لٌ   
1 ln 1
2

xf x x e  . 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

ٌمكن كتابة 1. ه  ٌّن أنّ  ب f x ،على الشكل :   
1 ln 1
2

xf x x e   . 

هن أنّ الدّالة 2. ةf بر ٌ  .زوج

 احسب 3. lim
x

f x


 و  lim
x

f x


. 

ٌّر الدالة 4. ٌّراتهاf ادرس اتجاه تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

 أثبت أنّ المنحنى 5. fCقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن قٌبل مست و  'ما ه ٌ ٌٌن معادلت  . ٌطلب تع

 ارسم 6. ، 'و  fC. 

 المعرفّة على المجال g نعتبر الدالة 7. 1;بـ  : 
1ln x

g x
x

 
  

 
. 

ً أ ـ ه من أجل كل عدد حققٌ  من المجال x تحقّق أنّ 1; ،   lng x f x. 
ٌّر الدالة   .g      ـ استنتج اتجاه تغ

ٌّرات الدالة ب ـ  .g شكّل جدول تغ
 
 
 

(T)

(Cf)(Ch)
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 الحل

ة  ٌ ًالمعرفّة على fنعتبر الدالة العدد :  كما لٌ   
1 ln 1
2

xf x x e  . 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

ٌمكن كتابة 1. نٌ أنّه  ٌ  تب f x ،على الشكل :   
1 ln 1
2

xf x x e   . 

لدٌنا        
1 1ln 1 ln 1
2 2

x x xf x x e f x x e e        

            

                  
1 ln 1
2

xx x e     

                     
1 ln 1
2

xx e   
 
 

جٌةfإثبات أنّ الدّالة 2.  .زو

xمن أجل   ّفإن x  و لدٌنا      
1 ln 1
2

xf x x e f x      ومنه الدالة fة ٌ  . زوج

حساب3. lim
x

f x


 و  lim
x

f x


. 

     
1lim lim ln 1
2

x

x x
f x f x x e

 
       ّألن lim ln 1 0x

x
e


 1وlim

2x
x


  . 

     lim lim lim
x x t

f x f x f t
  

     

ٌّر الدالة 4.  .fدراسة  اتجاه تغ

 
   

1 1 2 1'
2 1 2 1 2 1

x x x x

x x x

e e e e
f x

e e e

    
   

  
 

ً x ،من أجل كل عدد حققٌ 2 1 0xe   ومنه إشارة  'f x نفس إشارة ً ه  1xe . 

 ' 0f x  ً 1تعن 0xe   ٌكافئ 1xe و  0 أيx  

 ' 0f x  ً 1تعن 0xe   ٌكافئ 1xe و  0 أيx  

 ' 0f x  ً 1تعن 0xe   ٌكافئ 1xe و  0 أيx  

 متناقصة تماما على المجال fإذن الدالة  ;0 دٌة تماما على المجال  ومتزا 0;. 
ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

 
 
 
 
 
 

 

 
1 ln ln 1
2

x xx e e   

x                     0                 

 'f x          0  + 
 

 f x  
                                      
 
 

                    ln 2   
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إثبات أنّ المنحنى 5. fCٌٌن مائلن ٌمٌن مقارب ٌقبل مستق و  'ٌن معادلتٌهما  . ٌطلب تعٌ

لدٌنا    
1lim lim ln 1 0
2

x

x x
f x x e 

 
    ً  إذن للمنحن fC مٌ مقارب مائل  مستق  1 معادلته

2
y x 

 .بجوار 

ولدٌنا    
1lim lim ln 1 0
2

x

x x
f x x e

 

 
     
 

 ً  إذن للمنحن fC مٌ مقارب مائل  مستق ' معادلته 

1
2

y x  بجوار . 

رسم 6. ، 'و  fC. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 المعرفّة على المجال g نعتبر الدالة 7. 1;بـ  : 
1ln x

g x
x

 
  

 
. 

 ً  من المجال x    أ ـ التحقّق أنّه من أجل كل عدد حقٌق 1; ،   lng x f x. 

لدٌنا        ln1 1 1ln ln 1 ln ln ln 1 ln
2 2

xx
g x x x x e f x

x

 
         

 
 

ٌّر الدالة   .gـ استنتاج اتجاه تغ
ً مركب gنالحظ أنّ الدالة ه fمتبوعة بالدّالةlnالدّالة   lng f  

ة ٌ ة النبٌٌر ٌ دٌة تماما على المجال lnلدٌنا الدالة اللوغارتم متزا 1;  المجال ً مها ف ٌ  وتأخذ ق 0; والدالة f

دٌة تماما على المجال  متزا 0; دٌة تماما على المجال هما كٌون دالة متزا  إذن للدالتٌن نفس اإلتجاه وبالتالً تركبٌ

 1; أي الدالة g دٌة تماما على المجال  متزا 1;. 
ٌّرات الدالة   .gب ـ جدول تغ

x 1                                

 'g x                  +  
 

 g x  
   
ln 2    

 التمرنٌ التاسع
I -الدالة المعرفّة على المجال 1; بـ  :   2 2 4 2ln 1g x x x x     
ٌّرات الدالة (1 ٌّراتهاg ادرس تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8
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ه، من أجل كل (2 من المجال x استنتج أنّ 1;  ،  0g x . 

II-f الدالة المعرفّة على المجال 1; بـ  : 
 1 2ln 1
1
x

f x x
x

 
 


 

و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

ٕل ).   (2cmٔحدج انط

 احسب  (أ(1 
1

lim
x

f x




ٌجة بٌانٌا.   .فسّر النت

 احسب (   ب lim
x

f x


. 

ه، من أجل كل (أ (2 ٌّن أنّ من المجال xب 1;  ، 
 

 
2'

1
g x

f x
x




ٌث  ً مشتقة الدالة f'، ح ه  f. 

ٌّر الدالة (ب  على المجال f ادرس اتجاه تغ 1; ٌّراتها  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة (   جـ  ب  0f x  دٌا ً المجال  تقبل حال وح  ف 1;  0، ثمّ تحقق أن 0,5 . 

مٌ  ( أ(3 ٌّن أنّ المستق  ب   ذا المعادلة y x مقارب مائل للمنحنى  fC عند . 

ة المنحنى (    ب ٌ  ادرس وضع fC بالنسبة إلى  . 

مٌ (4  نقبل أنّ المستق Tذا المعادلة  :
3

2
y x

e
  مماس للمنحنى ، fC نقطة فاصلتها ً  .0x ف

 .0x احسب  (    أ
ٌن والمماس (    ب ٌن المقارب م ٌ  ارُسم المستق T ثمّ المنحنى  fC. 

ً (    جـ ٌّم الوسٌط الحققٌ ٌّن بٌانٌا ق ٌث تقبل المعادلة m ع ، بح f x x m ٌن ٌز ٌن متما  . حلّ
 الحل

I-gالدالة المعرفّة على المجال 1; بـ  :   2 2 4 2ln 1g x x x x     
ٌّرات الدالة ( 1  .gدراسة تغ

   2

1 1
lim lim 2 4 2ln 1

x x

g x x x x
 

 

       ّألن 
1

lim 2ln 1
x

x




   و 

2

1
lim 2 4 3

x

x x




   

 
 2 ln 12 4lim lim 1 2

1 1x x

xx x
f x x

x x 

  
     

  
 

 تقبل اإلشتقاق علىgالدّالة 1; ولدٌنا  : 
 2 2 22 2 4' 2 2

1 1 1
x xx x

g x x
x x x


    

  
 

من أجل كل  1;x    ،1 0x   2 و 0x   ومنه إشارة  'g x نفس إشارة ً ه  x. 

 متناقصة تماما على المجال gإذن الدّالة  1;0دٌة تماما على المجال  ومتزا 0;. 
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ٌّرات الدّالة   .جدول تغ
 
 
 
 
 

من المجال x استنتاج أنّه، من أجل كل (2 1;  ،  0g x . 
ه من أجل كل  ٌرات أنّ  من المجال xنالحظ من جدول التغ 1; ،  4g x  ً  وبالتال  0g x . 

II-f الدالة المعرفّة على المجال 1; بـ  : 
 1 2ln 1
1
x

f x x
x

 
 


 

و fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

ٕل ).   (2cmٔحدج انط

حساب ( أ(1 
1

lim
x

f x




 . 

 
1

1 2ln 1
lim

1x

x

x


 
 


ومنه 

 
1 1

1 2ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 
 

 
   


 

ٌا  .تفسٌر النتٌجة بٌان
لدٌنا 

1
lim

x

f x




  إذن fC مٌ مقارب معادلته 1x قٌبل مستق  . 

حساب(    ب lim
x

f x


. 

   
 2ln 11lim lim

1 1x x

x
f x f x x

x x 


     

 
ألنّ  2ln 1

lim 0
1x

x

x





1lim و  0

1x x



 

نٌ أنّه، من أجل كل ( أ (2 ٌ من المجال xتب 1;  ، 
 

 
2'

1
g x

f x
x




ٌث  ً مشتقة الدالة f'، ح ه  f. 

 
   

 
2

2 1 1 2ln 1
1' 1

1

x x
xf x

x


   

 


 

                 
 

         

 

 

2

2

2 4 2ln 1
1

x x x

x

   



 

                               

 

 
21

g x

x



 

ٌّر الدالة(ب  على المجال fدراسة اتجاه تغ 1; . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل 1;  ،  0g x  و  
21 0x   إذن  ' 0f x   الدالة ً دٌة fوبالتال  متزا

تماما على  1;  
 

g

 

 
2

3 2ln 1
1

1
x

x

  
 



x 1                         0                 

 'g x         0  + 

 g x                                            
 
 4  
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ٌّرات الدالة  .fجدول تغ
x 1                 

 'f x  +                

 

 f x  

   

 
  

 
نٌ أنّ المعادلة ( جـ ٌ تب  0f x  وحٌدا ً المجال  تقبل حال   ف 1;  0، ثمّ التحقق أن 0,5 . 

دٌة تماما على المجالfالدالة  مستمرة و متزا 1;  ً مها ف ٌ ً   ℝ وتأخذ ق  المعادلة kإذن من أجل كل عدد حققٌ

 f x k المجال ً دٌا ف  تقبل حال وح 1;  وباألخص المعادلة   0f x  دٌا ً المجالتقبل حال وح  ف

 1;  ّوبما أن   0 0,5 0f f  ّ0 فإن 0,5 . 

ٌم  ( أ(3 نٌ أنّ المستق ٌ تب   ذا المعادلة y x مقارب مائل للمنحنى  fC عند . 

لدٌنا  
   1 2ln 1 ln 11lim lim lim 2 0
1 1 1x x x

x x
f x x

x x x  

  
     

  
مٌ   ومنه المستق  مقارب مائل 

للمنحنى  fC عند . 

دراسة وضعٌة المنحنى (ب fC بالنسبة إلى  . 

لدٌنا  
   1 2ln 1 2ln 1 1
1 1
x x

f x x
x x

   
   

 
 ومنه إشارة  f x x من نفس إشارة ً ه   2ln 1 1x   

  0f x x  معناه  2ln 1 1 0x    وتكافئ  
1ln 1
2

x   1 أيx e  

  0f x x  معناه  2ln 1 1 0x    وتكافئ  
1ln 1
2

x   1 أيx e  

 1e                1 x 
             +             0             f x x 

 fCفوق                fCتحت   ة ٌ   الوضع

و fC قطع ٌ  ها ً إحداثٌا ً النقطة الت  ف 1; 1e e  . 

مٌ (4  نقبل أنّ المستق Tذا المعادلة  :
3

2
y x

e
  مماس للمنحنى ، fC نقطة فاصلتها ً  .0x ف

 .0xحساب (    أ
مٌ المستق T ةٌ ساوي  ومنه 1ملٌ 0' 1f x . 

 0' 1f x معناه 

 
0

2
0

1
1

g x

x



تكافئ 2 2

0 0 0 0 02 4 2ln 1 2 1x x x x x      وتكافئ 0
3ln 1
2

x   

أي 
3
2

0 1x e  
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ٌن والمماس (ب ٌمنٌ المقارب رسم المستق T ثمّ المنحنى  fC. 

 
ً (جـ ٌط الحقٌق ٌّم الوس ٌا ق ٌان نٌ ب ٌ ، بحٌث تقبل المعادلة mتع f x x m ٌن ٌز نٌ متما  . حلّ

المعادلة  f x x m ٌّم ٌن من أجل ق ٌز ٌن متما  من المجال m تقبل حلّ
3

20;
e

 
 
 

. 

 التمرنٌ العاشر
I لتكن الدالة  ـg المعرفة على  0;ً :  كما لٌ  2 1 lng x x x   
ٌّرات الدّالة. 1 هاgادرس تغ ٌّرات  .ثم شكل جدول تغ
استنتج إشارة . 2 g x على المجال  0;. 

تحقق أنّ . 3 1 1g  ٌّن أنّ المعادلة  وب  1g x  تقبل حال آخرا  ٌث 0,1 ح 0,3 . 

II اندّانح ٍ fٙ ـ نرك هٚ ًا  ٗ ك عًسفّح عه :  ان  2 lnf x x x x  ٔ  0 0f . 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

أ ـ احسب . 1 
0

lim
x

f x

x


هندسٌا ٌجة   . وفسّر النت

    ب ـ  lim
x

f x


. 

2 .ً ه، من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ  من المجال xأ ـ ب 0; :   'f x g x. 
ٌّر الدّالة  هاf    ب ـ استنتج اتجاه تغ ٌّرات  .، ثم شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى     جـ ـ ب fC قٌبل نقطة انعطاف ها نٌٌ  . ٌطلب تع

ٌّن دون حساب     د ـ ع   lim
x

f x f

x








ٌجة بٌانٌا  . وفسّر النت

أ ـ أثبت أنّ . 3    1f x x g x x     ثم احسب ،  f . 

   ب ـ أعط حصرا لـ  f . 

4 . ً أثبت أنّ المنحن fC قٌبل مماسٌن  Tو  'T هماٌ ساوي ما1 مٌال  .،ٌطلب كتابة معادلة كل منه

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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ارسم. 5 T،  'T ً والمنحن fC. 

 الحل
I لتكن الدالة  ـg المعرفة على  0;ً :  كما لٌ  2 1 lng x x x   
ٌّرات الدّالة . 1  gدراسة تغ

 
0 0

lim lim 2 1 ln
x x

g x x x
 

 

     ّألن 
0

lim ln
x

x




  

 
1 lnlim lim 2

x x

x
g x x

x x 

 
     

 
lnlim   ألنّ  0

x

x

x
 

ٗ gاندانح   ذمثم اإلشرماق عه 0;ُٚا نٔد   : 
1 2 1' 2 x

g x
x x


   

إشازج  'g x ط إشازج ٙ فَ ْ  2 1x  ٌّ 0x أل . 

 1
2

 0 x 

 + 0            'g x 

ًجال gاندّانح  ٗ ان ًايا عه ;10 يرُالصح ذ
2

 
 
 

ًجال  ٗ ان ًايا عه دٚج ذ 1 ٔ يرصا ;
2
 

 
 

. 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ
 
 
 
 
 
 

استنتاج إشارة . 2 g x على المجال  0;. 
ً gلدنٌا الدّالة  ه ة صغرى و ٌ مة حد ٌ ln تقبل ق 2ً  من المجال x إذن من أجل كل عدد حققٌ 0;   ln 2g x  

 ً وبالتال  0g x . 

التحقق أنّ . 3 1 1g  
   1 2 1 1 ln1 1g     

نٌ أنّ المعادلة  ٌ تب  1g x  تقبل حال آخرا  ٌث 0,1 ح 0,3 . 

;10 مستمرة ومتناقصة تماما على المجالgالدالة
2

 
 
 

 وبالخصوص على المجال  0,1;0,3 ولدٌنا  0,1 1,5g  ،

 0,3 0,8g  أي   0,3 1 0,1g g  ٌد ً وح ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من المجال  ومنه حسب مبر

 0,1;0,3 ٌث  بح  1g  . 

II اندّانح ٍ fٗ ـ نرك عًسفّح عه  ان 0;ٙ هٚ ًا  :  ك  2 lnf x x x x  ٔ  0 0f . 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

x 
                  0

1
2                      

  

 'f x          0   + 
 

 f x  
                                         
 
                   ln 2   
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أ ـ حساب. 1 
0

lim
x

f x

x


 

  2

0 0 0

lnlim lim lim ln
x x x

f x x x x
x x

x x  
  


     

ى ٌمٌن fالدالة : التفسٌر 0ً ال تقبل اإلشتقاق عل ها البٌان  ومنحنا fCٌب   له نصف مماس مواز لمحور الترات

حساب    ب ـ  lim
x

f x


. 

  2 lnlim lim 1
x x

x
f x x

x 

 
    

 
 

2 .ً نٌ أنّه، من أجل كل عدد حقٌق ٌ  من المجال xأ ـ تب 0; :   'f x g x. 

   
1' 2 ln . 2 1 lnf x x x x x x g x
x

 
       

 
 

ٌّر الدّالة   .fب ـ استنتتاج اتجاه تغ
ً  من المجال xمن اجل كل عدد حققٌ 0;،  0g x ومنه ' 0f x  

دٌة تماما على fإذن الدالة   متزا 0;. 
ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

x 0              

 'f x         +       

 

 f x  
   
 
0   

ٌّن أنّ المنحنىٌ قبل نقطة انعطاف  ٌنهاجـ ـ ب  . ٌطلب تعٌ
لدٌنا    " 'f x g x ومنه إشارة  "f x من نفس إشارة ً ه   'g x. 

 1
2

 0 x 

 + 0            "f x 

 "f x 1 تنعدم من أجل
2

1 وتغٌر من إشارتها ومنه النقطة  1;
2 2

f
  

  
  

ً نقطة إنعطاف للمنحنى  ه   fC. 

ٌن دون حساب  د ـ تعٌ   lim
x

f x f

x








ٌا ٌان جٌة ب  . وفسّر النت

 تقبل اإلشتقاق على المجال fالدالة 0; وباألخص عند ولدٌنا : 

   
   lim ' 1

x

f x f
f g

x


 




  


 ؛ وتفسٌر ذلك وجود مماس للمنحنى  fC عند النقطة التً فاصلتها  

هٌ ساوي   .1ملٌ
أ ـ إثبات أنّ . 3    1f x x g x x     ،  

       2 ln ln 2 1 ln 1 1f x x x x x x x x x x x x g x x              
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حساب  f . 

       1 1 1 2f g                . 

ب ـ حصرا لـ  f . 
0,1 0,3 0,3معناه 0,1    1,7ٌكافئ 2 1,9   

ومنه  1,7 0,1 2 1,9 0,3      أي  0,17 0,57f  . 

4 . ً إثبات أنّ المنحن fC ٌٌقبل مماسن  Tو  'T هما ٌساوي  .1 ماٌل

 0' 1f x  ٌكافئ   0 1g x  0 ومنه 1x  0 أوx  

إذن  fC قٌبل مماسٌن Tو  'T هماٌ ساوي هما 1 مٌال ٌ  . و 1 عند النقطتٌن اللتنٌ فاصلت

 .كتابة معادلة كل منهما
معادلة المماس  T 1 عند النقطة ذات الفاصلة. 

    ' 1 1 1y f x f   ومنه  1 1y x   أي   :T y x 

معادلة المماس  'T عند النقطة ذات الفاصلة . 
    'y f x f     ومنه    2y x       أي   2' :T y x    . 

رسم. 5 T،  'T ً  والمنحن fC. 

 
 

 التمرنٌ الحادي عشر

ة المعرفّة على لتكن ٌ  : بالعبارة الدالة العدد

 ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ  .يعهى يرعايد ٔيرجا

اخ اندانح   .ادزض ذغسّٛ
 ٗ ُ حُ ً ٌّ ان عًرمىٛ أثثد أ ٚمطع ان ًا  ٓ ٍٛٛ إحداثٛاذ هة ذع ٍٛ ٚط َمطر  ٙ  . ف

عة  ، ياذا ذعرُرج ؟اح

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

f
* 

2ln1 x
f x

x
 

 fC ; ,O i j
 

.1f

.2 fC  : 1y 

.3   f x f x 
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عًادنح  ٌّ ان ٍ أ ّ ٛ دٛا ت ٛث ذمثم حلا ٔح ح 0,71; 0,70   

مسّ المنحنى شٌمل النقطة قٌبل مماسا  أثبت أنّ المنحنى ٌ ً نقطتٌن و   ف

 .     ٌطلب حساب إحداثٌات كل منهما، اكتب معادلةالمماس 

 . والمنحنىارُسم المماس 

 ً مٌ الوسٌط الحققٌ  : عدد حلول المعادلةناقش بٌانٌا، وحسب ق

 ٙ مٛ رًغسّٛ انحم ٛثاندانح انعددحٚ نه  .: ح

ٌّن أنّ (أ ة ب ٌ  . دالة زوج
ٌّرات (ب  .، علل ذلك، ارُسم دون دراسة تغ

 الحل

ة المعرفّة على لتكن ٌ  : بالعبارة الدالة العدد

 ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ  .يعهى يرعايد ٔيرجا

 .دزاسح تغسٍّاخ اندانح 1.

 
2ln 2lnlim lim 1 lim 1 1

x x t

x t
f x

x t  


     

 
2lnlim lim 1 1

x x

x
f x

x 
   

ُٚا 2ند

0
lim ln

x

x




  ّ ُ ئ  
2

0

lnlim
x

x

x


 ٌإذ   
2

0 0

lnlim lim 1
x x

x
f x

x 
 

    

 َ2

0
lim ln

x

x




 ّ ُ ئ
2

0

lnlim
x

x

x


 ٌإذ 
2

0 0

lnlim lim 1
x x

x
f x

x 
 

   . 

 

2
2

2 2

2 ln
ln 2'

x x
xx

f x
x x

 
      

إشازج 'f xط إشازج يٍ فَ  ٙ ْ  2ln 2x . 

 ' 0f x  ِ 2ln يعُا 2 0x   ٚكافئ ٔ 2ln 2x  ٚكافئ ٔ 2 2x e ٘أ x e ٔأ x e  

 ' 0f x  ِ 2ln يعُا 2 0x   ٚكافئ ٔ 2ln 2x  ٚكافئ ٔ2 2x e ٘أ x e ٔأ x e  

إشازج  'f x. 

 e 0 e  x 
      +           0                               0      +  'f x 

يٍ fاندّانح  م  ٗ ك  يرصادٚج عه ; e ٔ  ;e  ٍي م  ٗ ك ئرُالصح عه   ;0eٔ  0;e. 
 
 
 
 

.4  0f x 

.5 fC T 0;1A fC

 T

.6 T fC

.7m  1f x mx 

.8 hx 
2ln1 x

h x
x

 

h

h hC

f
* 

2ln1 x
f x

x
 

 fC ; ,O i j
 

f
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َل تغسٍّاخ اندّانح   .fخد
 

 
اتٍما ٌقطع انمستقٍم إثثاخ أنّ انمىحىى 2. ه إحداثٍ ٍٍ ه ٌطهة تع  . فً وقطتٍ

  1f x  ِ يعُا
2ln1 1x

x
 

 
2lnٚكافئ  0x   ٚكافئ ٔ2 1x  1 أيx ٔ1أx   

إذٌ         1;1 , 1;1fC A B    

 .حساب3.

   
 

2 2 2 2ln ln ln ln1 1 2 2
x x x x

f x f x
x x x x


         


 

م  xيٍ أج  ُٚا x ند   ُٚا نٔد      2f x f x   ُمطح ّ ان ٛ  ٔعه 0;1 ٗ ُ ُح ً ذُاظس نه ٙ يسكص  ْ   fC 

ه أنّ انمعادنح 4. ٍ ٍ َحٍدا تث على المجال  تقثم حال  0,71; 0,70  
 مستمرة ومتناقصة تماما على المجالfالدّالة 0,71; 0,70   ولدٌنا 0,71 0,04f   ، 0,70 0,02f    أي 

   0,71 0,70 0f f     ٌد ً وح ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق ً المجال ومنه حسب مبر  ف

 0,71; 0,70 ٌث  بح  0f  . 

مسّ المنحنى شٌمل النقطة ٌقبل مماسا إثبات أنّ المنحنى ٌ  . فً نقطتنٌ و

لدٌنا معادلة المماس  Tمن الشكل  :    0 0 0'y f x x x f x   

   0;1A T معناه     0 0 01 ' 0f x x f x   وتكافئ 
2 2

0 0
0 2

0 0

ln 2 ln1 1x x
x

x x

 
    

 
 

وتكافئ 
2 2

0 0

0 0

ln 2 ln 0x x

x x

  
  

 
 وتكافئ 

2
0

0

2ln 2 0x

x

 
 2 وتكافئ

0ln 1x  2 ومنه
0x e 

0xأي  e 0 أوx e  . إذن fC قٌبل مماسٌن شٌمالن النقطة  0;1A هما ٌ  و e عند النقطتٌن اللتنٌ فاصلت

e ولدٌنا  1'f e
e

  و   1'f e
e

   هما متطابقان أي  ً أنّ المنحنىإذن المماسان متوازٌان وبالتال

قٌبل مماسا T شٌمل النقطة  0;1Aمسّ المنحنى ٌ  و fC هما ٌ ً النقطتٌن اللتٌن إحداثتٌ ف  ;e f e و 

  ;e f e . 

كتابة معادلةالمماس T. 

    'y f e x e f e  1 ومنه 1y x
e


 . 

 fC  : 1y 

   f x f x 

  0f x 

.5 fC T 0;1A fC

 fC

        e               0                   e  x 
       +          0                                0      +  'f x 

1                                               
2e

e

  

     2e

e

           1 

 
 f x 
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 . والمنحنىرسم المماس 6.

.7 ً ٌانٌا، وحسب قٌم الوسٌط الحقٌق المناقشة ب
 : عدد حلول المعادلة

هً فواصل نقط تقاطع حلول المعادلة  fC ٌم  والمستق
1yذي المعادلة  mx . 

1إذا كان 
m

e
 فإنّ المعادلة لٌس لها حلول . 

1إذا كان 
m

e
 فإن المعادلة تقبل حلٌن مضاعفٌن . 

1إذا كان  0m
e

  فإن المعادلة تقبل أربعة حلول . 

0mإذا كان  فإنّ المعادلة تقبل حلٌن . 
 
 
 

 ٙ مٛ رًغسّٛ انحم ٛثاندانح انعددحٚ نه  .: ح

نٌ أنّ  (أ ٌ جٌةتب  . دالة زو
xمن أجل   لدٌنا x  . 

ولدٌنا 
 

 
2 2ln ln1 1

x x
h x h x

x x


     


 

 

 

2

2

ln1 ; 0

ln1 ; 0

x
h x x

x

x
h x x

x


  


   
 

ومنه
   

   

; 0

; 0

h x f x x

h x f x x

  


 

 

إذن hC ٌنطبق على  fC المجال ً  ف ;0 ّوبما أن h ٌّة فإن  زوج hC متناظر بالنسبة إلى حامل محور 
ٌب  .الترات

ً عشر  التمرنٌ الثان

I)  الدّالة المعرفّة على المجال 0;ً :  كما لٌ 
1 ln x

f x
x


 

 C المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 
ة الدالة . 1 ٌ ها هندسٌا وعند 0 عند fاحسب ن ٌجتٌن   . وفسّر النت
ٌّر الدالة . 2 هاfادرس اتجاه تغ ٌّرات  . وشكل جدول تغ
اكتب معادلة المماس . 3 T للمنحنى  C ٌب  .0 عند النقطة ذات الترت

ٌّن أنّ المنحنى . 4 ب C قٌبل نقطة انعطاف ها ٌٌن إحداثٌا  . ٌطلب تع

 T fC

m

  1f x mx 

.8 hx 
2ln1 x

h x
x

 

h

(Cg)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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بنٌّأنّ المنحنى . 5 C ٌم ٌ قطع المستق d ذا المعادلة 
1
2

y  هما ً نقطتنٌ فاصلتا ٌث و  ف 0,4:  ح 0,5  

5,3و  5,4 . 
ارسم كال من . 6 T و  C. 

ًالمعرفّة علىgنعتبر الدّالة :  كمالٌ 
21 ln

2
x

g x
x x

  . ولكٌن المعلم السابق ً ها البٌانً ف  . منحنا

ٌّن أنّ الدّالة .1 ةgب ٌ  . فرد
ٌّن أنّ . 2 ب   g x f xدٌه ال ٌطلب تحد  . على مج
هاgدون دراسة الدالة . 3 ٌّرات  . شكل جدول تغ
اعتمادا على المنحنى . 4 C ة رسم المنحنى ٌ  اشرح كفٌ ه  .، ثمّ ارسم

 الحل

I)  الدّالة المعرفّة على المجال 0;ً :  كما لٌ 
1 ln x

f x
x


 

 C المعلم المتعامد والمتجانس ً ها البٌانً ف  تمثلٌ ; ,O i j
 

. 

اٌة الدالة .1  . وعند 0 عند fحساب نه

لدٌنا 
0

lim 1 ln
x

x




   ومنه  
0 0

1 lnlim lim
x x

x
f x

x 
 


   

1limلدٌنا  0
x x

 و lnlim 0
x

x

x
ومنه   

1 lnlim lim 0
x x

x
f x

x x 
   

ٌا  تفسٌر النتجٌتنٌ هندس
لدٌنا  

0
lim

x

f x




  مٌ مقارب معادلته 0x إذن قٌبل مستق  (ٌب  (حامل محور الترات

ولدٌنا  lim 0
x

f x


 مٌ مقارب معادلته 0y إذن قٌبل مستق  (حامل محور الفواصل) 

ٌّر الدالة . 2  .fدراسة اتجاه تغ

 تقبل اإلشتقاق علىfالدّالة 0;ولدٌنا  :  2 2

1 1 ln
ln'

x x
xx

f x
x x

 
      

إشارة  'f x عكس إشارة ً ه  ln x. 

من أجل  0;1x  ،ln 0x  ومنه  ' 0f x  

ومن أجل  1;x   ،ln 0x  ومنه  ' 0f x  و   ' 1 0f . 

ماfإذن الدّالة  دٌة تما  متزا 0;1 على ومتناقصة تماما على  1;. 
ٌّرات  .جدول التغ

 1 0 x 
         0+          'f x 
   1 

 
0  

 f x 
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كتابة معادلة المماس . 3 T للمنحنى  C ٌب  .0 عند النقطة ذات الترت

 0 0f x   0معناه

0

1 ln 0x

x


 01 تكافئ ln 0x  1 أي

0x e  

ومنه     1 1 1'y f e x e f e     أي  2 1y e x e   ه ٌ  وعل  2:T y e x e  

نٌ أنّ المنحنى . 4 ٌ تب C ٌقبل نقطة انعطاف ٌاها نٌٌ إحداث  . ٌطلب تع

نٌ علىfالدالة  تقبل اإلشتقاق مرت 0; ولدٌنا : 

2

4 4 3

1 2 ln
2 ln 1 2ln''

x x x
x x x xx

f x
x x x

 
         

إشارة  ''f x من نفس إشارة ً ه  1 2ln x . 

 '' 0f x  1 معناه 2ln 0x   ٌكافئ  و
1ln
2

x  أي x e 

 '' 0f x  1 معناه 2ln 0x   ٌكافئ  و
1ln
2

x  أي x e. 

 e 0 x 
             +             0    ''f x 

 ''f x تنعدم عند العدد e ٌّر من إشارتها بجوار  ومنه النقطة e وتغ  ;e f e نقطة انعطاف ً ه  

للمنحنى  C. 

نٌٌأنّ المنحنى . 5 تب C ٌقطع المستقٌم  d ذا المعادلة 
1
2

y  فً نقطتنٌ فاصلتاهما  و ٌث :  ح

0,4 0,5  5,3 و 5,4 . 
دٌة تماما على المجال fالدالة   مستمرة ومتزا 0;1 وبالخصوص على المجال 0,4;0,5ولدٌنا  0,4 0,20g ،

 0,5 0,61g  إذن   
10,4 0,5
2

f f  ٌد ً وح ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من   ومنه حسب مبر

المجال  0,4;0,5 ٌث  بح 
1
2

f   

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال fولدٌنا الدالة  1; وبالخصوص على المجال  5,3;5,4ولدٌنا 

 5,3 0,503g  ، 5,4 0,497g  إذن    
15,4 5,3
2

f f  ٌوجد عدد مٌ المتوسطة  هنة الق   ومنه حسب مبر

دٌ  ً وح  من المجال حققٌ 5,3;5,4 ٌث  بح 
1
2

f   المنحنى  ً  وبالتال C ٌم ٌ قطع المستق d ذا المعادلة 

1
2

y  هما ً نقطتنٌ فاصلتا ٌث و  ف 0,4:  ح 0,5  5,3 و 5,4 . 
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رسم كال من . 6 T و  C. 

 

ً المعرفّة على gنعتبر الدّالة  :  كما لٌ 
21 ln

2
x

g x
x x

  . ولكٌن المعلم السابق ً ها البٌانً ف  . منحنا

نٌ أنّ الدّالة .1 ٌ  . فردٌةgتب
xمن أجل   لدٌنا x   

ً غٌر معدوم  :xولدٌنا من أجل كل عدد حققٌ

 
 

 
2 2ln1 1 ln

2 2
x x

g x g x
x x x x

  
        

   
ة g ومنه الدّالة  ٌ  . فرد

نٌ أنّ . 2 ٌ تب   g x f xٌده  . على مجال ٌطلب تحد

لدٌنا  
2ln1

2
x

g x
x x

  ومنه 
 

 

1 2ln ; 0
2

1 2ln ; 0
2

x
g x x

x x

x
g x x

x x


  


   



أي 
 

 

1 ln ; 0

1 ln ; 0

x
g x x

x

x
g x x

x


 


   



 

إذن من أجل  0;x   :   g x f x 
ٌّرات الدّالة . 3  .gجدول تغ

  1         0             1  x 
               0                      0   'g x 
                 1                   0 

  
 0                               1 

 
 g x 

ة رسم المنحنى . 4 شرح كٌفٌ  
  ٌنطبق على fC المجال ً  ف 0; ّوبما أن g ٌّة فإن  فرد  متناظر بالنسبة إلى Oمبدأ المعلم . 

 :التمرنٌ الثالث عشر

f الدالة المعرفّة على المجال  0;ً :  كما لٌ
 

 

2

1ln 1 ; 0

0 0

f x x x
x

f

  
    

 
 

 

(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2
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4

5

6

-1
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 C ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

 5cm انٕحدج.

I-g الدّالة المعرفّة على المجال 0;بـ  :  2 2

1 2ln 1
1

g x
x x

 
   

 
 

م. 1 م ك ٍ أج ّ، ي َ ٍ أ ّ ٛ يٍ xت   0; : 
 

 

2

22

2 1
'

1

x
g x

x x





 

ادرس إشارة . 2 'g xٌم  .x حسب ق
ٌّرات الدالة . 3  .gشكل جدول تغ
هن أنّ المعادلة . 4 بر  0g x  دٌا ٌث  تقبل حال وح 0,5:  ح 0,6 . 

حدد إشارة . 5 g x. 

II -1 .بيّن أنّه، من أجل عدد حقيقي. أx من المجال  0; :   'f x g x 

 على المجال fاستنتج إتجاه تغيّر الدالة .         ب 0;. 

احسب . أ. 2 lim
x

xf x


2؛  يمكن وضع 

1
t

x
 

استنتج .     ب lim
x

f x


. 

ٌمكن كتابة . أ. 3 ٌّن أنه  ب f x على الشكل    2ln 1 2 lnf x x x x x   

احسب .    ب 
0

lim
x

f x




 

ة اشتقاق الدالة .   جـ ٌ  .0 عند fادرس قابل
ٌّرات الدالة . 4 ، ثمّ ارسم fأنشئ جدول تغ C  . نأخذ  0,8f  . 

 الحل

f الدالة المعرفّة على المجال  0;ً :  كما لٌ
 

 

2

1ln 1 ; 0

0 0

f x x x
x

f

  
    

 
 

 

 C ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

 5cm انٕحدج .

I-g الدّالة المعرفّة على المجال 0;بـ  :  2 2

1 2ln 1
1

g x
x x

 
   

 
 

ه أخم كم. 1 وً، م ه أ ٍٍ ه xتث  م 0; : 
 

 

2

22

2 1
'

1

x
g x

x x




 

                                             

 
 

4

22

2

2
4' 1 11

x
xxg x

x
x



 


 

                                        
   

22 2

2 4
1 1

x

x x x


 

 
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 

   

2 2

2 22 2

2 1 4

1 1

x x

x x x x

 
 

 
 

                                                     

 

 

2

22

2 1

1

x

x x




 
دراسة إشارة . 2 'g xحسب قٌم x. 

ً من المجال  من أجل كل عدد حققٌ 0;، 
22 1 0x x   ومنه إشارة  'g x نفس إشارة ً ه  2 1x . 

 1 0 x 

              +            0          'g x 
ٌّرات الدالة . 3  .gجدول تغ

                   1                 0      x 

               +          0                   'g x 
0                                             
                         0  

 ln 2 1 

 

 g x 

نٌ أنّ المعادلة . 4 ٌ تب  0g x  وحٌدا ٌث  تقبل حال  0,5:  ح 0,6 . 
تحدٌد إشارة . 5 g x. 

  0 x 

                          0      +        g x 
II -1 .أنّه، من أجل عدد حقيقيتبيين.أ x من المجال  0; :   'f x g x 

 
4

22

2

2
1' ln 1 .

1

x

xf x x
xx

x



 
   

 
 

   
2

2 4 2 2 2

1 2 1 2' ln 1 . . ln 1
1 1

x x
f x x g x

x x x x x

   
         

    
 

 على المجال fاستنتاج إتجاه تغيّر الدالة . ب 0;. 

إشارة 'f x هي نفس إشارة g x 

 متزايدة تماما على المجال fومنه الدالة  0; ومتناقصة تماما على المجال  ; . 

حساب. أ. 2 lim
x

xf x


2؛  يمكن وضع 

1
t

x
 

 
2

2
2

2

1ln 1
1lim lim ln 1 lim 1x x x

x
xf x x

x

x

  

 
 

      
 

 

2نضع 

1
t

x
إذا كان x يئول إلى  ّفإن t 0 يئول إلى. 
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ومنه  
 

0

ln 1
lim lim 1

x t

t
xf x

t 


 . 

استنتاج .     ب lim
x

f x


. 

لدينا  lim 1
x

xf x


 ومنه  
1lim lim 0

x x
f x

x 
 . 

نٌٌ أنه ٌمكن كتابة . أ. 3 تب f x على الشكل    2ln 1 2 lnf x x x x x   

      
2

2 2 2
2

1ln ln 1 ln ln 1 2 lnx
f x x x x x x x x x

x

 
       

 
 

حساب. ب 
0

lim
x

f x




 

لدٌنا 
0

lim ln 0
x

x x




 و  2

0
lim ln 1 0

x

x x




  

إذن    2

0 0
lim lim ln 1 2 ln 0

x x

f x x x x x
 

 

    

 .0 عند fدراسة  قابلٌة اشتقاق الدالة .  جـ

    2

20 0 0

1ln 10 1lim lim lim ln 1
0x x x

x
f x f x

x x x  
  

 
         

  
 

 .0 التقبل اإلشتقاق fإذن الدالة 
ٌّرات الدالة . 4  .fجدول تغ

x                     0                             

 'f x          +            0         
 

 f x  
              f   
 
0   0 

 
رسم  C. 
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 التمرنٌ الرابع عشر

I-g الدالة المعرفّة على ً ه 1;3ً :  كما لٌ   2ln 1
1

x
g x x

x
  


. 

ٌّرات الدالة (1 ٌّراتهاg ادرس تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ
ٌّن أنّ المعادلة(2 :  ب  0g x هما معدوم واآلخر 0,8حٌقّق  تقبل حلٌن أحد 0,7   . 

ٌّم (3 ٌّن، حسب ق  إشارة xع g x. 

4)h الدالة المعرفّة على المجال ً ه 1;3بـ :   
2

h x g x   . 

 احسب (    أ  'h x بداللة كل من  g x و  'g x. 

ٌّن اشارة (    ب  ع 'h x ٌّرات الدالة  .h، ثمّ شكّل جدول تغ

II-f الدالة المعرفّة على المجال ً ه 1;3ً :   كما لٌ
 

 

 

2

, 0
ln 1

0 0

x
f x x

x

f


 


 

. 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

ٌّ اندانح -1 ٍ أ ّ ٛ تقبل االشتقاق عند الصفر، ثمّ اكتب معادلة لـfت Tمماس  fC النقطة ذات الفاصلة ً  .0 ف

ه، من أجل كل ( أ -2 ٌّن أنّ من xب   1;0 0;3  ، 
 

 
2'

ln 1

xg x
f x

x


  

ٌّر الدالة   f، ثمّ استنتج اتجاه تغ

ٌّن أنّ (ب : ب   2 1f     ٌّن حصرا لـ ، ثمّ ع f . 

احسب (جـ 3f و  
1

lim
x

f x




ٌّرات الدالة   .f، ثمّ شكّل جدول تغ

ه من أجل كل  ( أ-3 ٌّن أنّ من المجال xب 1;3 ّفإن : ln 1 0x x  . 

ضٔعحٛ (ب ادزض  fC ًاض ً ٗ ان عُثح إن  تان T. 

عًرمىٛ -4 ٍ يعادنح نه ّٛ ع 'T ًٕاش٘ نـ  ان T نر٘ رٚماطع يع  ٔا fC اخ انفاصهح ُمطح ذ ٙ ان  .3 ف

ازظى -5 T،  'Tٔ  fC. 

6- ٙ مٛ ٛظ انحم ظٕ عة لىّٛ ان ٛا، ح َ ا ٛ عًادنح mَالش ت ٕل ان : ، عدد حه f x x m . 
 الحل

I-g الدالة المعرفّة على ً ه 1;3ً :  كما لٌ   2ln 1
1

x
g x x

x
  


. 

ٌّرات الدالة (1 ٌّراتهاg دراسة تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

     
1 1

1lim lim 2 1 ln 1
1x x

g x x x x
x 

 

       
 

ألنّ    
1 0

lim 2 1 ln 1 lim 2 ln 0
x x

x x t t
 

 

    و 
1

1lim
1x x



 


. 

 
33 2ln 4
4

g   

 تقبل اإلشتقاق على gالدّالة  1;3 ولدٌنا  : 
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 
 

 

   
2 2 2

2 1 12 1 2 1'
1 1 1 1

x x
g x

x x x x

  
   

   
 

إشارة  'g xً ه 2 نفس إشارة  من  1x . 

3 1
2
 1  x 

+                      0            'g x 

هكذا أنّ الدّالة  ;11 متناقصة تماما على المجال gنستنتج 
2

 
  
 

دٌة تماما على المجال  1 ومتزا ;3
2

 
 
 

. 

ٌّرات الدّالة   .gجدول تغ

3           0           1
2


       

       1   x 

     +             +    0                'g x 
34ln 2
4


                                

      

             0                         0      
   2ln 2 1  

 

 g x 

 
نٌ أنّ المعادلة(2 ٌ : تب  0g x هما معدوم واآلخر 0,8حٌقّق  تقبل حلنٌ أحد 0,7   . 

;11 مستمرة ومتناقصة تماما على المجالgالدّالة
2

 
  
 

ً المجال مها ف ٌ  وتأخذ ق 2ln 2 1;   و

 0 2ln 2 1;    إذن المعادلة   0g x  دٌا ً المجال  تقبل حال وح ;11 ف
2

 
  
 

 g وكذلك لدنٌا الدّالة 

دٌة تماما على المجال 1مستمرة ومتزا ;3
2

 
 
 

ً المجال  مها ف ٌ 32ln وتأخذ ق 2 1;4ln 2
4

 
   
 

 و 

30 2ln 2 1;4ln 2
4

 
    
 

دٌا  إذن المعادلة ً المجال  تقبل حال وح 1 ف ;3
2

 
 
 

وبما أنّ . 

   
00 2ln 0 1 0

0 1
g    


0 فإنّ   ولدٌنا  0,8 0,8g   و  0,7 0,8g    أي 

   0,8 0,7 0g g    0,8 ومنه 0,7    

ٌّم(3 نٌ، حسب ق ٌ  إشارة xتع g x. 
3 0                         1 x 

         +        0          0+         g x 
4 )h الدالة المعرفّة على المجال ً ه 1;3بـ :   

2
h x g x   . 

حساب(أ  'h x بداللة كل من  g x و  'g x. 
     ' 2 'h x g x g x  

 
 

  0g x 
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نٌٌ اشارة (ب  تع 'h x. 

3 0 1
2

  1 x 

 +  0         0     +  g x 
 + +     0              'g x 
 + 0             0          +                       'h x 

دٌة تماما على كل من hالدالة  ;1 متزا
2


 

 
 

  و  0;3 ومتناقصة تماما على كل من 1; 1 و ;0
2

 
 
 

. 

ٌّرات الدالة   .hجدول تغ

3 0 1
2


 
  1 x 

             +       0         0          +        0   'h x 
 3h  

22ln 2 1   
  
 0                                          0                           

 

 h x 

II-f الدالة المعرفّة على المجال ً ه 1;3ً :   كما لٌ
 

 

 

2

, 0
ln 1

0 0

x
f x x

x

f


 


 

. 

 fC ً ها البٌانً ف طالمستوي المنسوب إلى  تمثلٌ َ يعهى يرعايد ٔيرجا ; ,O i j
 

. 

ه-1 ٍٍ  .تقبل االشتقاق عند الصفرf أنّ اندانح  تث

     

   

2

0 0 0 0

0 ln 1 1lim lim lim lim 1
ln 10 ln 1x x x x

x

f x f x x

xx x x

x

   

 
   

 
   ألنّ  

0

ln 1
lim 1
x

x

x


 

 .0 تقبل اإلشتقاق عند fإذن الدالة
كتابة معادلة لـ Tمماس   fC النقطة ذات الفاصلة ً  .0 ف

    ' 0 0 0y f x f   ومنه    :T y x 

ه، من أجل (  أ -2 ٌّن أنّ ب 
 

 
2'

ln 1

xg x
f x

x


  

. 

من أجل    1;0 0;3x   لدٌنا ،: 

 
 

  

 

  

 

  

2

2 2 2

1 2ln 12 ln 1 . 11'
ln 1 ln 1 ln 1

x
x xx x x xg xxxf x

x x x

 
       

  
 

 
 
 


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ٌّر الدالة   fاستنتاج اتجاه تغ
3                  0                       1 x 

         +        0           0  +  g x 
        +          0                    x 

        +                +      0          'f x 
هكذا أنّ الدالة   متناقصة تماما على المجال fنستنتج  1; دٌة تماما على المجال  ومتزا ;3. 

نٌ أنّ ( ب ٌ : تب   2 1f    . 

  0g    معناه 2ln 1 0
1





  


تكافئ 

 
ln 1

2 1





 
 

تكافئ 
 

 2 11
ln 1



 





 

ومنه  
 

 
 

22 2 1
2 1

ln 1
 

 
 


  


 أي    2 1f    . 

نٌٌ حصرا لـ  تع f . 
0,8 0,7    1,6 معناه 2 1,4    ٌكافئ  و 1,4 2 1,6......... 1   

ولدٌنا  0,2 1 0,3......... 2   

إذن  0,28 2 1 0,48     ومنه  0,48 2 1 0,28      أي  0,48 0,28f    . 

حساب( جـ 3f و  
1

lim
x

f x




. 

 
 

23 93
ln 3 1 ln 4

f  


 

 
 

2

1 1
lim lim 0

ln 1x x

x
f x

x 
 

 


2ألنّ  

1
lim 1

x

x




 و  
1

lim ln 1
x

x




  . 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ
3                                   1 x 

             +            0          'f x 
9

ln 4                                           
0              

  

    f  

 

 f x 

 
نٌ أنّه من أجل كل  ( أ-3 ٌ من المجال xتب 1;3 ّففن : ln 1 0x x  . 

نضع   ln 1u x x x   

 ً  من xمن أجل كل عدد حققٌ 1;3 لدٌنا  : 
1' 1

1 1
x

u x
x x

  
 

 

إشارة  'u x نفس إشارة ً ه  x. 

من أجل  1;0 ، ' 0u x  ومن أجل  0;3 ، ' 0u x  
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 متناقصة تماما على المجال uإذن الدّالة 1;0 دٌة تماما على المجال  ومتزا 0;3ة صغرى على المجال ٌّ مة حد ٌ ولها ق

 1;3 ً ه و 0 0u ً  من المجال x إذن من أجل كل عدد حققٌ 1;3 ،  0u x  أي  ln 1 0x x  . 

دزاسح َضعٍح (ب fC تانىسثح إنى انمماس  T. 

 
 

 

 

  
 

 

 

22 ln 1ln 1
ln 1 ln 1 ln 1 ln 1

x x xx x x xu xx
f x x x

x x x x

  
     

   
 

 ln 1 0x    1ٚكافئ 1x   0 أيx  

  ln 1 0x    0ٚكافئ 1 1x   1 أي 0x   
3 0 1 x 

0            +                     x 
         +                     0        +     u x 

 + 0     ln 1x  
 + 0   +  f x x 

 fC ٕق ف T                       fC ٕق ف T 
                       T ٌمس fC 

ً النقطة   O                        ف

 
ضٕعحٛ  ان

 
ٍه معادنح نهمستقٍم -4 تعٍ 'T انمُاشي نـ  T اَنري ٌتقاطع مع  fC 3 فً انىقطح ذاخ انفاصهح. 

عًرمىٛ  يعادنح ان 'T م يٍ انشك  y x b  رٚماطع يع ّ َ ًا أ  تٔ fC اخ انفاصهح ُمطح ذ ٙ ان ُمطح 3 ف م ان ً ٕ شٚ ٓ   ف

93;
ln 4

A
 
 
 

إذٌ   9 3
ln 4

b  ّ ُ ئ  9 3
ln 4

b  . 

عًرمىٛ  ّ يعادنح ان ٛ ٔعه 'Tٙ ْ  9 3
2ln 2

y x  . 

زسم -5 T،  'Tَ  fC. 

 
 

(T)
(T')

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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6- ً ٍط انحقٍق سُ ٍمّ ان ة ق ٍا، حس ٍاو ُل انمعادنح mانمىاقشح ت : ، عدد حه f x x m . 
ٌن ً فواصل النقط المشتركة ب ه حلول المعادلة إن وُجدت  fCمٌ ذي المعادلة y والمستق x m . 

0mإذا كان   9أو 3
2ln 2

m  فإنّ المعادلة ال تقبل حال. 

0mإذا كان  فإنّ المعادلة لها حال واحدا مضاعفا . 
0إذا كان  1m فإنّ المعادلة لها حالن مختلفان . 

91إذا كان  3
2ln 2

m  ٌد  . فإنّ المعادلة لها حل وح

 التمرنٌ الخامس عشر
fدالة معرفّة بـ :   ln xf x x e  و  Cمعلم متعامد ومتجانس ً ها البٌانً ف  . تمثلٌ

ه من أجل كل أ ـ1. ٌّن أنّ ٌٕ  ℝ من x ب 1xxكٚ e . 
 .ℝمعرفّة على f استنتج أنّ ب ـ

اخ انرانحٛ أ ـ2. يٕ عًه ٍ صحح ان  : ذحمكّ ي
م م ك يٍ أج يٍ x      ـ   ℝ  ُٚا  ند   ln 1 xf x x xe   . 

م  م ك يٍ أج 0x      ـ  ،   ُٚا  ند  ln ln 1
xe

f x x
x

 
   

 
 

هاٌات الدالة ب ـ ٌّن ن  . و عند f ع
مٌ جـ ـ  استنتج من السؤال السابق أنّ المستق dذا المعادلة y x  مقارب مائل لــ  C بجوار. 

ة 3. ٌ ها ً ن ه ما  lnf x x   عند ماذا تستنتج ؟ ؛  

ٌّرات الدالة 4. ٌّراتهاfادرس تغ  .وشكّل جدول تغ

ارسم 5. d، Cو  ٌث  ح  للدالة ً ٌل البٌان lnx التمث x. 

 :الحل
fدالة معرفّة بـ :   ln xf x x e  و  Cمعلم متعامد ومتجانس ً ها البٌانً ف  . تمثلٌ

نٌ أنّه من أجل كل1. ٌ كنُ  ℝ من xأ ـ تب ٌ1xx e . 
نضع   xg x x e   

:  ولدٌنا ℝ تقبل اإلشتقاق على gالدّالة  ' 1 xg x e  . 

 ' 0g x  ِ 1 يعُا 0xe   ٚكافئ ٔ 1xe   ٘0 أx  

 ' 0g x  ِ 1 يعُا 0xe   ٚكافئ ٔ 1xe   ٚكافئ ٔ 0x  ٘0 أx  

 ' 0g x  ِ 1 يعُا 0xe   ٚكافئ ٔ 1xe   ٚكافئ ٔ 0x  ٘0 أx . 

ًجال gإذٌ اندانح ٗ ان ًايا عه  يرُالصح ذ ;0 ًجال ٗ ان ًايا عه دٚج ذ  ٔيرصا 0; ٙ ْ غسٖ ٔ ًح حدحٚ ص ٛ ٓا ل نٔ  

 0 1g ٙ مٛ م عدد حم م ك يٍ أج  ّ ٛ x، ٔعه  1g x  ٘1 أxx e  . 

 .ℝمعرفّة على   f  ب ـ استنتاج أنّ 

 ٙ مٛ م عدد حم م ك يٍ أج ُٚا  x ،1xxند e    ّ ُ 0xxئ e   اندّانح ٌ  .ℝمعرفّة على  f إذ
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ماخ انتانحٍ 2. ُ ه صحح انمعه  :أ ـ انتحققّ م
م  م ك يٍ أج يٍ x      ـ   ℝ   ُٚا ند   ln 1 xf x x xe   . 

         ln ln 1 ln ln 1 ln 1x x x x x xf x x e e xe e xe x xe             

م  م ك يٍ أج 0x      ـ  ،   ُٚا  ند  ln ln 1
xe

f x x
x

 
   

 
 

   ln ln ln ln ln 1
x x

x x e e
f x x x e x

x x

 
    

         
   

 

اٌات الدالة  نٌٌ نه  . و عند fب ـ تع
   lim lim ln x

x x
f x x e 

 
    

   lim lim ln 1x

x x
f x x xe

 
      ّألنlim

x
x


   و lim 1 1x

x
xe


  

ٌم  جـ ـ استنتاج من السؤال السابق أنّ المستق d ذا المعادلة y x  مقارب مائل لــ  C  بجوار. 

لدٌنا    lim lim ln 1 0x

x x
f x x xe

 
    مٌ  ومنه المستق d مقارب مائل لــ  C  بجوار. 

.3  lim ln lim ln 1 0
x

x x

e
f x x

x



 

 
       

 
lim ألنّ  1 1

x

x

e

x




  

ٌّرات الدالة 4.  .fدراسة تغ

 
1'

x

x

e
f x

x e









ً x ،0xx ؛ لدٌنا من أجل كل عدد حققٌ e   نفس إشارة ً ه 1 ومنه إشارة  xe . 

 ' 0f x  ٌكافئ  0x  

 ' 0f x  ٌكافئ  0x  

ًجال fإذٌ اندانح  ٗ ان ًايا عه  يرُالصح ذ ;0 ًجال ٗ ان ًايا عه دٚج ذ  ٔيرصا 0; 
ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

                    0                   x 

             +          0             'f x 
                                           

  
 
0 

 

 f x 

 
رسم 5. d، Cو  ٌث  ح  للدالة ً lnx التمثٌل البٌان x. 
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 التمرنٌ السادس عشر

I- بالعبارة معرفّة على المجال الدّالة  :. 

ٌّر الدالة -1  .على المجال  ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّ المعادلة -2 دٌا  ب ٌث تقبل حال وح  .: وأنّ :  ح

ٌّم -3  . إشارة  استنتج، حسب ق

II-بالعبارة  معرفّة على المجال الدّالة  :. 

ً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  منحنى  .  ف

 . و احسب -   1

ه، من أجل كل -   2  . : من  أثبت أنّ

ٌّر الدالة -   3 ٌّراتها ادرس اتجاه تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ
ٌّن أنّ -   4  .، ثمّ استنتج حصرا للعدد :  ب

 . على المجال  مثّل المنحنى-   5

III- بالعبارة المعرفّة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة  :. 

 . فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات اإلحداثتٌٌن 

 . تعطى بالعبارة  أثبت أنّ المسافة -1

 .:  بالعبارة معرفّة على المجال  الدّالة -2

ٌّن أنّ للدالتٌن أ ـ ٌّر على المجال  و ب  .  نفس اتجاه التغ

ً النقطة ب ـ ٌّن إحداثتٌ ٌث تكون المسافة  من  ع ٌمكن، بح  . أصغر ما 

ٌّن أنّ جـ ـ  .:  ب

 

(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

g 1;      
21 2 ln 1g x x x    

g 1; 

  0g x 0,31 0,32    
2ln 1 2 1    

x g x

f 1;       
221 2 ln 1f x x x    

 fCf ; ,O i j
 

 
1

lim
x

f x



 lim

x
f x



x 1;  
 2

'
1

g x
f x

x




f

      2 21 1 1f       f 

 fC 1;2

 h 1;    ln 1h x x 

A 1;2M x

AM AM f x

k 1;    k x f x

kf 1; 

B AM

   
21 1 1AB     
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 الحل
I- بالعبارة معرفّة على المجال الدّالة  :. 

ٌّر الدالة - 1  .على المجال دراسة اتجاه تغ
 تقبل على اإلشتقاق علىgالدّالة 1; ً  من المجالx ولدٌنا من أجل كل عدد حققٌ 1; : 

   
1' 2 1

1
g x x

x
  


 

ً  من المجال xمن أجل كل عدد حققٌ 1;  ،1 0x   1 و 0
1x



 ومنه  ' 0g x  إذن الدالة g دٌة  متزا

تماما على  1; . 

نٌ أنّ المعادلة -2 ٌ وحٌدا تب ٌث تقبل حال   .: وأنّ :  ح
ها تقبل اإلشتقاق علىمستمرة على  gالدّالة  ألن 1;  هذا المجال و خاصة على دٌة تماما على  ً متزا ه و

المجال  0,31;0,32 ولدٌنا  0,31 0,01g   ، 0,32 0,02g أي    0,31 0,32 0g g  ومنه حسب 

دٌ  ً وح ٌوجد عدد حققٌ مٌ المتوسطة  هنة الق  من المجال مبر 0,31;0,32 ٌث  بح  0g   

  0g   معناه    
21 2 ln 1 0     أي   

2ln 1 2 1    . 

ٌّم -3  . إشارة  استنتاج، حسب ق
من أجل  1;x   لدٌنا    g x g  أي   0g x  

ومن أجل  ;x   لدٌنا    g x g  أي   0g x  و    0g  . 

II-بالعبارة  معرفّة على المجال الدّالة  :. 

ً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  منحنى  .  ف

 . وحساب-   1

لدٌنا   
2

lim 2 ln 1
x

x


    و  
2lim 1

x
x


   

إذن       
22lim lim 1 2 ln 1

x x
f x x x

 
      . 

  
2

1
lim 2 ln 1

x

x




    ومنه       
22

1 1
lim lim 1 2 ln 1

x x

f x x x
 

 

           . 

 . : من إثبات أنّه، من أجل كل -2

 تقبل اإلشتقاق علىfالدّالة 1; ولدٌنا : 

        
       

22 2 ln 1 2 1 2 2 ln 11' 2 1 2 2 ln 1 2 1
1 1 1

x x x
f x x x x

x x x

      
         

   

 
     

22 1 2 ln 1 2
'

1 1

x x g x
f x

x x

    
  

 
 

 
 

g 1;      
21 2 ln 1g x x x    

g 1; 

  0g x 0,31 0,32    
2ln 1 2 1    

 1; 

x g x

f 1;       
221 2 ln 1f x x x    

 fCf ; ,O i j
 

 
1

lim
x

f x



 lim

x
f x



x 1;  
 2

'
1

g x
f x

x



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ٌّر الدالة -3  .دراسة اتجاه تغ

 من المجال xمن أجل كل 1;  ،2 0
1x



 ومنه إشارة  'f x من نفس إشارة ً ه   g x. 

 سالبة على f'أي 1; وموجبة على  ;  

هكذا أنّ الدالة   متناقصة تماما على fنستنتج  1; دٌة تماما على  ومتزا ; . 
ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

  1 x 

 +          0           'f x 
  

  

                     f    

 

 f x 

 
نٌ أنّ -4 ٌ  : تب

لدٌنا    
2ln 1 2 1     إذن             

222 2 21 2 ln 1 1 2 2 1f                

          2 4 2 21 1 1 1 1f            
 

 .ج حصرا للعدد ااستنت

ٌكافئٌكافئمعناه و

أي  ومنه 

. 
 . على المجال تمثٌل المنحنى-   5

 
III- بالعبارة المعرفّة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة  :. 

 . فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات اإلحداثتٌٌن 

 . تعطى بالعبارة إثبات أنّ المسافة -1

لدٌنا   ;ln 1M x x  ومنه 

           
2 22 21 ln 1 2 1 2 ln 1AM x x x x f x           

f

      2 21 1 1f      

 f 

0,31 0,32 1,31 1 1,32   
21,7161 1 1,7424  

 
22,7161 1 1 2,7424       2 21,7161 2,7161 1 1 1 1,7424 2,7424       

 4,6611 4,7789f  

 fC 1;2

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8
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4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 h 1;    ln 1h x x 

A 1;2M x

AM AM f x
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 .:  بالعبارة معرفّة على المجال  الدّالة -2

نٌ  نٌ أنّ للدالت ٌ ٌّر على المجال  و أ ـ تب  .  نفس اتجاه التغ
 تقبل اإلشتقاق على fالدالة  1;  هذا المجال إذن الدالة ً موجبة على  ه  تقبل اإلشتقاق على k و 1;  

ولدٌنا   
 

 

'
'

2
f x

k x
f x

 

 من المجال xمن أجل كل 1; ، 2 0f x ومنه إشارة  'k x نفس إشارة ً ه   'f x للدالتٌن ً   وبالتال

ٌّر على المجالو   نفس اتجاه التغ 1; . 
 .ٌمكن إتباع طرٌقة اتجاه تغٌر مركب دالتنٌ: مالحظة

نٌٌب ـ  ً النقطة تع  . أصغر ما ٌمكن، بحثٌ تكون المسافة  من  إحداثٌت
 متناقصة تماما على kلدنٌا الدّالة  1; دٌة تماما على  ومتزا ;  ة صغرى على المجال ٌ مة حد ٌ ً تقبل ق  فه

 1;  ها من أجل x تبلغ ومنه AM ٌمكن من أجل xتكون أصغر ما   أي عند النقطة   ;ln 1B    

نٌ أنّ  ٌ  .: جـ ـ تب

            
2 2 21 1 1 1 1 1AB k f               

 التمرنٌ السابع عشر

I- عَرثس اندّانح ٗ عًسفّح عه  .:  تانعثازجℝ ان

 . و احُسب -1

ٌّر الدّالة -2 ها ادرس اتجاه تغ ٌّرات  . وشكل جدول تغ
 .ℝ على  استنتج إشارة -3

II - كٍ اندانح ٗ نر عًسفّح عه مℝ ان  .:  تانشك

ضٔع ) احُسب -1 كٍ  ً ٚ  ). 

2- ً ه، من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ  .: ب

 .ـ استنتج 

ٌّر الدّالة-3 ها ادرس اتجاه تغ ٌّرات  .  وشكل جدول تغ
 . بواسطة الدالة ℝ   ـ استنتج مجموعة صور 

ٌّن أنّ المعادلة-4 دٌا :  ب  . تقبل حال وح

ً مستو مزود بمعلم متعامد ومتجانس  منحنى الدالة  ارسم -5  .  ف

6- ً ٌّم الوسٌط الحققٌ  .:  عدد حلول المعادلة ناقش بٌانٌا، حسب ق

 
 

k 1;    k x f x

kf 1; 

k

f

B AM

   
21 1 1AB     

g   
1ln 1

1
x

x
g x e

e

  


 lim
x

g x


 lim
x

g x


g

 g x

f   ln 1x xf x e e 

 lim
x

f x


1
x

t
e



x   ln 1x x xf x xe e e   

 lim
x

f x


f

f

 
1
2

f x 

 fCf ; ,O i j
 

m ln 1 0x xe e m  
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 :الحل

I- عَرثس اندّانح ٗ عًسفّح عه  .:  تانعثازجℝ ان

 . وحساب-1

 lim ln 1 x

x
e 


   1 وlim 1

1 xx e



 ومنه    

1lim lim ln 1
1

x

xx x
f x e

e



 
    


 

 lim ln 1 0x

x
e 


  1 وlim 0

1 xx e



 ومنه    

1lim lim ln 1 0
1

x

xx x
f x e

e



 
   


 

ٌّر الدّالة -2  دراسة اتجاه تغ
ℝً تقبل اإلشتقاق على gالدّالة  :x ولدٌنا من أجل كل عدد حققٌ

 
       

2 2 2 2
1 1 1'

1 11 1 1 1

x x x x x

x xx x x x

e e e e e
g x

e ee e e e





     
     

    
 

ً x ،من أجل كل عدد حققٌ ' 0g x  الدّالة ً  .ℝ متناقصة تماما على g وبالتال
ٌّرات الدّالة   .gجدول تغ

                x 

     'g x 
                                     

 
0 

 g x 

 

 .ℝ على ج إشارة ا استنت-3
gًنالحظ من جدول تغٌرات الدالة  ه من أجل كل عدد حققٌ x، أنّ  0g x . 

II - كٍ اندانح ٗ نر عًسفّح عه مℝ ان  .:  تانشك

. حساب-1

1نضع 
x

t
e

 1 عندئذxe
t

إذا كان x ئٌول إلى  ّفإن t 0 ئٌول إلى. 

   
 

0 0

ln 11 1lim lim ln 1 lim ln 1 lim 1x

xx x t t

t
f x e t

e t t   

 
      

 
 

2- ً نٌ أنّه، من أجل كل عدد حقٌق ٌ  .: تب

لدٌنا           ln 1 ln 1 ln 1 ln 1x x x x x x x x x xf x e e e e e e x e xe e e              
 

 

 .ـ استنتاج 

limلدٌنا  0x

x
xe


  و  lim ln 1 0x x

x
e e


  ومنه    lim lim ln 1 0x x x

x x
f x xe e e

 
     

ٌّر الدّالة-3  .دراسة اتجاه تغ

       
1' ln 1 ln 1

1 1

x
x x x x x

x x

e
f x e e e e e g x

e e


 

 

 
       

  
 

g   
1ln 1

1
x

x
g x e

e

  


 lim
x

g x


 lim
x

g x


g



 g x

f   ln 1x xf x e e 

 lim
x

f x


x   ln 1x x xf x xe e e   

 lim
x

f x


f
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ً x،لدٌنا من أجل كل عدد حققٌ  0g x ومنه  ' 0f x إذن الدّالة f دٌة تماما على  .ℝ متزا
ٌّرات الدّالة   .fجدول تغ

  x 

  'f x 
1 
 

 
0 

 

 f x 

 

 
 . بواسطة الدالة ℝج مجموعة صور ا   ـ استنت

ٗ fاندانح  ًايا عه ُٚا ℝ يعرًسج ٔزذثٛح ذ نٔد      ; 1;2f    

نٌ أنّ المعادلة-4 ٌ وحٌدا : تب  . تقبل حال 

دٌة تماما على fالدالة ً المجالℝ مستمرة ومتزا مها ف ٌ  وتأخذ ق 1;2 و 
1 1;2
2
 إذن المعادلة  

1
2

f x  تقبل حال 

دٌا   .وح
 رسم -5
6- ً ٌط الحقٌق ٌّم الوس ٌا، حسب ق ٌان  عدد المناقشة ب

 .: حلول المعادلة

 ln 1 0x xe e m   ذكافئ  ln 1x xe e m  ٘أ 

 f x m 
اٌ  0mإذا ك  ٔ1 أm م ٘ ح م أ عًادنح ال ذمث ٌّ ان  . فإ

اٌ  0إذا ك 1m أحدا عًادنح ذمثم حال  إٌ ان  . ف

 

ه عشس ه انثام  انتمسٌ

كٍ  ٙ fنر هٚ ًا  ًعسفح ت :  اندانح انعددحٚ ان
     

 

ln ; 0; ;
1 ln

0 1

x
f x x e e

x

f


  


  


 

 ٙ ً عَ       fC م نهدانح ثًً ٙ ان ُ ُح ً ط fان َ رًعايد ٔ انًرجا عًهى ان ٗ ان ٕب ان عُ ً ٕ٘ ان عًر ٙ ان  ف , ,O i j
 

 

ٌَ  (أ (1 ٍ أ ٛ ت 
0

lim 1
x

f x


  (  ضٔع كٍ  ً ٚlnt x)  ثى أدزض اظرًسازحٚ اندانحfُد نًٍٛٛ 0 ع يٍ ا  . 

عة  ( ب أح   
0

0
lim
x

f x f

x

 ظٛا دُ ْ ٛجح   . ثى فعس انرُ

2)   ٌَ ٍ أ ٛ ت lim 1
x

f x


  ظٛا دُ ْ ٛجح   . ثى فعس انرُ
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 
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2
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 fC
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ٙ  (أ (3 مٛ م عدد حم م ك يٍ أج  ّ َ ٛث ، xتٍٛ أ  ح   0; ;x e e  : 
 

2
1'

1 ln
f x

x x



. 

ٓا fاظرُرج اذجاِ ذغٛس اندانح  ( ب  . ٔ شكم جدٔل ذغٛساذ

ًاض  (4 ً رة يعادنح ان أك T ٙ ُ ُح ً  نه fC اخ انفاصهح ُمطح ذ دُ ان . 1 ع

م  (5 يٍ أج  ّ َ تٍٛ أ   0; ;x e e  ،  
 

32

1 ln''
1 ln

x
f x

x x





 ٙ ُ حُ ً ٌَ ان  ثى اظررُج أ fC َمطح م  مٚث  

ٓا  ُ ٛ ٛ هة ذع ف ٚط عَطا  .ا
عة (6 أح 4f أزظى  T ٔ  fC. 

ٗ gعَرثس اندانح انعددحٚ  (7 ًعسفح عه  ان ;e e  تـ :   g x f x. 

ٌَ اندانح  ( أ ٍ أ ٛ  .شٔجحٛ  gت

ٗ  ( ب لٕ عه اشسح كفٛحٛ انحص gC ٍي اَطاللا    fC ثى ازظى  gC. 

 انحم

كٍ  ٙ fنر هٚ ًا  ًعسفح ت :  اندانح انعددحٚ ان
     

 

ln ; 0; ;
1 ln

0 1

x
f x x e e

x

f


  


  


 

 ٙ ً عَ       fC م نهدانح ثًً ٙ ان ُ ُح ً ط fان َ رًعايد ٔ انًرجا عًهى ان ٗ ان ٕب ان عُ ً ٕ٘ ان عًر ٙ ان  ف , ,O i j
 

 

1 ه (أ ٍٍ  أنَ تث 
0

lim 1
x

f x


  ثم أدزس استمسازٌح اندانح fه 0 عىد ٍمٍ ه ان .  م

lntضَع  x ٌا 0 إذا ك 0xx  ٌإ t ف  

0 0

lnlim lim lim 1
1 ln 1tx x

x t

x t   

   
 

  

 ٌّ ًا أ ت   
0

lim 0 1
x

f x f




   إٌ اندانح ٗ ًٍٚٛ f ف  .0 يعرًسج عه

 حساب (ب   
0

0
lim
x

f x f

x

 .

   
0 0 0 0

ln 110 11 ln 1 lnlim lim lim lim
lnx x x x

x
f x f x x

x x x x x x   
   

      


 

 ٌّ أل 
0

lim ln 0
x

x x x






  

دُ f اندانح :انتفسٍس ُمطح 0 ال ذمثم اإلشرماق ع دُ ان ّ ع ًاظا ن ٛة ي ٕز انرساذ م حايم يح مٚث  ٙ َ ْا انثٛا حُا ُ ئ   
ْا  ٙ إحداثٛا انر 0; 1 

2ه ٍٍ  أنَ   تث lim 1
x

f x


  َ ٍا تفسٍس دح ٌىدس .  انىتٍ

 
lnlim lim lim 1

1 ln 1x x x

x t
f x

x t  
   

 
 

: انتفسٍس fC 
 ّ م يعرمىٛ يمازب يعادنر 1yمٚث   تجٕاز . 
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3 ه (أ ٍٍ ٍقً تث ه أخم كم عدد حق ً م ٍث ، x أو  ح   0; ;x e e  : 
 

2
1'

1 ln
f x

x x



. 

 
 

 

 

   
2 2 2

1 1 11 ln ln 1 ln ln 1'
1 ln 1 ln 1 ln

x x x x
x x xf x

x x x x

   

  
  

 

داي تغٍس اندانح استىتاج (ب   f ات
م  م ك يٍ أج   0; ;x e e  ٌٕ  كٚ ' 0f x  اندانح ٙ ٗ f ٔتانران ًايا عه دٚج ذ  يرصا 0;e ٔ  ;e  

 .fخدَل تغٍساخ اندانح 
                 e   0         x 

 + +  'f x 
1                     

 
 

                   1 

 
 f x 

4معادنح انمماس  كتاتح  T ًى  نهمىح fC 1 عىد انىقطح ذاخ انفاصهح .

    ' 1 1 1y f x f   ّ ُ  ئ 1 1y x  1 أيy x . 

5ه ٍٍ ه أخم  تث ً م  أو   0; ;x e e  ،  
 

32

1 ln''
1 ln

x
f x

x x





 ً  ثم استىتح أنَ انمىحى fC ٌقثم وقطح   

ٍىٍا  هة تعٍ اف ٌط . اوعط

2: تركٍس

1 '' f

f f

 
 

 
 

م  يٍ أج   0; ;x e e ُٚا  : ند

 
   

 

   

 

2
2

4 42 2

11 ln 2 1 ln 1 ln 2 1 ln
"

1 ln 1 ln

x x x x xx
f x

x x x x

  
            

     
 

 

 
  

   
4 32 2

1 ln 1 ln 2 1 ln"
1 ln 1 ln

x x x
f x

x x x x

    
 

 
 

إشازج  "f x ط إشازج ٙ فَ ْ  1 ln x ٌأل   
32 1 ln 0x x  م م ك يٍ أج     0; ;x e e  

 " 0f x  ٙ ُ 1 ذع ln 0x  ذٔكافئ  ln 1x   ٘1 أ
x

e
 

 " 0f x  ٙ ُ 1 ذع ln 0x  ذٔكافئ  ln 1x   ٘1 أ
x

e
 

 1
e

 0 x 

 +       0                  "f x 
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 "f x دُ انعدد 1 ذعُدو ع
e

رٍٛ  ٛ اخ اإلحداث ُمطح ذ ّ ان ُ ٓا ٔ ي يٍ إشازذ  ٔذغٛس 
1 1;

2e

 
 

 
 ٗ ُ ُح ً عَطاف نه َمطح إ  ٙ ْ  

 fC. 

6حساب  4f ثم ازسم  T َ  fC. 

 
7  ٚعَرثس اندانح انعددحg ٗ ًعسفح عه  ان ;e e   تـ :   g x f x. 

ه (أ ٍٍ g أنَ اندانح تث
. شَخٍح  

ُٚا  عُثح نـ gDند ُاظس تان  0 ير

       g x f x f x g x     

ُل عهى شسذ ( ت  كٍفٍح انحص gC ه  اوطالقا م fC ثم ازسم  gC. 

       

       

; 0; ;

; ; ;0

g x f x x e e

g x f x x e e

    


      

 

ًا  ن   0; ;x e e   ٌٕ  كٚ gC ٗ  يُطثك عه fC ًا أٌ اندانح إٌ g تٔ ٛح ف  شٔج gC يرُاظس ٌٕ  كٚ

ٛة  ٕز انرساذ عُثح نًح  تان
ه انتاسع عشس  :انتمسٌ

1- g دالة معرفّة على المجال 1;ً :  كما لٌ  2 lng x x x . 
ة الدالةأ ـ     ٌ ها ٌؤولg احسب ن  . إلى xعندما 
ٌّر الدالة  ب ـ     .g ادرس اتجاه تغ
ًجـ ـ     ه، من أجل كل عدد حققٌ ٌّن أنّ من المجال  x ب 1; ّفإن   0g x  

 دالة معرفّة على المجال f لتكن-2 1; ً :  كما لٌ 
6ln

2 ln
x

f x
x x




 

ٌمكن كتابةأ ـ      ه  ٌّن أنّ ب f x  على الشكّل  

ln6

ln2

x

xf x
x

x





 من أجل  1;x  . 

 احسب ب ـ     lim
x

f x


 ، ماذا تستنتج ؟

(T)
(Cf)(Cg)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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ٌّر الدالة  جـ ـ     .f ادرس اتجاه تغ
ٌّرات الدالةد ـ     fً شكّل جدول تغ ٌّم العدد الحققٌ ً ق ه ما  ،kٌث تقبل المعادلة  بح f x kٌن ٌز ٌن متما  . حلّ
 جد معادلة للمماس هـ ـ     1ً  للمنحن fC 1 عند نقطته التً فاصلتها . 

ٌث           ح fCللدالة ً ٌل البٌان ً المعلم المتعامد والمتجانس f ٌرمز إلى التمث   ف ; ,O i j
 

. 

 المعرفّة على المجالhنعتبر الدالة -3 1;بالعبارة :   xh x f e  
     و hC المعلم السابق ً ها البٌانً ف   تمثلٌ

ٌّرات الدالة أ ـ      .h شكل جدول تغ
 جد معادلة للمماس ب ـ     2 ً  للمنحن hC 1 عند نقطته التً فاصلتها. 
 ارسم كال من جـ ـ     1، 2،و . 

 :انحم
1- g دالة معرفّة على المجال 1;ً :  كما لٌ  2 lng x x x . 

اٌة الدالة  . إلى xعندما ٌؤولg    أ ـ حساب نه
 lim lim 2 ln

x x
g x x x

 
    

ٌّر الدالة   .g    ب ـ دراسة اتجاه تغ

 تقبل اإلشتقاق على gالدالة 1; ولدٌنا  
1' 2g x
x

  

 من المجال xمن أجل كل  1; ، ' 0g x  الدالة ً دٌة تماما على g وبالتال  متزا 1;. 
ً نٌ أنّه، من أجل كل عدد حقٌق ٌ من المجال  x    جـ ـ تب 1; ّففن   0g x  

1xمن أجل   لدٌنا    1g x g أي   2g x  ومنه   0g x  

 دالة معرفّة على المجال f لتكن-2 1; ً :  كما لٌ 
6ln

2 ln
x

f x
x x




 

ٌمكن كتابة نٌ أنّه  ٌ     أ ـ تب f x  على الشكّل  

ln6

ln2

x

xf x
x

x





 من أجل  1;x  . 

 

6ln ln66ln
lnln2 ln 22

x xx
x x xf x

xxx x
x

xx

 
 
   

  
 

 

 

    ب ـ حساب  lim
x

f x


. 

lnlimلدٌنا  0
x

x

x
 و lnlim 2 2

x

x

x
  ومنه  

ln6
lim lim 0ln2

x x

x

xf x
x

x

 
 



 

ٌّر الدالة   .fجـ ـ دراسة اتجاه تغ
 تقبل اإلشتقاق على fالدّالة 1;ولدٌنا : 

 
 

   

 

 
2 2 2

6 1 6ln 6ln2 ln 2 6ln 12 12ln 12 1 ln
'

2 ln 2 ln 2 ln

x xx x x x xx x x xf x
x x x x x x

 
          

  
 

 fC hC
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  ' 0f x  1 معناه ln 0x  ٌكافئ  ln 1x  أي x e 
 ' 0f x  1 معناه ln 0x  ٌكافئ  ln 1x  1 أي x e  
دٌة تماما على fإذن الدالة  متزا 1;e ومتناقصة تماما على  ;e . 

 .fجدول تغٌرات الدالة 
 e 1 x 

  0       +  'f x 

          
6

2 1e 
 

0 0 

 

 f x 

ً ٌّم العدد الحقٌق نٌ ق ٌ  بحٌث تقبل المعادلةkتع f x kٌن ٌز نٌ متما  . حلّ

المعادلة  f x k  ٌم ٌزٌن من أجل ق ;60 من المجال kتقبل حلٌن متما
2 1e

 
  

. 

إجٌاد معادلة للمماس  هـ ـ  1ًن  للمنح fC 1 عند نقطته التً فاصلتها . 
    ' 1 1 1y f x f   ومنه  3 1y x  أي  1 : 3 3y x   

 المعرفّة على المجالhنعتبر الدالة -3 1;بالعبارة :   xh x f e  
     و hC المعلم السابق ً ها البٌانً ف   تمثلٌ

ٌّرات الدالة  ٌل جدول تغ  . h    أ ـ تشك
ة متبوعة بالدالة  hنالحظ أن الدالة  ٌ ً مركب الدالة األس ه  f (  exph f ) 

ة   ٌ دٌة تماما على المجالexpلدٌنا الدالة األس  متزا 1; المجال ً مها ف ٌ  وتأخذ ق ;e  والدالة  f ما  متناقصة تما
 على المجال ;e هما دالة متناقصة تماما على المجال  إذن تركبٌ 1;أي الدالة  h  متناقصة تماما على المجال  

 1; 

لدٌنا      1 61
2 1

h f e f e
e

  
 

     lim lim lim 0x

x x t
h x f e f t

  
   

 
 

    ب ـ جد معادلة للمماس  2 ً  للمنحن hC 1 عند نقطته التً فاصلتها. 

    ' 1 1 1y h x h   6 ومنه
2 1

y
e




 أي  2
6:

2 1
y

e
 


 

    جـ ـ رسم كال من  1، 2،و .  fC hC

 1 x 

6
2 1e  

 
0  

 

 h x 
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