
 

 

 

 

 

 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓    المعرفة و الق ابلة للاشتق اق على
;1−]المجال    في الشكل المق ابل. [3
 عين إشارة    بقراءة بيانية𝑓(𝑥)  ثم إشارة ،𝑓′(𝑥). 

   نعتبر الدالة𝑔   1−]معرفة على المجال;  حيث:  [3

                 𝑔(𝑥) = [𝑓(𝑥)]2
 

 أحسب𝑔′(𝑥)    بدلالة𝑓(𝑥) و𝑓′(𝑥). 

   استنتج إشارة𝑔′(𝑥)   1−]على المجال; 3]. 

   شكل جدول تغيرات الدالة𝑔   1−]على المجال; 3]. 
 

 

 

 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓 .في الشكل المق ابل 
  قراءة بيانية:ب

 .𝑓′(−1)و 𝑓′(1)و   𝑓(2)أحسب   .1

 (𝑐𝑓)للمنحنى   (𝑇)حتى تكون معادلة المماس  𝑎أوجد قيمة   .2
𝑦 :من الشكل 𝑐عند النقطة   = 𝑎𝑥 − 16 

 .𝑐عند النقطة   (𝑐𝑓)للمنحنى   (𝑇)أكتب معادلة المماس   .3

 .𝑅على   𝑓شكل جدول تغيرات الدالة   .4

 𝑓(𝑥). ثم أعطي حصرا ل  𝑓عين القيم الحدية المحلية لدالة   .5
;1−]على المجال   1]. 

;1−]استنتج في المجال   .6 𝑓(𝑥)حل المعادلة    [1 = 0 . 

;1−]على المجال   𝑓(𝑥)ثم استخرج إشارة    1]. 
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;1−]معرفة على المجال   𝑓نعتبر الدالة   𝑓(𝑥)كمايلي:  [3 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐    حيث𝑎 و 𝑏و 𝑐.أعداد حقيقية 
;𝑜)  جانسفي مستوي مزود بمعلم متعامد ومت 𝑓التمثيل البياني لدالة    (𝑐𝑓) ليكن     𝑖; 𝑗).   وحدة الطول(2cm.) 

 علما أن:𝑐 و𝑏 و 𝑎عين الأعداد   الجزء الأول:
   التمثيل البياني للدالة𝑓 يقبل في النقطة ذات الف اصلة  𝑥0 =  .3−، مماسا معامل توجيهه  1

 𝑓(2) =  .𝑓قيمة حدية محلية صغرى للدالة   2−

𝑎نضع   الجزء الثاني: = 1  ، 𝑏 = 𝑐 و3− = 2 
   أدرس إتجاه تغير الدالة𝑓   ثم شكل جدول تغيرات الدالة𝑓. 

   بين أن المنحنى يقبل نقطة إنعطاف𝐴 .يطلب تعيين إحداثياتها 

   عين معادلة المماس(𝑇)   للمنحنى(𝑐𝑓)   عند النقطة𝐴. 

   1−]حل في; 𝑓(𝑥)  المعادلة  [3 =  مع حامل المحورين. (𝑐𝑓)ثم استنتج  إحداثيات نقط تق اطع   0

   أنشئ(𝑇) و(𝑐𝑓). 

   نعتبر الدالة𝑔  1−]المعرفة على المجال; 3] :𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)|   أنشئ ،(𝑐𝑔). 

 

 

 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓    في الشكل المق ابل.  شتق اق على مجموعة تعريفهاللإالق ابلة 
 بقراءة بيانية:

   عين مجموعة تعريف الدالة𝑓. 

   إستخرج إشارة𝑓′(𝑥) .على مجموعة تعريفها 

   شكل جدول تغيرات الدالة𝑓. 

   عين بقراءة بيانية العدد المشتق للدالة𝑓   عند كل من −  .3−و 2−،  12

   استنتج معادلات المماسات للمنحنى(𝑐𝑓)   عند𝐶 
 .𝐸، 𝐷 و
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   نعتبر الدالة𝑔   2−]معرفة على; 𝑔(𝑥)كمايلي:  [2 = 2𝑥3 − 𝑥2 − 1  
;2−]على   𝑔أدرس تغيرات الدالة   .1 2]. 

 .𝑔(𝑥) جذر ، ثم عين تحليل ل   𝑔(𝑥)استنتج أن للعبارة   .2

 .𝑔(𝑥)، إشارة   𝑥حدد حسب قيم   .3

   نعتبر الدالة𝑓   2−]معرفة على; 0[ ∪ ]0; 𝑓(𝑥)كمايلي:  [2 = 𝑥3−𝑥2+13𝑥  
;𝑜)في مستوي مزود بمعلم متعامد ومتجانس   𝑓التمثيل البياني لدالة    (𝑐𝑓) ليكن   𝑖; 𝑗).   وحدة الطول(3cm.) 
;2−]من   𝑥بين أنه من أجل كل   .1 0[ ∪ ]0; 2]  :𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥)3𝑥2 

;2−]على   𝑓′(𝑥)تج إشارة  نإست .2 0[ ∪ ]0;  ، ثم شكل جدول تغيراتها.𝑓أدرس إتجاه تغير الدالة  و  .[2

12]  على المجال 𝑓(𝑥)صرا ل  أعطي ح .3 ; 1]. 

;2−]من   𝑥بين أنه من أجل كل   .4 0[ ∪ ]0; 2]  :2𝑥3 + 3𝑥2 − 1 = (𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑥 − 1) 

−معامل توجيههما   (𝑇2)و (𝑇1)يقبل مماسين   (𝑐𝑓)بين أن   .5  ، يطلب تعيين معادلتهما.43

 .(𝑐𝑓)و (𝑇2)و (𝑇1)  أرسمثم   تقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين إحداثياتها. (𝑐𝑓)بين أن   .6
 

 

   نعتبر الدالة𝑓   4−]معرفة على; 𝑓(𝑥)كمايلي:  [4 = 𝑥2+4𝑥+1𝑥2+1  
;𝑜)في مستوي مزود بمعلم متعامد ومتجانس   𝑓التمثيل البياني لدالة    (𝑐𝑓) ليكن   𝑖; 𝑗).  

;4−]من   𝑥بين أنه من أجل كل   .1 4]   :𝑓′(𝑥) = −4(𝑥2−1)(𝑥2+1)2 

 شكل جدول تغيراتها.  و، 𝑓أدرس إتجاه تغير الدالة   ثم 𝑓′(𝑥)إشارة  عين   .2

 .4يقبل مماسا وحيدا معامل توجيهه   (𝑐𝑓)المنحنى    بين أن .3

;𝐴(0بين أن النقطة   .4  .𝐴عنذ النقطة   (𝑇). وأكتب معادلة المماس  (𝑐𝑓)مركز تناظر للمنحنى   (1

 .(𝑐𝑓)و (𝑇)رسم  . ثم أ (𝑐𝑓)عين نقط تق اطع  مع المحورين   .5

   نعتبر الدالة𝑔   4−]معرفة على; 𝑔(𝑥)كمايلي:  [4 = 𝑓(|𝑥|) 
 دون رمز القيمة المطلقة. 𝑔(𝑥)  وأكتب ، 𝑔أدرس شفعية الدالة   .1

 إعتمادا على شرح كيفية رسمه.  (𝑐𝑔)أرسم     .2

   نعتبر الدالةℎ   2−]معرفة على; ℎ(𝑥)كمايلي:  [2 = 𝑓(𝑥2) 
;2−]من   𝑥بين أن من أجل كل   .1 2]:ℎ′(𝑥)  = 2𝑥𝑓′(𝑥2) 

;2−]على   ℎ′(𝑥)أدرس إشارة   .2  .ℎالدالة    ستنتج إتجاه تغيرا، و [2
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 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓    1−]المعرفة و الق ابلة للاشتق اق على المجال;  في الشكل المق ابل. [3
   بقراءة بيانية نعيين إشارة𝒇(𝒙): 

فوق حامل محور   (𝑐𝑓)نلاحظ من الشكل المق ابل التمثيل البياني  
;1−]الفواصل على المجالين   ;2]و [0 𝑓(𝑥)إذن    [3 ≥ على   0

;1−]  المجالين ;2]و [0 حامل محور    تحت (𝑐𝑓). وكذلك  [3
;0]الفواصل على المجال   𝑓(𝑥)إذن    [2 ≤ ;0]  على المجال 0 2] .

;1−]من  𝑥 ومنه من أجل كل يكون من   𝑓(𝑥)جدول إشارة    [3
 الشكل:

 بقراءة بيانية نعيين إشارة𝑓′(𝑥): 

على    ةمتناقص 𝑓أن الدالة     (𝑐𝑓)التمثيل البياني    نستنتج من
;1−]المجال 𝑓′(𝑥)إذن    [1 ≤ ;1−]  على المجال 0 1].  

;1]على المجال    ةومتزايد 𝑓′(𝑥)إذن    [3 ≥ ;1]  على المجال 0 3]. 

   نعتبر الدالة𝒈   𝟏−]معرفة على المجال; 𝒈(𝒙) حيث:   [𝟑 = [𝒇(𝒙)]𝟐
 

   حساب𝒈′(𝒙)    بدلالة𝒇(𝒙) و𝒇′(𝒙): 

′[𝑛[𝑓(𝑥)]]وفق ق اعدة مركب دالتين :  = 𝑛 × [𝑓(𝑥)]𝑛−1 × 𝑓′(𝑥) :إذن تطبيق ا للق اعدة ، 𝑔′(𝑥) = [[𝑓(𝑥)]2]′ = 2 × 𝑓(𝑥) × 𝑓′(𝑥) 
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 ج إشارة  ا استنت𝒈′(𝒙)   𝟏−]على المجال; 𝟑]: 

   تشكيل جدول تغيرات الدالة𝒈   𝟏−]على المجال; 𝟑]: 

 

 
 

 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓 .في الشكل المق ابل 
  قراءة بيانية:ب
 :𝒇′(−𝟏)و 𝒇′(𝟏)و   𝒇(𝟐)حساب   .1

   ب  2صورة(𝑐𝑓)   ونكتب: 2هو 𝑓(2) = 2. 

   الدالة𝑓   إذن    1تقبل قيمة حدية محلية صغرى عند الف اصلة 𝑓′(1) = معادلته   (𝑐𝑓)وهو معامل توجيه مماس ل  0 𝑦 = 2. 

   الدالة𝑓   1−تقبل قيمة حدية محلية كبرى عند الف اصلة  
𝑓′(−1)إذن   =  (𝑐𝑓)وهو معامل توجيه مماس ل  0

𝑦معادلته   = −2. 

 ::حيث  𝒄عند النقطة   (𝒄𝒇)للمنحنى   (𝑻)حتى تكون معادلة المماس  𝒂د قيمة  اجيإ .2

                                                        (𝑇)   ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥 − 16 … (1) 

;𝑐(2عند النقطة   (𝑐𝑓)مماس ل   (𝑇)لدينا    :يحقق حيث  (2
                                                (𝑇)   ∶ 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) 

                                      (𝑇)   ∶ 𝑦 = 𝑓′(2)𝑥 − 2𝑓′(2) + 2 … (2)   
𝑎نجد:  (2)و (1)بمطابقة   = 𝑓′(2) 2−نجد:   و𝑎 + 2 = −16  

𝑎 :     نجد 𝑎وبحل المعادلة ذات المجهول   = 9. 
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𝒄 : (𝑇)عند النقطة   (𝒄𝒇)للمنحنى   (𝑻)كتابة معادلة المماس   .3   ∶ 𝑦 = 9𝑥 − 16 

 :𝑹على   𝒇ل جدول تغيرات الدالة  يشكت .4

;𝟏−]على المجال   𝒇(𝒙)حصرا ل  اء  عطإ. ثم  𝒇تعيين القيم الحدية المحلية لدالة   .5 𝟏]: 

   تعيين القيم الحدية المحلية لدالة𝑓 : 

 .1عند المتغير   2−تقبل قيمة حدية محلية صغرى    و 1−عند المتغير   2الدالة تقبل قيمة حدية محلية كبرى  

;𝟏−]استنتج في المجال   .6 𝒇(𝒙)حل المعادلة    [𝟏 = ;𝟏−]على المجال   𝒇(𝒙)ثم استخرج إشارة    𝟎 𝟏]: 

 (𝑐𝑓)   يقطع(𝑥𝑥′)   0)في النقطة; ;1−]على المجال   (0 𝑓(𝑥)لنستنتج أن حل المعادلة   [1 = 𝑥هو   0 = 0. (𝑐𝑓)   فوق حامل محور الفواصل(𝑥𝑥′)  1−]على المجال; 𝑓(𝑥)إذن    [0 ≥ ;1−]  على المجال 0 . وكذلك  [0 (𝑐𝑓)   تحت حامل محور الفواصل(𝑥𝑥′) 0]  على المجال; 𝑓(𝑥)إذن    [1 ≤ ;0]  على المجال 0 1] . 
 

 
;1−]معرفة على المجال   𝑓نعتبر الدالة   𝑓(𝑥)كمايلي:  [3 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐    حيث𝑎 و 𝑏و 𝑐.أعداد حقيقية 

;𝑜)في مستوي مزود بمعلم متعامد ومتجانس   𝑓التمثيل البياني لدالة    (𝑐𝑓) ليكن     𝑖; 𝑗).   وحدة الطول(2cm.) 
 علما أن:𝑐 و𝑏 و 𝑎ين الأعداد  يعت الجزء الأول:

   التمثيل البياني للدالة𝑓   يقبل في النقطة ذات الف اصلة𝑥0 =  .3−، مماسا معامل توجيهه  1

𝑓′(1) أي أن:  = −3 

 𝑓(2) = 𝑓′(2)هذا يعني 𝑓قيمة حدية محلية صغرى للدالة   2− = 0 

;1−]من   𝑥لدينا من أجل كل   3] :𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐 
;1−]دالة ق ابلة للإشتق اق على المجال   𝑓و 3]:  𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 

𝑓′(1)}مماسبق لدينا:  = −3𝑓(2) = −2𝑓′(2) = }  أي أن:   0 3𝑎 + 2𝑏 = −3 … (1)8𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 = −2 … (2)12𝑎 + 4𝑏 = 0 … (3) 

4𝑏 نجد: (3)من المعادلة   = −12𝑎                    𝑏 = −3𝑎 … (4) 
3𝑎نجد:  (1)  المعادلة  في (4)بتعويض المعادلة   + 2(−3𝑎) = −3                     3𝑎 − 6𝑎 = −3 

𝑎بحل المعادلة نجد:  = 𝑏نجد   (4)في المعادلة   𝑎وبتعويض قيمة   1 = −3. 
(1)8 نجد: (2)في المعادلة   𝑏 و 𝑎بتعويض قيمتي   + 4(−3) + 𝑐 = −2                  𝑐 = 2 
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𝑎ضع  بو  الجزء الثاني: = 1  ، 𝑏 = 𝑐 و3− = 𝑓(𝑥)نجد:  2 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2 
 إتجاه تغير الدالة    دراسة𝑓   ل جدول تغيرات الدالة  يشكتثم𝑓.  

 حساب عبارة المشتق:

 𝑓  1−]دالة ق ابلة للاشتق اق على المجال; 3] :𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 
  عبارة المشتق:  إشارة

;1−]لدراسة إشارة عبارة المشتق نحل في المجال   𝑓′(𝑥)المعادلة  [3 = 0 
  3𝑥2 − 6𝑥 = 0                               𝑥(3𝑥 − 6) = 0 

}هي: إذن حلول المعادلة   𝑥 = 03𝑥 − 6 = 𝑥}أي    0 = 0𝑥 = 2 
 عبارة المشتق:  جدول إشارة

 استنتاج إتجاه تغير الدالة:

𝑓′(𝑥)من جدول الإشارة   ≥ ;1−]على المجالين   0 ;2]و [0 متزايدة تماما على   𝑓لنستنتج أن الدالة   [3
𝑓′(𝑥)قين و  المجالين الساب ≤ ;0]على المجال 0  .قتماما على المجال الساب  صةقمتنا 𝑓ستنتج أن لدالة  نل [2
 تغيرات الدالة:  تشكيل جدول

 بين أن المنحنى يقبل نقطة إنعطاف  لن𝐴 يطلب تعيين إحداثياتها: 

 نقطة الانعطاف:

 نقطة الانعطاف هي النقطة:
   التي ف اصلتها تنعدم عندها عبارة المشتق𝑓′ .ولا تتغير إشارتها 

   ف اصلتها تنعدم عندها عبارة المشتق  التي𝑓′′ .وتتغير إشارتها 

   فيها المماس المنحنى يتخترقالتي(𝑐𝑓)  أو المنحنى(𝑐𝑓) فيها المماس. قطعي 

𝒇′′: 𝑓′′(𝑥)حساب عبارة المشتق   = 6𝑥 − 6 
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 :′′𝒇عبارة المشتق    إشارة

;1−]على المجال   𝑓′′(𝑥)لدراسة إشارة   𝑓′′(𝑥)نحل المعادلة:  [3 = 0 

                              6𝑥 − 6 = 0                           𝑥 = 1 

وتغيرت إشارتها من السالب إلى الموجب إذن النقطة   ′′𝑓إنعدمت عندها عبارة المشتق  1نلاحظ أن الف اصلة   𝐴(1; 𝑓(1) =  تسمى نقطة إنعطاف. (0
 ن معادلة المماس  يعيت(𝑇)   للمنحنى(𝑐𝑓)   عند النقطة𝐴:  

𝐴: (𝑇)عند ف اصلة   (𝑐𝑓)للمنحنى   (𝑇)يعني كتابة معادلة المماس   ∶ 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) 𝑦 = −3(𝑥 − 1) + 0 

                                                            (𝑇) ∶ 𝑦 = −3𝑥 + 3  
 1−]حل في  ن; 𝑓(𝑥)المعادلة    [3 = 𝑥3 :مع حامل المحورين (𝑐𝑓)ستنتج  إحداثيات نقط تق اطع  نثم   0 − 3𝑥2 + 2 = 0 

𝑥3لحل معادلة من الدرجة الثالثة نقوم بتحليل العبارة   − 3𝑥2 + 𝑥3 إلى جداء عبارتين حيث:  2 − 3𝑥2 + 2 = (𝑥 − 𝛼)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

𝑥3جذر للعبارة    𝛼حيث                                         − 3𝑥2 + 2 
 :𝜶إيجاد الجذر  

1بما أن   − 3 + 2 = 𝛼ف إن   0 = 𝑓(1)حيث يحقق:   𝑓(𝑥)جذر للعبارة    1 = 0 
 :  𝒄 و 𝒃و   𝒂إيجاد المعاملات  

 بإستعمال طريقة هورنر نجد:

𝑥3إذن يمكن حل المعادلة   − 3𝑥2 + 2 = 𝑥3إعتمادا على تحليل العبارة    0 − 3𝑥2 + 𝑥) حيث:  2 − 1)(𝑥2 − 2𝑥 − 2) = 0 

𝑥)إذن لحل المعادلة نجعل:  − 1) = 𝑥2أو    0 − 2𝑥 − 2 = 𝑥ومنه   0 = ولحل المعادلة من الدرجة   1
𝑥2الثانية   − 2𝑥 − 2 = =∆نستخدم المميز   0 𝑏2 − 4𝑎𝑐  :لنجد∆= (−2)2 − 4(1)(−2) 

=∆إذن:  للمعادلة حلان متمايزان هما: 12

                                                    𝑥1 = −𝑏−√∆2𝑎 = 2−2√32 = 1 − √3 
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                                                    𝑥2 = −𝑏+√∆2𝑎 = 2+2√32 = 1 + √3 

𝑓(𝑥) إذن حلول المعادلة   = ;1−]في المجال   0 𝑠هي:  [3 = {1;  1 − √3;  1 + √3} 
 :مع حامل المحورين (𝒄𝒇)نستنتج  إحداثيات نقط تق اطع  

𝑓(𝑥) حلول المعادلة    لدينا = 𝑠هي:  0 = {1;  1 − √3;  1 + (′𝑥𝑥)  نستنتج أنف {3√  ∩ (𝒄𝒇) 
;1)قط  في الن 1)و (0 − √3; 1)و (0 + √3; 0). 

𝑓(0)ولدينا من جدول التغيرات   = (′𝑦𝑦)فنستنتج أن   2  ∩ (𝑐𝑓) 0)في النقطة; 2). 

 إنشاء  (𝑻) و(𝒄𝒇): 

 (𝑇) ∶ 𝑦 = −3𝑥 + مماس يمر على نقطة   3
;𝐴(1الإنعطاف   إذا قمنا بتوصيل    3والترتيبة    (0

صل على مستقيم  حنت 3والترتيبة    𝐴بين النقطة  
 .(𝑇)المماس  

   وضعية إنطلاقمن جدول التغيرات (𝑐𝑓)   عند
;1−)النقطة   عند  (𝑐𝑓) ووضعية الوصول (2−
;3)النقطة   2). 

 مرور  نقط(𝑐𝑓)   1)هي النقط − √3; 0) 
;0)و ;1)و (2 ;2)و (0 1)و (2− + √3; 0). 

 

   نعتبر الدالة𝑔  1−]المعرفة على المجال; 3] : 𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)|   أنشئ ،(𝑐𝑔).  

 (𝑐𝑓) فوق(𝑥𝑥′)   منطبق على(𝑐𝑔).  

 (𝑐𝑓)   تحت(𝑥𝑥′)   مع   نظير(𝑐𝑔)   بالنسبة(𝑥𝑥′) 
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 (𝑐𝑓)    التمثيل البياني لدالة𝑓    الق ابلة للإشتق اق على مجموعة
 في الشكل المق ابل.  تعريفها

 ن مجموعة تعريف الدالة  يعيت𝒇: 𝐷𝑓 = [−5; 2] 
  ج إشارة  ا إستخر𝒇′(𝒙) على مجموعة تعريفها: 

متزايدةعلى   𝑓أن الدالة     (𝑐𝑓)التمثيل البياني    نستنتج من
;5−]المجالين   −]و [3− 12 ; 𝑓′(𝑥)إذن     [2 ≥ 0 

;5−]ين  على المجال −]و [3− 12 ; 2]. 
;3−]ة على المجال  ناقصومت − 𝑓′(𝑥)إذن    [12 ≤ على   0

;3−]المجال   − 12]. 

 ل جدول تغيرات الدالة  يشكت𝒇: 

 ين بقراءة بيانية العدد المشتق للدالة  يعت𝒇   عند كل من−  :𝟑−و 𝟐−،  𝟏𝟐

𝑓′(−3)إذن  1  تقبل قيمة حدية محلية كبرى 𝑓الدالة    𝟑−ذات الف اصلة   𝐶عند النقطة   = 0. 
−ذات الف اصلة   𝐸عند النقطة   ′𝑓إذن  2−  تقبل قيمة حدية محلية صغرى 𝑓الدالة    𝟏𝟐 (− 𝟏𝟐) = 0. 

تكتب من الشكل:  (𝑇)ومعادلة المماس   (𝑐𝑓)للمنحنى   (𝑇)هي نقطة اختراق المماس   𝟐−ذات الف اصلة   𝐷النقطة   (𝑇)   ∶ 𝑦 = 𝑓′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2)              (𝑇)   ∶ 𝑦 = 𝑓′(−2)𝑥 + 2𝑓′(−2) + 0 
(𝑇) ومن الشكل المق ابل لدينا:   ∶ 𝑦 = 𝑓′(−2)𝑥 − 2𝑓′(−2) بالمطابقة نجد:  6 = 𝑓′(−2)إذن    6− = −3 

   استنتج معادلات المماسات للمنحنى(𝒄𝒇)   عند𝑪 و 𝑬، 𝑫. 

𝑦 :معادلة المماس هي 𝐶عند النقطة   = 1.  
𝑦  :معادلة المماس هي 𝐸عند النقطة   = −2 
(𝑇) :معادلة المماس هي 𝐷عند النقطة     ∶ 𝑦 = −3𝑥 − 6 

   رابعالمرين  تالحل  
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   نعتبر الدالة𝑔   2−]معرفة على; 𝑔(𝑥)كمايلي:  [2 = 2𝑥3 − 𝑥2 − 1  
;𝟐−]على   𝒈دراسة تغيرات الدالة   .1 𝟐]: 

 :حساب عبارة المشتق  𝑔   2−]على  دالة ق ابلة للإشتق اق; 2] :𝑔′(𝑥) = 6𝑥2 − 2𝑥 

 عبارة المشتق:  إشارة 

;2−]لدراسة إشارة عبارة المشتق نحل في المجال           𝑓′(𝑥)المعادلة  [2 = 0 

  6𝑥2 − 2𝑥 = 0                               𝑥(6𝑥 − 2) = 0 

}إذن حلول المعادلة هي:  𝑥 = 06𝑥 − 2 = 𝑥}أي    0 = 0𝑥 = 13 

   إشارة عبارة المشتق:جدول 

 :استنتاج إتجاه تغير الدالة 

𝑓′(𝑥)من جدول الإشارة   ≥ 12]على المجالين   0 ; ;2−]و [2 متزايدة تماما على   𝑓لنستنتج أن الدالة   [0
𝑓′(𝑥)قين و  المجالين الساب ≤ ;0]على المجال 0  ق.تماما على المجال الساب  قصةمتنا 𝑓لنستنتج أن لدالة   [12

 تغيرات الدالة:  تشكيل جدول 

 :𝒈(𝒙) عين تحليل ل نجذر ، ثم    𝒈(𝒙)ج أن للعبارة  ا استنت .2

2𝑥3   من الدرجة الثالثة نقوم بتحليل العبارة 𝑔(𝑥)العبارة   − 𝑥2 − 2𝑥3 إلى جداء عبارتين حيث:  1 − 𝑥2 − 1 = (𝑥 − 𝛼)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

2𝑥3جذر للعبارة    𝛼حيث                                         − 𝑥2 − 1 

2بما أن   − 1 − 1 = 𝛼ف إن   0 = 𝑔(1)حيث يحقق:   𝑔(𝑥)جذر للعبارة    1 = 0 
 :  𝒄 و 𝒃و   𝒂إيجاد المعاملات  

 بإستعمال طريقة هورنر نجد:

   خامسالمرين  تالحل  
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𝑔(𝑥)  :من الشكل 𝑔(𝑥)إذن يمكن تحليل العبارة   = (𝑥 − 1)(2𝑥2 + 𝑥 + 1). 
  :𝒈(𝒙)، إشارة   𝒙تحديد حسب قيم   .3

;2−]نحل في المجال   𝑔(𝑥)لتحديد إشارة العبارة   𝑔(𝑥)المعادلة    [2 = 𝑥)أي    0 − 1)(2𝑥2 + 𝑥 + 1) = 0 
𝑥)إذن لحل المعادلة نجعل:  − 1) = 2𝑥2أو    0 + 𝑥 + 1 = 𝑥ومنه   0 = ولحل المعادلة من الدرجة   1

2𝑥2الثانية   + 𝑥 + 1 = =∆نستخدم المميز   0 𝑏2 − 4𝑎𝑐  :لنجد∆= (1)2 − 4(2)(1) 
=∆إذن: 2𝑥2إذن ليس للمعادلة    7− + 𝑥 + 1 =  حل.   0

𝑔(𝑥)ومنه حل المعادلة   = 𝑠هو   0 = {1}. 
 :𝑔(𝑥)يمكن إستنتاج إشارة   𝑔إعتمادا على جدول تغيرات الدالة  

 𝑔(𝑥) ≤ ;2−]ينتمي للمجال  𝑥 من أجل كل   0 𝑔(𝑥)و   [1 ≥ ;1]ينتمي المجال𝑥 من أجل كل   0 2] . 

   نعتبر الدالة𝒇   𝟐−]معرفة على; 𝟎[ ∪ ]𝟎; 𝒇(𝒙)كمايلي:  [𝟐 = 𝒙𝟑−𝒙𝟐+𝟏𝟑𝒙  
;𝒐)في مستوي مزود بمعلم متعامد ومتجانس   𝒇التمثيل البياني لدالة    (𝒄𝒇) ليكن   𝒊; 𝒋).   وحدة الطول(3cm.) 
;𝟐−]من   𝒙بين أنه من أجل كل  لن .1 𝟎[ ∪ ]𝟎; 𝟐]  :𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙)𝟑𝒙𝟐 𝑓   2−]دالة ق ابلة للإشتق اق على; 0[ ∪ ]0; 2]: 

                                                                    𝑓′(𝑥) = (3𝑥2−2𝑥)(3𝑥)−(3)(𝑥3−𝑥2+1)(3𝑥)2 

𝑓′(𝑥) = 9𝑥3 − 6𝑥2 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 39𝑥2 = 6𝑥3 − 3𝑥2 − 39𝑥2 = 3(2𝑥3 − 𝑥2 − 1)3 × 3𝑥2  

𝒇′(𝒙) = (2𝑥3 − 𝑥2 − 1)3𝑥2 = 𝑔(𝑥)3𝑥2  

;𝟐−]على   𝒇′(𝒙)ج إشارة  ا إستنت .2 𝟎[ ∪ ]𝟎;  شكل جدول تغيراتها.ن، ثم  𝒇إتجاه تغير الدالة    وندرس .[𝟐

3𝑥2بما أن   > ;2−]على   𝑔(𝑥)من إشارة   𝒇′(𝒙)ف إن إشارة   0 0[ ∪ ]0; 2]. 
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;2−]متناقصة تماما على المجالين   𝑓إذن الدالة   ;0[و ]0 ;1]ومتزايدة تماما على المجال [1 2]. 

𝟏𝟐]على المجال   𝒇(𝒙)أعطي حصرا ل   .3 ; 𝟏]. 

12]متناقصة تماما على المجال   𝑓من جدول التغيرات الدالة   ; 12]من𝑥   إذن من أجل كل .[1 ; 1]: 𝑓 (12) ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1) 𝑓(1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓 (12) 13 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 712 

;𝟐−]من   𝒙بين أنه من أجل كل  لن .4 𝟎[ ∪ ]𝟎; 𝟐]  :𝟐𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏 = (𝒙 + 𝟏)(𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏): 2𝑥3 + 3𝑥2 − 1 = 2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 + 2𝑥2 + 𝑥 − 1 2𝑥3 + 3𝑥2 − 1 = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 1 

−معامل توجيههما   (𝑻𝟐)و (𝑻𝟏)يقبل مماسين   (𝒄𝒇)بين أن  لن .5 −معامل توجيههما   (𝑇2)و (𝑇1)يقبل مماسين   (𝑐𝑓) :عين معادلتهماون، 𝟒𝟑   (𝑇2)و (𝑇1)معناه نعين ف اصلتا نقطتا المماسين   43
𝑓′(𝑎)                    حيث تحقق: = − 43 (2𝑎3 − 𝑎2 − 1)3𝑎2 = − 43 

2𝑎3)3 بجعل جداء الطرفين في الوسطين نجد: − 𝑎2 − 1) = −12𝑎2    6أي𝑎3 − 3𝑎2 − 3 = −12𝑎2 6𝑎3 − 3𝑎2 − 3+12𝑎2 = 0 6𝑎3 + 9𝑎2 − 3 = 2𝑎3 عامل مشترك               3إخراج العدد              0 + 3𝑎2 − 1 = 0 2𝑎3 + 3𝑎2 − 1 = 𝑎)التعويض بالتحليل نجد                                   0 + 1)(2𝑎2 + 𝑎 − 1) = 0 

𝑎)إذن لحل المعادلة نجعل:  + 1) = 2𝑎2أو    0 + 𝑎 − 1 = 𝑎1ومنه   0 = ولحل المعادلة من الدرجة   1−
2𝑎2الثانية   + 𝑎 − 1 = =∆نستخدم المميز   0 𝑏2 − 4𝑎𝑐  :لنجد∆= (1)2 − 4(2)(−1) 

=∆ إذن:   للمعادلة حلان متمايزان هما: 9

                                                    𝑎1 = −𝑏−√∆2𝑎 = −1−√94 = −1 

                                                       𝑎2 = −𝑏+√∆2𝑎 = −1+√94 = 12 
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−معامل توجيههما   (𝑇2)و (𝑇1)يقبل مماسين   (𝑐𝑓)إذن    .12و 1−في نقطتين ذات الف اصلتين   43
   معادلة المماس(𝑇1)   1−عند الف اصلة:  (𝑇1)   ∶ 𝑦 = 𝑓′(−1)(𝑥 + 1) + 𝑓(−1) 

                                                                          𝑦 = − 43 (𝑥 + 1) + 13  
                                             (𝑇1)   ∶ 𝑦 = − 43 𝑥 − 1                                                       

     معادلة المماس(𝑇2)   12عند الف اصلة       :(𝑇2)   ∶ 𝑦 = 𝑓′ (12) (𝑥 − 12) + 𝑓 (12) 

                                                                          𝑦 = − 43 (𝑥 − 12) + 712  
 (𝑇2)   ∶ 𝑦 = − 43 𝑥 + 54                                                                         

 .(𝒄𝒇)و (𝑻𝟐)و (𝑻𝟏)ثم أرسم   :تقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين إحداثياتها (𝒄𝒇)بين أن  لن .6
;2−]ق ابلة للاشتق اق على   ′𝑓حيث    𝑓′′(𝑥)لتحديد نقطة الانعطاف ندرس إشارة   0[ ∪ ]0; 2]  : 

𝑓′′(𝑥) = (6𝑥2 − 2𝑥)(3𝑥2) − (6𝑥)(2𝑥3 − 𝑥2 − 1)9𝑥4  

𝑓′′(𝑥) = 18𝑥4 − 6𝑥3 − 12𝑥4 + 6𝑥3 + 6𝑥9𝑥4  

 𝑓′′(𝑥) = 6𝑥4 + 6𝑥9𝑥4  

 

9𝑥4بما أن   > 6𝑥4من إشارة   𝑓′′(𝑥)ف إن إشارة   0 + 6𝑥: 6𝑥4 + 6𝑥 = 0                               6𝑥(𝑥3 + 1) = 0 

{𝑥 = 𝑥(مرفوض) 0 = −1 }                                                     (مقبول) 6𝑥 = 0𝑥3 + 1 = 0 

وتغيرت إشارتها من الموجب إلى السالب إذن النقطة   ′′𝑓إنعدمت عندها عبارة المشتق  1−نلاحظ أن الف اصلة   (−1;  .(𝑐𝑓)المنحنى  (𝑇1)فيها المماس يخترقتسمى نقطة إنعطاف وهي النقطة التي   (13
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 :(𝒄𝒇)و (𝑻𝟐)و (𝑻𝟏)رسم  

 

 

 

   نعتبر الدالة𝑓   4−]معرفة على; 𝑓(𝑥)كمايلي:  [4 = 𝑥2+4𝑥+1𝑥2+1  
;𝑜)في مستوي مزود بمعلم متعامد ومتجانس   𝑓التمثيل البياني لدالة    (𝑐𝑓) ليكن   𝑖; 𝑗).  

;𝟒−]من   𝒙لنبين أنه من أجل كل   .1 𝟒]   :𝒇′(𝒙) = −𝟒(𝒙𝟐−𝟏)(𝒙𝟐+𝟏)𝟐 𝑓 4−]دالة ق ابلة للإشتق اق على; 4]:                                                       𝑓′(𝑥) = (2𝑥 + 4)(𝑥2 + 1) − (2𝑥)(𝑥2 + 4𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)2  

𝑓′(𝑥) = 2𝑥3 + 2𝑥 + 4𝑥2 + 4 − 2𝑥3 − 8𝑥2 − 2𝑥(𝑥2 + 1)2  

𝑓′(𝑥) = (−4𝑥2 + 4)(𝑥2 + 1)2 = −4(𝑥2 − 1)(𝑥2 + 1)2  
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  :شكل جدول تغيراتهان، و  𝒇درس إتجاه تغير الدالة  ن ثم 𝒇′(𝒙)إشارة  ين  يعت .2

𝑥2)بما أن   + 1)2 > 𝑥2)4−من إشارة   𝑓′(𝑥)ف إن إشارة   0 − 1): −4(𝑥2 − 1) = 0                               (𝑥2 − 1) = 0 {𝑥 = −1
𝑥أو = 1  

;4−]متناقصة تماما على المجالين 𝑓إذن الدالة   ;1]و  [1− ;1−]ومتزايدة تماما على المجال [4 1]. 

 

 :4يقبل مماسا وحيدا معامل توجيهه   (𝒄𝒇)المنحنى    بين أنلن .3

   (𝑐𝑓)  معناه مماسا في نقطة وحيدة ف اصلتها   4يقبل مماسا وحيدا معامل توجيهه. 𝑎 𝑓′(𝑎) = 4 

        
−4(𝑎2−1)(𝑎2+1)2 = 4                               −4(𝑎2 − 1) = 4(𝑎2 + 1)2   −(𝑎2 − 1) = (𝑎2 + 1)2                 −𝑎2 + 1 = 𝑎4 + 2𝑎2 + 1     −𝑎2 + 1−𝑎4 − 2𝑎2 − 1 = 0               −𝑎4 − 3𝑎2 = 0 𝑎4 + 3𝑎2 = 0                                       𝑎2(𝑎2 + 3) = 0   

𝑎2إذن لحل المعادلة نجعل:  = 𝑎2أو    0 + 3 = 𝑎أي    0 = 𝑎2(مرفوض)أو    0 = −3  
𝑎 .معناه مماسا في نقطة وحيدة ف اصلتها   4يقبل مماسا وحيدا معامل توجيهه  (𝑐𝑓) إذن نقول   = 0 

;𝑨(𝟎ين أن النقطة  لنب .4  :(𝒄𝒇)مركز تناظر للمنحنى   (𝟏

;4−]من   𝑥−و 𝑥إذا تحقق    (𝑐𝑓)مركز تناظر للمنحنى   𝐴النقطة   4]: 𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 
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(−𝑥)2 + 4(−𝑥) + 1(−𝑥)2 + 1 + 𝑥2 + 4𝑥 + 1𝑥2 + 1 = 2 𝑥2 − 4𝑥 + 1𝑥2 + 1 + 𝑥2 + 4𝑥 + 1𝑥2 + 1 = 2 2𝑥2+2𝑥2+1 = 2   بالإختزال نجد 𝑥2+1(𝑥2+1)2أي         2 =  .(𝑐𝑓)مركز تناظر للمنحنى   𝐴إذن النقطة     .2

𝑨. (𝑇)النقطة    دعن (𝑻)معادلة المماس    ةباكت .5   ∶ 𝑦 = 𝑓′(0)(𝑥 + 0) + 𝑓(0) (𝑇)   ∶ 𝑦 = 4𝑥 + 1 

 .  (𝒄𝒇)ين نقط تق اطع  مع المحورين  يعت .6

 (𝑥𝑥′)  ∩ (𝑐𝑓)   في النقطة(𝑥; 𝑓(𝑥)أي    (0 = 𝑥2+4𝑥+1𝑥2+1ومنه   0 = 𝑥2ذن  إ  0 + 4𝑥 + 1 = 0  
=∆نستخدم المميز   𝑏2 − 4𝑎𝑐  :لنجد∆= (4)2 − 4(1)(1) 

=∆إذن:  للمعادلة حلان متمايزان هما: 12

                                                    𝑥1 = −𝑏−√∆2𝑎 = −4−2√32 = −2 − √3 

                                                    𝑥2 = −𝑏+√∆2𝑎 = −4+2√32 = −2 + √3 

(′𝑥𝑥)إذن    ∩ (𝑐𝑓)   2−) في النقط − √3; 2−)و (0 + √3; 0). 
 (𝑦𝑦′)  ∩ (𝑐𝑓)   0)في النقطة; 𝑦)    أي𝑓(0) = (′𝑦𝑦)إذن    1  ∩ (𝑐𝑓)   0)في النقطة; 1) 

 :(𝒄𝒇)و (𝑻)رسم   .7
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   نعتبر الدالة𝑔   4−]معرفة على; 𝑔(𝑥)كمايلي:  [4 = 𝑓(|𝑥|) 
 :دون رمز القيمة المطلقة 𝒈(𝒙)  ابةوكت ، 𝒈درس شفعية الدالة  ن .1

;4−]من 𝑥−و  𝑥لدينا من أجل كل 4]: 𝑔(−𝑥) = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = 𝑔(𝑥) 
 دالة زوجية.𝑔إذن الدالة  

 القيمة المطلقة على الشكل الآتي:دون رمز   𝑔(𝑥)يمكن كتابة  

                                             𝑔(𝑥) = {𝑓(−𝑥); 𝑥 ∈ [−4; 0[𝑓(𝑥) ;  𝑥 ∈ [0; 4[ 

 :إعتمادا على شرح كيفية رسمه  (𝒄𝒈)رسم  ن .2

 (𝑐𝑔)   ينطبق على(𝑐𝑓) 0]في المجال; ;4−]على المجال   (′𝑦𝑦)  ر بالنسبةظمتناسيكون   (𝑐𝑔)المنحنى    زوجيةدالة  𝑔. بما أن الدالة  ]4 4]. 

 

   نعتبر الدالةℎ   2−]معرفة على; ℎ(𝑥)كمايلي:  [2 = 𝑓(𝑥2) 

ℎ(𝑥) حيث: 𝑓بالدالة  متبوعة   𝑢هي عبارة على الدالة مربع   ℎالدالة   = 𝑓(𝑢(𝑥)) 
;𝟐−]من   𝒙أن من أجل كل  لنبين   .1 𝟐]:𝒉′(𝒙)  = 𝟐𝒙𝒇′(𝒙𝟐) 

 ℎ 2−]دالة ق ابلة للإشتق اق على; 2] :ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑢(𝑥)) × 𝑢′(𝑥) ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥2) × 2𝑥 =  2𝑥𝑓′(𝑥2) 
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;𝟐−]على   𝒉′(𝒙)درس إشارة  ن .2  .𝒉شكل جدول تغيرات الدالة  ن، و [𝟐

;2−]على   𝑓′(𝑥2) و 2𝑥ندرس إشارة   ℎ′(𝑥)إشارة  لدراسة   2]: 
    2𝑥 ≥ ;0]على المجال   0 2𝑥  و [2 ≤ ;2−]على المجال   0 0] . 

 : 𝒇′(𝒙)نعتمد على إشارة   𝒇′(𝒙𝟐)لتحديد إشارة  

𝑓′(𝑥)ا  لدين = 𝑥لما   0 = 𝑥أو    1− = 𝑓′(𝑥2)إذن    1 = (مرفوض) لما   0 𝑥2 = 𝑥2أو    1− = 1  

𝑓′(𝑥2)ومنه                                                             = 𝑥لما   0 = 𝑥أو    1− = 1 

𝑓′(𝑥)ا  لدين ≤ 𝑥لما   0 ≤ 𝑥أو  1− ≥ 𝑓′(𝑥2)  إذن  1 ≤ (مرفوض)لما   0  𝑥2 ≤ 𝑥2  أو      1− ≥ 1. 

;2−]خل في المجال 𝑥2  المتراجحة  [2 ≥ 𝑥2أي    1 − 1 ≥ 0: 

    

𝑥2المتراجحة أ  خل     − 1 ≥ ;1]هي   0 ;2−]و [2 𝑓′(𝑥2)إذن نستنتج حل المتراجحة    [1− ≤ ;1]هو   0 2] 
;2−]و 𝑓′(𝑥2)وكذلك   [1− ≥ ;1−]على المجال   0 1]. 

 :𝒉′(𝒙)جدول إشارة      

 

;0]متزايدة  تماما على المجالين   ℎومنه نستنتج أن الدالة   ;2−]و [1 متناقصة تماما على المجالين    و [1− [1; ;1−]و [2 0].  
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