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 

أي التمثیلات یمثل تمثیل بیاني لدالة مع التعلیل  :01نشاط  
البیانالبیان

      

البیانالبیان
 "3الرسم ) " C3( للبیان f3عین بیانیا مجموعة تعریف الدالة  .1
  4ـ و سابقة 1 ، 0 ،1صور كل من  ) C3(عین بیانیا من  .2
    f(x)=-2  ,  f(x)= -x  ,  f(x) <0حل بیانیا المعادلتین ثم المتراجحة   .3
  f3شكل جدول تغیرات  .4
   f3للدالة ]  ـ3 ، 4[عین القیم الصغى و العظمى على المجال  .5

 :تذكیر
 f بواسطة R نرفق لھ عددا حقیقیا وحیدا من Dإذاكان كل عدد حقیقي من   R جزء من D :الدالة و مجموعة التعریف .1

 ھي مجموعة تعریفھا x D ھو صورة f(x) بدالة و fنسمي 
   ممكن حسابھ  f(x)جاھا  التي یكون من أx نسمي مجموعة تعریف دالة ھي مجموعة الأعداد الحقیقیة :ملاحظة

 M(x,y) یعني أنھ یمثل مجموعة النقط f ھو التمثیل البیاني للدالة (C) مجموعة تعریفھا D دالة f :التمثیل البیاني لدالة .2
 ( O,I, J)  في المعلم (C)ھي معادلة البیان y=f(x) أي أن y=f(x) و x Dحیث 

 یة التالیةعین مجموعة تعریف الدوال العددیة الحقیق :تطبیقات
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 سوالــــــــــدر*:    
  :إتجاه تغیر دالة .3

)3: بـ المعرفة على f "مكعب"الدالة مثلنااستعمال الألة الحاسبة البیانیة ب :نشاط ) f x x    
 الذي یمكن أن نستنتجھ حول اتجاه تغیرھا من البیان و التخمین ماھ .1
  :لدینا 2x و 1xتحقق أنھ من أجل كل عددین حقیقیین  .2

         
2

22
1 2 1 2 1 2

3( ) ( ) ( )
2 4

        
   

xf x f x x x x xغیرھا استنتج اتجاه ت  

  
  
  
  

           
  
 
   یعني أنھ من أجل كل عددینIعلى  متزایدة تماما fالدالة  
  1 x2 و  x  منI 2    إذا كانx <1x 2(  فإنx(f< ) 1x(f  
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 یعني أنھ من أجل كل عددین I متناقصة تماما على fالدالة  

2 x , 1 x  من I 2    إذا كانx <1x 2 فإنx(f> )1x(f  
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     x1  , x2 یعني أنھ من أجل كل عددین I ثابتة على fالدالة  

   2x(f) = 1x(f( فإن 2x <1x    إذا كان Iمن  
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  : الدوال المرجعیة. 4
) :نشاط )C قطرھا دائرة نصف AB1:  حیث.AB cmبكل نقطة نرفق M من ( )C مختلفة عن A النقطة H 

) على Mللنقطة المسقط العمودي  )AB   نضع:  BAM  وAH x  و( ) f x AM    
)cosعبر عن  .1 ) بطریقتین مختلفتین 
) استنتج عبارة  .2 )f x بدلالة x  
 fحدد مجموعة تعریف الدالة  .3
 غیرھا ثم شكل جدول تغیراتھا  تحدد اتجاه .4
) في معلم متعامد و متجانس f ارسم التمثیل البیاني للدالة  .5 ; ; )

 
O i j 

   :الجواب  
1co) :إن فH قائم في AHMبما أن المثلث   .1 ...s

(
)( )

)
 

AH x
AM f x

  

.. : فإنM قائم في ABMوبما أن المثلث            (2( )cos( ).) ( )
1

  
AM f x f x
AB

  

): ینتج (2) و (1)  ومن          )
( )


x f x

f x
:  ومنھ 2( ) f x xومنھ    :( ) f x x   

)تتحرك Mلما  .2 )Cفإن :Mتتحرك على  AB فإن:x حتمس 0;1 ومنھ : 0;1fDلأن:M مختلفة عنA 

aنفرض:  fD من b و aلكل  .3 b لدینا:( ) ( ) 0
    


b af b f a b a
b a

       متزایدة تماماf :ومنھ  

                                           
  
  
  
   

   :الدوال المرجعیة    
    

  التمثیل البیاني  قلوبالدالة م  التمثیل البیاني  الدالة مربع
2: ( )f x f x x   
f متزایدة على 0;  

و متناقصة على  ;0  
  وھي معرفة على 
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1: ( )f x f x
x

   

f  متناقصة تماما على 0;  
و متناقصة تماما على  ;0  

  *وھي معرفة على 
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  التمثیل البیاني  قیمة مطلقةالدالة   التمثیل البیاني  جذر تربیعيالدالة 

: ( )f x f x x   
f متزایدة على 0;  

وھي معرفة على  0;  
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: ( )f x f x x   
f متزایدة على 0;  

و متناقصة على  ;0  
  وھي معرفة على 
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: ( ) cosf x f x x و : ( ) sinf x f x x   
  2دورھما دوریتان و 
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    :العملیات على الدوال .5   

 دالتان معرفتان على g و f :نشاط     0;2:  بـ( ) 3f x x  1 و( )g x
x

 أو خطأ على مایلي  أجب بصح :  

              (122( )( ) . ).5
5

.f g 
                        3 (( ) 3 ).. 2.f x x x

g
 

   
 

       

             
2

...3)( ) (3( )xf g x
x

 
                  (2 3 )(1) .. 4)7 (.f g     

   صح.4خطأ      .3 صح       .2 خطأ       .1  :الجواب   
   :تساوي دالتان. 1   

  

  : إذا متساویتان g و f دالتان نقول أن الدالتان g و fلتكن:  تعریف        
  الدالتانf و g لھما نفس مجموعة التعریف D  
 لكل x D : ( ) ( )f x g x  

   

)2:  بـعلى معرفة   دوالh وg و fلتكن:  : 01مثال      )f x xو ( )g x x و ( )h x x  
f:      لدینا  g لأن الشرطان محققان   بینما  :f hلأن مثلا :  ( 1) 1 ( 1) 1f h        

 معرفة على fلتكن:  : 02مثال      5 بـ :( 5)( 2)( )
5

x xf x
x
 




):بـ على معرفة  g و   ) 2g x x   

       f gلكن    س لھما نفس مجموعة التعریف  لأن لی  f g على   5 فقط   
     على الترتیبgD و fD معرفتان على  دالتانg و fلتكن:   :العملیات الجبریة على الدوال. 2     

  مجموعة التعریف  التعریف  زیرمتال  العملیات 
f  مجموع دالة بعدد حقیقي k   ( ) ( )f k x f x k    fD  

f  مجموع دالتان g   ( ) ( ) ( )f g x f x g x    f gD D  
f  .  جداء دالة بعدد حقیقي ( ) ). . (f x f x   fD  

f  جداء دالتان  g   ( ) ( ) ( )f g x f x g x    f gD D  
f  حاصل قسمة دالتان

g
  ( )( )

( )
f f xx
g g x

 
 

 
  

: ( ) 0f gx D D g x   

       
  : تمرین تطبیقي     

  بین أن مجموع دالتان تألفیتان ھو دالة تألفیة  .1
 دالتان معرفتان على g و f لتكن  .2 3;2و المرسومان في المعلم التالي :                            fC 

  مثل في نفس المعلم السابق بیان الدالةf g 
  أعطي العبارة الجبریة ( )f g x  

  
  
  

                        gC  
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   :تركیب الدوال .3  
       

     لى الترتیب عgD و fD دالتان معرفتان على g و fلتكن  :تعریف         
fx                إذا كان لكل  D و( ) gf x D مركب الدالة: فإن f متبوعة بالدالة g ھي الدالة ( ( ))g f x  

gمز                و نرمز لھا بالر o fونكتب  :  ( ) ( ( ))g o f x g f x  
  

): بـ على تان  معرفgو fلتكن:  : 03مثال   ) 1f x x  2  و( ) 2g x x    
                                         2 2( ) ( ( )) ( ( )). 2 ( 1)1 . 2g o f x g f x f x x         

                                                        2( ) ( ( )) (2 (. 1 3. ))f o g x f g x g x x      
g :   عموما            o f f o g    
   :ھامةات ملاحظ    

   fD مجال جزئي من مجموعة التعریف I دالة و fلتكن:   صورة مجال. 1     
)نسمي        )f I لما " مجموعة القیم" مجموعة الصورx تمسح I أي  : ( ) ( ) /f I f x x I   

 :نقرأ من التمثیل البیاني التالي  :مثال        1;5 1;3f    
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                              
                                                     :مخطط التركیب. 2    

                                             
  
  
  
  
  
  
 معرفتان على g وfلتكن:  : 03مثال   3;3  

   :          و المرسومان في المعلم التالي gC   fC  

: عداد التالیة الأ عین إن وجدت .1 ( 3)gof  ،   ( 1)gof  
               (0)gof ،    (1)gof ،    (3)gof   

  gofماھي مجموعة تعریف الدالة  .2
   g، gofبواسطة   3العدد" أوسوابق"سابقة عین  .3
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    :اتجاه تغیر الدوال. 6   
 دالة معرفة على fلتكن :01نشاط    ;02: بـ( ) 5 3f x x     

 مربع على شكل تركیب دالتان إحداھما الدالة المرجعیة fأكتب الدالة  .1
 على fأدرس اتجاه تغیر الدالة  .2 ;0    

)2  .1   :الجواب   )h x x و  ( ) 5 3g x x   و  ( ) ( ( )) ( )( )f x g h x goh x      
من المجال b وaلكل. 2                ;0  نفرضa b2: ومنھ 2a bالدالة مربع متناقصة تماما على    لأن ;0   

2:                     ومنھ 25 5a b  "الضرب في عدد  سالب "   
2:                     ومنھ  25 3 5 3a b       ومنھ :( ) ( )f a f bدالة    ینتج أن الf  متناقصة تماما على ;0     

 دالة معرفة على fلتكن: 02نشاط    2;بـ : 2( ) 2 4f x x     
  الدالة المرجعیة مربعh و دالة تألفیة g :لتان على شكل تركیب داfأكتب الدالة  .1
 على fو g  ،h الوأدرس اتجاه تغیر الد .2 2;   
ل  المجاصورةعین   .3 2; التألفیة بواسطة الدالة g 

 .1 : الجواب     2( ) 2 4 ( ( )) ( )( )f x x o x g h x goh x    حیث  :( ) 2 4g x x   2 و( )h x x   

من المجال b وaلكل  .2               2; نفرض a b   
2:                     ومنھ 2a b  "2  : ومنھ " الضرب في عدد  سالب 4 2 4a b       
):                    ومنھ ) ( )g a g bأي   :g بما أن "   أودالة متناقصة تماماgدالة تألفیة معاملھا سالب فھي متناقصة تماما "   

من المجال b وa:  لدینا               2; معناه 
........

2 2 4
2 4 0

a a
a

    
   

 بالمثل  
........

2 2 4
2 4 0

b b
b

    
   

  

:  وعلیھ             2 4a  و  2 4b  تنتمي إلى  ;0  الدالة مربع ھي متناقصة علىو ;0   

:  ومنھ              2 22 4 2 4 ( ) ( )fa b a f b     الدالة:  إذنfىعل زایدة مت 2;    

            3.     2; ;0g       
متناقصة تماما على g الدالة التألفیة :نتیجة              2;    

                    و     2; ;0g    الدالة مربع ھي متناقصة على  و ;0   
على تركیب دالتان متناقصتان ھو دالة متزایدة:            ومنھ 2;  

   

fتغیر الدالةاتجاه  .1 k:  لتكن الدالة fرتیبة على fD فإن f وf k  لھما نفس اتجاه التغیرعلىfDمعk  
  

  :ھ فإن* وfD رتیبة علىf لتكن الدالة   :f.الدالة اتجاه تغیر  .2
  0إذاكان یكون للدالتین f  و .f نفس اتجاه التغیر علىfD 
  0إذاكان یكون للدالتین f  و .fالتغیر علىھین متعاكسین في  اتجاfD 

    

) : و حیثJ رتیبة على مجال g و I رتیبة على مجال f لتكن الدالة   :gofالدالة اتجاه تغیر  .3 )f I J 
fتماما على ناقصة  متI  f متزایدة تماما على I    

gof متناقصة  تماما على I  gof متزایدة تماما على I  gلى  متزایدة تماما ع( )f I  
gof متزایدة تماما على I  gof متناقصة تماما على  I  g متناقصة تماما على ( )f I  

) متزایدة تماما على gإذا كانت   :ملاحظة )f I فإن gof تغیر لھا نفس إتجاهf  علىI  
)قصة  تماما على  متناg  إذا كانت             )f I فإن gof وfعلى   من اتجاھین متعاكسین في التغیرI   

  البراھین في الكتاب المدرسي  
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2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

7

-1

0 1

1

x

y

2-1-2

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y

)2:  بـ دالة معرفة على fلتكن :01مثال ) 1f x x   یمكن تفكیك الدالة f gohحیث : ( )g x x   
)2 و     ) 1h x x    
متناقصة على  hلدینا الدالة  )أ   ;0 و     ;0 1;h     وg دالة متزایدة جذریة   

 دالة  متناقصة على f        إذن  ;0   
 على متزایدة h لدینا الدالة )ب   0; و     0; 1;h    و g دالة متزایدة جذریة   

على متزایدة  دالة  f        إذن  0;     
               

  :التمثیل البیاني یوضح النتائج
  

                                                        fC                     hC     
  

                  
  

     
                                                      gC  

  
  
  
  
  
   
  
  
   29صفحة ال49التمرین : تطبیقات   

    :یانيالتمثیل الب .7  
f التمثیل البیاني للدالة. 1   k :   إذا كان fC و  f kC ي المعلم   التمثیلان البیانیان ف ; ;O i j

 
  

fو  fللدالتان       k على الترتیب حیث k  فإن  f kC  ھو صورة  fC   بانسحاب شعاعھ .k j


   
  البرھان في الكتاب المدرسي    
  :مثال   

 ھو بیان الدالة مربع قاللون الأزر      
 2 ھو بیان الدالة   اللون الأحمر( ) 1h x x   
 2ھو بیان الدالة    اللون البني( ) 2h x x      

   
        

  
  
  
  
  
  

  29 الصفحة 48 التمرین :تطبیق    
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2-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

إذا كان   : f. التمثیل البیاني للدالة  .2 fC و  .fC  التمثیلان البیانیان في المعلم   ; ;O i j
 

  

 فإن * على الترتیب حیث f.و f للدالتان      .fC  و لتكن M نقطة من  fC  فاصلتھاx  

     نحصل على نقطة من  .fC  ذات الفاصلة x  بضرب ترتیب النقطةMفي العدد    
                  :01مثال   

      اللون الأسود  بیان الدالة مربع 
 2ھو بیان الدالة    سوداللون الأ( ) 2h x x  
  2ھو بیان الدالة   الأزرق اللون( )h x x      

  :كمایليدوال معرفة  lو f ،g ، h،  kلتكن  :02مثال   
                                                  .. /( ) 0;f x x x    

                                             ..( /) 3 0;g x x x       

                                           .. /( ) 4 4;h x x x      

                                                 .. /( ) 0;k x x x     

                                                 .. /( ) 4 0;l x x x    
  h ثم إلى بیان gلى بیان إ fل بیانوم حدد التحویل الذي یح      أرسم تمثیلاتھما البیانیة ث

  30 الصفحة 51 التمرین :تطبیق     
   

في المعلم المتعامد و المتجانس  :عناصر التناظرلتمثیل بیاني للدالة  .3   ; ;O i j
 

  نسمي fC بیان دالة fمعرفة على fD    

  نقول عن  :تناظر بیان دالة مركز ( ; )I   أنھا مركز تناظر للبیان  fCنقق الشرطا تحو فقط إذا  إذا  
              1.   fh D    وfh D   ن قیمة مھما تكh   
              2.  ( ) ( ) 2f h f h        2) أو ) ( ) 2f h f h      

  :   بیانیا                                                                                                 
) : یمكن تبیان : ملاحظة    ) ( ) 2f x f x        

2)                            أو   ) ( ) 2f x f x          
  
  
  
  
  

 دالة معرفة على f لتكن  :مثال     1 2: بـ( )
1

xf x
x




  fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j
 

    

1   بین أن           2( ; )I مركز تناظر للبیان  fC        
: لدینا :الجواب       1 ;1 1;fD       1: نلاحظ:  ومنھ fh D   1و fh D ن قیمة  مھما تكh  

1) ????????    :   نثبت أن           ) (1 ) 4f h f h     

......................             نوحد المقام             :             نحسب الطرف الأول 

2(1 ) 2(1 )
1 1 1 1
2.........

............................

(1 ) (

2 2

... 2

)

2

2

1f h f h h
h h

h h
h

h

h

h

 
 

   
 

 




 





2 42h
h




  

               
الصفحة 8  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 نقول عن  :تناظر بیان دالةحور م  ( ) : x  أنھ محور تناظر للبیان  fC إذاو فقط إذا  تحقق الشرطان  
              1.   fh D    وfh D  ن قیمة  مھما تكh   
              2.  ( ) ( )f h f h     2)  أو ) ( )f h f h     

)    : یمكن تبیان : ملاحظة      ) ( )f x f x     
2) أو                                   ) ( )f x f x                                بیانیا:     

     
  
  
  
)2: بـ  دالة معرفة على f  لتكن :مثال      ) 4 3f x x x    fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j

 
    

2            بین أن  ( ) : xتناظر للبیان حور م  fC        
fD:  لدینا:الجواب      2: نلاحظ:  ومنھ fh D   2و fh D ن قیمة  مھما تكh   

4)   ????????    :   نثبت أن                             ) ( )f h f h   

                                                 :       نحسب الطرف الأول

2(4 ) 4(4 )

....

(4 )

..........

3

16

h hf h    



 
28 16h h  

2............
4

(
3

4.. 3 )
h

f hh h
 

   

  

)4:  المعرفة بـg نعتبر الدالة .1  :01تطبیق     )
1

g x
x





   

 عین مجموعة تعریفھاgD 
 ضع جدول تغیراتھا على أدرس اتجاه تغیرھا وgD  

 دالة معرفة على fلتكن . 2                      1 ; 1 1;fD          بـ  :
2 2 3( )

1
x xf x

x
 




   

                              fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j
 

  

   عین ثلاث أعداد حقیقیةa ، b، c بحیث لكل fx D : (
1

.) cf x a x b
x

  


 

  جاه تغیر الدالة  أدرس ات)1(باستعمال الجزءf  
  عین إحداثیات نقط تقاطع fC مع حاملي محوري الإحداثیات 
  1بین أن 0( ; )Iن  مركز تناظر للبیا fC  

2:  دالة معرفة بـ fلتكن   :02تطبیق     

1( )
4

f x
x x




   fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j
 

  

 عین مجموعة تعریفھاfD 
 2  الشكل النموذجي للعبارةكتب علىأ 4x x   أعطي عبارة أخرى لـثم: ( )f x  
  2بین أن  ( ) : x محور تناظر للبیان  fC  
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 

  
: ل البیاني للدالةالتمثی.1  ( ) ( )g x g x f x b k    :                  20الصفحة 

f و دالة مرجعیة  fC  بیانھا  وgدالة مرجعیة و   gC حیث بیانھا  و( ) ( )g x f x b k  

)لتكن  ; )M x y نقطة من  fC

)لتكن و ; )M x y    نقطة من gCومنھ  :     ( ) ( )
y

x

y g x f x b k أي:
     

      

x x b x x b
y y k y y k

) :ومنھ  ; )M x b y k  

       مركبات الشعاع لنحسب MM 


 :ومنھ 

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

MM x x i y y j

MM x x b i y y k

M bi k j U

j

M

     

        

  





  



  





 


 

: معناه أن gC ھو صورة  fC  بواسطة انسحاب شعاعھ 
b

U
k
 
 
 


) یعدم b أن لاحظ      )x b

)2   .1 :أمثلة ) ( 2) 3f x x   ومنھ:  fCھو صورة بیان الدالة مربع بواسطة انسحاب شعاعھ 
2
3

U  
 
 



2.  1( ) 4
2

f x
x

 


:   ومنھ fCشعاعھھو صورة بیان الدالة مقلوب بواسطة انسحاب  
2
4

U
 
  



3 .   ( ) 1f x x ومنھ   : fC بواسطة انسحاب شعاعھجذر تربیعي ھو صورة بیان الدالة 
1
0

U  
 
 



 دالة معرفة على fلتكن : تطبیق 1  2: بـ 1( )
1

xf x
x





 fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j

 

fxبین أن  .1 D : 1( ) 2
1

f x
x

 


ثم استنتج أن  fC صورة بیان الدالة  ھو  1
 : ( )gC g x

x
  واسطة انسحاب یطلب  شعاعھب 
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   :جدول تلخیصي للتمثیلات البیانیة المختلفة
  

)عبارة  )f x   gC ھو صورة fC   التحویل  

 
( ) ( )g x f x b   

  

  
ai انسحاب شعاعھ


  

 
( ) ( )g x f x b   

  

  
b انسحاب شعاعھ j


  

 
( ) ( )g x f x a b    

  

  
ai ب شعاعھانسحا b j

 
  

 
( ) ( )g x f x   

  

  
 حامل تناظر محوري محوره
  محور الفواصل 

 
( ) ( )g x f x   

  

  

  
  

 حامل تناظر محوري محوره
  محور التراتیب

( ) ( )g x f x  

  

  طابق على الجزء الموجب ن
  رسم نظیر الجزء السالب و ن

مع حامل محور  بالتناظر
  الفواصل

  
  

  30 الصفحة 50التمرین  :تطبیق      
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   21 الصفحة  :تغییر المعلم. 2   
      ; ;O i j

 
).;  ومعلم للمستوي  ) a bإلى بالنسبة  ; ;O i j

 
 نسمي  ; ;i j

 
  معلم جدید 

)   لتكن      ; )M x y  بالنسبة إلى ; ;O i j
 

) و  ; )M X Y  بالنسبة إلى ; ;i j
 

    

    :لدینا                
  
OM O M   غییر    إذا دساتیر الت:  

 


 

x X a
y Y b

    

     

   للبیاننقطة ما تختلف عن مبدأ المعلم أنھا مركز تناظر: یستعمل ھذا الدستور لإثبات أن  : ملاحظة     
  حامل محور التراتیب ھو محور تناظر للبیانمحور ما یختلف عن  : أو                                                     

 دالة معرفة على fلتكن   :مثال       1 2: بـ( )
1

xf x
x




  fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j
 

    

1      بین أن        2( ; )I مركز تناظر للبیان  fC        

من       نغیر المعلم  ; ;O i j
 

 إلى  ; ;I i j
 

 :    إذا دساتیر التغییر 
1
2

 


 

x X
y Y

2نعوض في عبارة   
1

xy
x




   

                               2( 1)2
1 1

XY
X


 

 
2 ومنھ  2 2XY

X


 2 :  ومنھ ( )Y h X
X

     

)2 :            ونلاحظ أن  ) ( )h X h X
X

   


1 دالة فردیة معناه أن  2( ; )Iبیان  مركز تناظر لل fC        

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

I
I

J
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2 3 4 5-1

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

  

   – عمومیات –تطبیقات على الدوال 
                                                                                                                                                                              

)3  : الدوال التالیة عین مجموعة تعریف :01التمرین )1)
2 3

. xf x
x





،  2

3( ).)
4

2 xf x
x x




 ،  
2

2
13
1

. )) ( xf x
x





  

                      2). ( )4 f x x      ،2( ) 4.5) f x x x  ، 2( )).6 f x x x  ،  2( )). 97 f x x    
                                                                                                                                             

3 :  كمایلي المعرفة على fلتكن الدالة  :القراءة البیانیة :20التمرین 2( ) 2 6 7 21f x x x x      
: باستعمال الآلة الحاسبة البیانیة مثل بیان ھذه الدالة في نافذة .1 2,5 4.;.x   و  . .15 ; 30y    
 :باستعمال ھذا البیان أجب على الأسئلة التالیة  .2

  الدالة شكل جدول تغیراتf على  
 ین عدد حلول المعادلة ع( ) 0f x  "  210كقیم تقریبیة إلى تعطى النتائج 
  شكل جدول إشارةf حسب قیم x  
 حل بیانیا المتراجحة ( ) 10f x   موضحا الطریقة  
  بیانیا المتراجحة حل( ) 11f x x    موضحا الطریقة   
  (3)بین أن 0f  ثم عین ثلاث أعداد حقیقیة a ، b ، c2:  بحیث( ) ( 3)( . )f x x a x bx c     
 م المضبوطة لحلول المعادلة استنتج القی( ) 0f x   

                                                                                                           

   شكل جدول تغیرات الدوال التالیة على مجموعة تعریفھا  :30التمرین
         2( ) 21 4. ( ) 3) f x x        ،   ( ) 3( 1) 5.2) f x x       ،     ( )3 .) ( 8)f x x x    

               
5(. 2

2
) )4 f x

x
 


         ،      1(. 1

5
) )5 f x

x
 


  

                                                                                                                                  

) :  كمایلي المعرفة على fلتكن الدالة   :40التمرین ) 2 3f x x    
  أكتب( )f x بدون رمز القیمة المطلقة  
  شكل جدول إشارةf  
  أرسم fC بیان الدالة f  
  لتكن الدالةg المعرفة على كمایلي  : ( ) 2g x x    
  أكتب( )g xیمة المطلقة  بدون رمز الق 
  شكل جدول إشارةg  
  أرسم gC بیان الدالة g  

                      حل بیانیا المعادلة ( ) ( )f x g xثم تحقق من ذالك حسابیا   
  

      : الدالة الممثلة في البیان التالي عبارة على أبسط شكل أعطي  :05التمرین
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 : في كل حالة I على شكل تركیب دوال مرجعیة ثم ضع جدول تغیراتھا على المجال fأكتب الدالة   :60التمرین
  ;.0.J     و   2. ...( ) 9 ,. ; 01 . .) f x x I    

 ;.0.J     و   2. ...1( ) ,. ; 0
1

2 .) .f x I
x

  


. ... .3) ( ) 2 4 , f x x I  

 . ..4) .1( ) ,. 3;
3

f x I
x

   


  ;.1.J    و   2( ) ( 1) 3. .. , ; 15) . . . .f x x I    

 2( ) , 3;
3

. . .) .6 .f x I
x


  



 المعرفة على المجال  u یعطى جدول تغیرات الدالة :07التمرین  3 3.;. بدون أن تعطى العبارة الجبریة
 المعرفة على المجال gو fتانشكل جدول تغیرات الدال .1 3 3.;.

 ( ) 2 ( ) 1).1 f x u x      و       ( )2 .) ( )g x u x 

 بدون أن تعطى العبارة الجبریة   u یعطى جدول تغیرات الدالة :80التمرین

:  المعرفتان كمایليg وf ولتكن الدالتان

( )1 .) ( )f x u x    و        2( ) ). (2) g x u x
  : على مایلي خطأ أو بصح أجب 

1.  f معرفة على المجال  0.;.9
2.  f متناقصة على المجال  0.;.5

3.  ( )f x 0 تنتمي إلى المجال ; 5. . 
 

4.  gالمجال  معرفة على  0.;.9
5.  g متناقصة على المجال  0.;.9
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2221021080921
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دَ تمؼهم         ُي انمش ;O;i)فً انمسر j) ه ٍ ٍ  fCَgCانمىحى
ه  ٍ ٍه نهدانر ه ػهى f gَانممثه ٍ َانمؼزفر 2;4شكم()اوظز ان 

2 3 4-1-2

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y

 
ه صُر 1 ٍ  ؟fتـ 0كم ساتقح نهؼدد ، fتاندانح  1، 3، 0،  -1( ػ
ٍا فً انمدال2 ٍاو م ت ( ح 2;4. 
ه    ٍ fأ(انمؼادنر (x) g(x)  َg(x) 1  
ه  ب(   ٍ fانمرزاخحر (x) g(x)   َf (x) 0. 

ه 3 ٍ خ كم مه اندانر زٍا لَ ذغ  .f َg( أوشئ خد
4 )h  اندانح انمؼزفح ػهى 2;4:تـh(x) f (x) g(x) . 
زٍ اندانح ٌمٌ    ه اسرىراج اذداي ذغ ػهى انمدال  hمك 2;1  

َػهى انمدال  1;4؟ 
نددَل         خ دانح   انرانً ٌمثم ا زٍا  :   fذغ

 -5           -2             1              3          7 x 
6 

             0 
                       - 

            1- 
                    

-                    4- 

f(x) 

فٌ 1 ًٌ مدمػُح انرؼز  ؟ fنهدانح  D(   ما
لُ انمؼادنح 2 ٍه حه  f(x). ثم اسرىرح  إشارج f(x)=0(  ػ
ه انقٍمح انؼظمى نـ 4 ٍ  D[ ػَهى 1 ; 5-ػهى انمدال[ f(ػ
ه:)5 ٍ  f(-3َf(-4)،f(-1) َf(0). )2f(َ)3f((قارن ت
ندَا (6 خ ا زٍا لَ ذغ م خد f ،fل انرانٍح:شك 2َ3f 

ه مدمػُح ذؼزٌف اندانح       ٍّ  فً كم حانح . fػ

1) f (x) x² 4x 5   ،x² 1f (x)
x 1





 

3) f (x) x 2   ،4)
 

 

5)
 

  ،6) x 1 1f (x)
x
 

 

7)   ،8)
 

 

9)
 

  ،10) x 1f (x)
x 1





 

خ انرانحٍ Iػهى انمدال fادرص اذداي ذغٍزاندانح        فً انحاال
0.      ، 

2.                ، 

3.      ، 
ُ انمىحىى      ٌ م  وً نهدانح  انمقات ٍا م انث ٍ  انرمث

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

اوٍا:مث اوطالقا مه انمىحىى  ٍ دَال انرانٍح ت  م ان
      ،     

          ،     
          ، 

ٍه      خ انرانٍح َ    ػزف اندانر  : فً انحاال
0.        َ 

2.         َ 

3.         َ 
4.       َ 

5.        َ 
      f]تـ[2، ∞+دانح مؼزفح ػهى: f (x) (4 2x)²  
ٍه ان 1 ه  f(ت ٍ ٍه مزخؼرٍ ة دانر ة  u  َvًٌ مزك ٌطه

فٌ كم مىٍما. دٌ مدال ذؼز ذَحد ىٍما  ٍ ٍ  ذؼ
ه2 م م زٍاخ ك   f،ثم اسرىرح إذداي ذغٍز u  vَ(حدد إذداي ذغ
      f َg  ه ػهى ٍ ٍه مؼزفر دانر 3;  َ 1;  

ة تـ : ٍ f ػهى انرزذ (x) x 2  َg(x) x 1  
فٌ اندانح1 دمُػح ذؼز ٍه م hانمؼزفح تـ :  h( ػ gof 
زٍ اندانح  h( خد ػثارج اندانح 2   hثم اسرىرح اذداي ذغ

      f  تـ:اندانح انمؼزفح ػهى
1x
2x)x(f




  

ف1ٌ ٍه أن مدمػُح ذؼز  =f ]:ًٌ∞+2;]];1∞-[D(ت
ٍه ان 2 ثٍ f=goh(ت َ   gح ٍؼً    hًٌ اندانح اندذر انرزت

12 

10 

15 

18 

17 

16 

14 

13 

fC 

gC 

16 
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ٍا.  ة ذؼىٍٍ  دانح ٌطه

م 3) ه أخم ك 1h(x) ندىٌا:D مه xذحقق اوً م 1
x 1

 


  

خ  زٍا ه:[ hاسرىرح ذغ ٍ كم مه انمدان  ]-∞1;َ[[;2+∞ػهى 
زٍ اندانح 4 ه اذداي ذغ ٍ ه[f(ػ م م َ[;2+∞ػهى ك  ];1∞-.[ 
فٌ اندانح 5 ٌمكه ذؼز أي مدال  ةhog( ػهى     hog ؟ احس

     u َv:ه مؼزفرٍه تـ ٍ u(x)دانر x 4   َ1v(x)
x

 

َf اندانح انمؼزفح ػهى انمدال ;4 :تـf vou. 
ة  انؼثارج 1 f( أكر (x)  تدالنحx . 
زٍ اندانح 2 ٍه اذداي ذغ انمدال  ػهى f( ػ ;4. 
3 )g  اندانح انمؼزفح ػهى ;4:تـg(x) f (x) 5    
زٍ اندانح    ه اذداي ذغ ٍ انمدال  gأ( ػ ;4. 
ة  انؼثارج  ب(    . xتدالنح  g(x)أكر

4  )h  اندانح انمؼزفح ػهى ;4:5تـx 19h(x)
x 4





 

1h(x)ذحقق أن:  5
x 4

 


زٍ   . hثم اسرىرح اذداي ذغ

 تـ :   دانح مؼزفح ػهى         
ه  .0 ٍ ه انحققٍ ٌ َخد انؼدد م ػدد ،  أ ه أخم ك ٍث م  تح

قً  ٍ x : fحق (x) (x a)² b   

ه فكك اندانح  .2 ٍ ٍه مزخؼرٍ ة دانر  انى مزك
زٍ اندانح  .3 ه  ادرص اذداي ذغ ٍ َ  ػهى انمدان

م   خثم شك زٍا لَ انرغ  خد
خ وقط ذقاطغ  .4 ٍا َخد احداث خ ا ٍا رُي االحداث  مغ مح
د أن :    .5  اثث
وً نهدانح مزتغ. ارسم  .6 ٍا م انث ٍ  اوطالقا مه انرمث

وً       ٍا م انث ٍ م دانح  (P)انرمث ٌمث رَ  مؼزفح  f فً انشكم انمدا
 f(x)= ax2 + bx +c تـ:  ػهى 

2 3 4-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

 
ٍان(1 م انث لَ انرانً : (P)أ سرؼم  نركمهح اندد

 1  1- x 
0  3-  f(x) 

f :ثم ذحقق أن a  ،b  ،cػٍه (2 (x) (x 1)² 4   
خ اندانح3 زٍا  [.-2،   4ػهى انمدال ]  f ( ارسم خدَل ذغ
لُ مىحىى اندانح '' مزتغ'' إنى vػٍه انشؼاع (4 ٌح   (P)انذي 
ٍم )5 ٍه أن انمسرق رُ ذىاظ  :)x=1( ت  (P)نـ  زمح
ٍكه        َ ABقاػدذاي ] Aشثً مىحزف قائم فً  ABCDن  ]
[DC : ٍث   AB = 6  ،DC = 2  َAD = 4[ح

   M [ وقطح مرحزكح ػهى قطؼح انمسرقٍمAB انمسرقٍم ، ]
م انىقطح  ٍم ) Mانذي ٌشم ُاسي انمسرق ٌ َBC قطغ قطؼح ٌ) 

م انىقطح  Nقطح [ فً انىADانمسرقٍم ]  َانمسرقٍم انذي ٌشم
N ( ٍم ٌُاسي انمسرق َAB[ ٍم  [BC(ٌ قطغ قطؼح انمسرق
رً ذزفق  f. وؼرثز اندانح  AM = x، وضغ  Pفً انىقطح   ان

م ػدد  ػً  xتك  . MNPBمساحح انزتا
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 . x( ػٍه انقٍم انممكىح نهؼدد 1  
ه أن : 2    ٍ 2f(ت (x) x 6x   
ٍه 3  ؼً انىقطح (ػ ُض ػً  Mم ُن مساحح انزتا حرى ذك

MNPB  َي وصف مساحح شثً انمىحزف  .ABCDذسا
مكه كراتح 4 ٌ م انرانً :   f(x)(  ذحقق أوً   ػهى انشك

           2f (x) (x 3) 9   .  
خ اندانح 5  زٍا ٍا. f(  أدرص ذغ زٍاذ لَ ذغ م خد  ثم شك

ً نهدانح 6 ٍاو م انث ٍ 2x(  تاسرؼمال انرمث x، 
ً نهدانح            ٍاو م انث ٍ  . fأوشئ انرمث

خ اندانح      زٍا لَ ذغ كٍ خد  انمؼزفح ػهى انمدال  ان
-4             0                 1              2           4 

 
             1   
                0                
-2 

3                 
  0                  

                         

 
 

 حدد اشارج اندانح  .0

لُ انمؼادنح   .2 ُ ػدد حه اٌ  م
خ اندانح  .3 زٍا لَ ذغ م خد خ انرانحٍ:  شك  فً انحاال

  ،  ،                                    
 تـ :   مؼزفح ػهى دانح   .4

رة اندانح  مح انمطهقح اك ٍ َن رمش انق ٍا شثم  د َل ذغٍزاذ م خد  ك
 تـ :   دانح مؼزفح ػهى   .5
د أن   َخٍح ، ثم  اثث ٍا  دانح س زٍاذ لَ ذغ م خد  شك
 دانح مؼزفح كما ٌهً :    .6

فٌ اندانح  مدمُػح ذؼز َخد   ا

01 

19 

00 
03 

02 
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 

 

 

 
 

  الكفاءات المستھدفة
 التعرف على دالة كثیر حدود و على درجتھا. 
 حل مسائل تستخدم فیھا معادلات أو متراجحات   من الدرجة الثانیة  .  

 
 

 
  
                              أسابیع 2 :المدة         
     :المدة الزمنیة        

                                                                                             
    ساعة21ضي و تقني ریا ساعة 14 للشعبة ریاضي ةبالنسب بالنسبة للعلوم تجریبیة أما ساعة 01
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  
   

 
   نرسم بداخلھ مربعات5الشكل المقابل یمثل مربع طول ضلعھ   :01نشاط

):  ونھتم بـx طول ضلعھا  )S xمجموع المساحة الملونة للمربعات الخمسة   
2:    بین  ببرھان ھندسي أن  .1 2( ) 4 (5 2 )  S x x x 

)                                 و           ) 25 4 (5 2 )  S x x x   
)2: بین أن  .2 ) 8 20 25  S x x x 
) و S(2,5): باستعمال العبارة المناسبة أحسب .3 3)S   

: بین أن  .4
25( ) 8 12,5

4
    
 

S x x 

)استنتج أن المساحة  .5 )S x 5 تكون أدنى ما یمكن لما
4

x أعطي قیمتھا 

): بین أن .6 ) (2 1)(4 8) 17   S x x x 
):  بحیث xعین قیمة  .7 ) 17S x  

    :الجواب 
)المساحة  .1 )S x 24 ھي مجموع مساحات أربع مربعات تساويx ومساحة المربع EFGH التي تساوي  

2(5 2 ) x 
2:        ومنھ  2( ) 4 (5 2 ( ))   S x x x   

)المساحة : من جھة ثانیة       )S x ھي المساحة الكلیة للمربع ABCD نحذف منھا المساحات البیضاء 25 والتي تساوي   
5 و طولھا xالمساحة البیضاء الواحدة عرضھا :  حیث 2x 5  ومنھ مساحتھا تساوي 2( )x x     

) :  وعلیھ  ) 25 4 (5 2 ( ))   S x x x   
)2   : بعد النشر نجد .2 ) 8 20 25 ( )    S x x x  
3. (2,5) 25Sباستخدام العبارة ( ) و  ( 3) 49 20 3 Sباستخدام العبارة ( ) 

 :بعد النشر نجد .4
2

25( ) 8 12,5 8 20 25
4

       
 

S x x x x 

5لكل : لد ینا  .5
4

x : 
258 0

4
   
 

xومنھ  :( ) 12,5S x5:  ومنھ( ) ( )
4

S x S  

)           وعلیھ نستنتج أن المساحة  )S x 5 تكون أدنى ما یمكن لما
4

x12,5: و قیمتھا ھي    

)2 :بعد النشر نجد .6 ) (2 1)(4 8) 17 8 20 2      S x x x x x 

7. ( ) 17S x 2) تكافئ 1)(4 8) 17 17 (2 1)(4 8) 0       x x x x1: ومنھ ;2
2

   
 

S 

2   نسمي :ملاحظة 2( ) 4 (5 2 )  S x x x كثیر حدود من الدرجة الثانیة   

              و 
25( ) 8 12,5

4
    
 

S x x الشكل النموذجي لھ   
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 سوالــــــــــدر*:    

 الدوال كثیرات الحدود .1
  دودالدالة كثیر ح .1

1: بِـ معرفة على fكل دالة ) أو كثیر حدود ( نسمي دالة كثیر حدود  :تعریف  
1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a
      

  . أعداد حقیقیة ثابتة0a ،1a ، ... ،na عدد طبیعي و nحیث                  
  
  :أمثلة      

 كل دالة ثابتة :x k  k0:  ھي دالة كثیر حدود و بصفة خاصة الدالة المعدومةx. 
 20,3:  الدوال 2x x x    ،  22 2x x x    ،5x xھي كثیرات حدود   . 

 5: الدوال
1

4
x

x 
 ،  2 2x x  لیس كثیرات حدود   

  درجة كثیر حدود .2
  
  : تكتب بطریقة وحیدة على الشكلfكل دالة كثیر حدود غیر معدومة :مبرھنة و تعریف      

1
1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a
     0 معna   

p معاملاتھ و یسمى 0a ،1a ، ... ،na، تسمى الأعداد  f درجة كثیر الحدودn    یسمى العدد الطبیعي
pa xالحدالذي درجتھ p  .  

  :أمثلة    
 0: كل دالة ثابتةx a  0 0a  0 ھي كثیر حدود درجتھ. 
 لفیةكل دالة تآ :x ax b  0a  1 ھي كثیر حدود درجتھ. 
 2: كل دالةx ax bx c  0a  تسمى أیضا ثلاثي حدود من الدرجة الثانیة ( 2 ھي كثیر حدود درجتھ( 

 .نة درجة كثیر الحدود المعدوم غیر معیّ:ملاحظة    
 تساوي  كثیري حدود .3

      :مبرھنة        
 یكون كثیر حدود معدوما إذا و فقط إذا كانت كل معاملاتھ معدومة. 
 یكون كثیرا حدود ، غیر معدومین، متساویین إذا و فقط إذا كانا من نفس الدرجة 

  . و كانت معاملات الحدود من نفس الدرجة متساویة          
 

x :3لدینا من أجل كل عدد حقیقي   إذا كان :01مثال      2 32 3ax bx cx d x x       
2a:  فإن                 ،0b  ،1c   3 وd .  

3  نعتبر كثیر الحدود :02مثال 2( ) 5 3 15P x x x x    عین الأعداد a ،b ،cبحیث لكل عدد حقیقي x  لدینا:  
              2( ) ( 5)( )P x x ax bx c   ثم استنتج جذور ( )P x   

   بعد نشر الطرف الثاني:  الجواب
3 2 2

3 2.............................
5 3 15 ( 5)( )

(5 ) (5 ) 5
x x x x ax bx c

ax a b x b c x c
      

     
    

 :          بالمقارنة

1
1

5 5
0

5 3
3

5 15

a
a

a b
b

b c
c

c


            

)2 : ومنھ ) ( 5)( 3) ( 5)( 3)( 3)P x x x x x x        

)  جذور  )P x ھي الأعداد التي تعدمھا ومنھ  ( ) 0 5; 3; 3P x S      
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( ):
( )

 f xh x
g x

  :عملیات على كثیرات الحدود تسمح قواعد الحساب الجبري من التوصل إلى النتائج التالیة: على كثیرات الحدودعملیات. 2   
  .مركب كثیري حدود ھو كثیر حدود .مجموع، فرق و جداء كثیرات حدود ھي كثیرات حدود :نتائج        

 على الترتیب ھو كثیر حدود درجتھ p وnجداء كثیري حدود غیر معدومین درجتاھما                    n p.  
  

  .  دالة ناطقة                  : لیس كثیر حدود و تسمى الدالةgعلى كثیر حدودf بصفة عامة حاصل قسمة كثیر حدود:ملاحظة     
  :جذر كثیر حدود     
) یعني f  جذر لكثیر الحدود العدد .  عدد حقیقي و1 كثیر حدود درجتھ أكبر من أو تساوي fلیكن:تعریف        ) 0f  .  
3:  كثیر الحدود المعرف بِـf  لیكن :مثال       2( ) 2f x x x x     

(2):       لدینا 0f  ھو جذر لكثیر الحدود2 ومنھ f (0) لیس جذرا لھ لأن 0 بینما العدد 0f   (0) 2f    

تحلیل كثیر حدود باستعمال العامل        x  
)إذا كان . عدد حقیقي و 1 كثیر حدود درجتھ أكبر من أو تساوي f   لیكن:مبرھنة       ) 0f   )  جذر لكثیر الحدود f (   

) : لدیناx بحیث من أجل كل عدد حقیقيgفإنھ یوجد كثیر حدود                     ) ( ) ( )f x x g x   
3:  كثیر الحدود المعرف بِـf لیكن :01المث       2( ) 6 11 6f x x x x     

(1)                لدینا  0f    (2)  و 0f   (3)  و 0f   ھي جذور لكثیر الحدود 3 و 2، 1و منھ الأعداد f.  
:  و لدیناfیمكن إذن تحلیل                    ( ) 1 2 3f x x x x     

3:   دالة كثیر حدود معرفة بِـf :02لامث       2( ) 4 4f x x x x     
  fجذر لكثیر الحدود 2تحقق أن العدد .1
x    : بحیث یكون من أجل كل عدد حقیقي gعین كثیر حدود .2 ( ) 2 ( )f x x g x   

(2): لدینا :الجواب  0f جذر لكثیر الحدود2 و منھ العدد f .  
):     لدیناx بحیث من أجل كل عدد حقیقيgإذن حسب المبرھنة یوجد كثیر حدود       ) ( 2) ( )f x x g x   

):الطریقة العملیة لتعیین        )g x   
                                                                                                      2x             3 2 4 4x x x                                  

)2:   نجد ھكذا           ) 2g x x x                                                 2 2x x                  3 22x x   
:  و منھ             2( ) 2 2f x x x x                                                                     2 4 4x x         
                                                                                                                              2 2x x            

                                                                                                                           2 4x     
                                                                                                                           2 4x   

                                                                                                                           0 +  0  
   :HORNER طریقة أورنر 

4  4-  1-  1    
4-  2  2  0  2  
0  2-  1  1  0  

  1  x  2x    
 :  ومنھ        2( ) 2 2f x x x x     
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 من الدرجة الثانيةالمعادلات 

2 ھي كل معادلة من الشكل :تعریف :المعادلات من الدرجة الثانیة .1 . / 00 .ax bx c a    
2ةالشكل النموذجي للعبار .2 0ax bx c  :  من أجل كلّ عدد حقیقيx و a ،عدد حقیقي غیر معدوم 

2: لدینا 2      
 

b cax bx c a x x
a aلكن  

2 2
2

22 4
     
 

b b bx x x
a a a

 ومنھ 
2 2

2
22 4

         
   

b b cax bx c a x
a a a

2نضع   4  b ac عندئذ ،
2

2
22 4

        
   

bax bx c a x
a a

2العدد  :تعریف .3 4  b ac 2العبارةمُمیّز ھو 0 / 0. ..a x bx c a   ونرمز إلیھ بالرمز )  دلتا" نقرأ.("
2

22 4
        

ba x
a a

2  للعبارةالشّكل النموذجي ھو  .0 / 0.ax bx c a    

23 .1:  أعطي الشكل النموذجي لمایلي:تطبق 6 4x x   2. 22 4x x  3. 2 6 9x x 

)2  لتكن المعادلة :نةمبرھ  ) 0f x ax bx c     مع (a0)   ،ممیّزھا  :

 0إذا كان  1 فإنّ المعادلة تقبل حلّینx،2x :
1 2

  


bx
a

 ، 
2 2

  


bx
a

تج    و ین  1 2( )f x a x x x x  

  0إذا كان  0 فإنّ المعادلة تقبل حلاّ مضاعفاx :
0 2




bx
a

 و ینتج  2
0 ( )f x a x x

 0ن إذا كا 2 لا تقبل حلولا و العبارة    فإنّ المعادلة  ax bx c لیّتحلتقبل اللا. 

022 .1:   المعادلات التالیة حل في  :تطبیق  5 – 1  x x  2. 023 –  2 –  4 x x
 3.22 10 2 25 0  ( )x x 4. 2 2 2(2 4) ( 5 6) 0x x x     
 5. 2 2 022( ) 5( ) – 1  x x      6. 50 9825 10 02 10  x x   

 :الثانیة المتراجحات من الدرجة .4
: التالیین ، كل متراجحة یمكن كتابتھا على أحد الشكلینx  نسمي متراجحة من الدرجة الثانیة، ذات المجھول :تعریف 

2 0; 0ax bx c    ،2 0; 0ax bx c    حیث a ،bو c 0 أعداد حقیقیة  ثابتة معa . 
022 :مثال   5 –  1  x x  ، 023 –  2 –  4x x .....  
2ax إشارة ثلاثي الحدود. 5 bx c   0a :

0 
2المعادلة  0ax bx c   لا تقبل حلولامن أجل كل عدد حقیقي x  2، إشارةax bx c  ھي من نفس إشارة  a

 x
a 2axإشارة مع  bx c 

0 
2المعادلة   0ax bx c  1 تقبل حلا مضاعفاx

 1x              x
a  2axإشارة مع   a 0 إشارةمع  bx c 

0 
2المعادلة   0ax bx c  1 تقبل حلین متمایزینx2وx

2x 1x            x

a  2axإشارة مع  a 0إشارةعكس  a0إشارة مع bx c 
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    2جدول عام خاص بكثیر الحدود من الدرجة

2( )P x ax bx c     
  
  
2 4b ac    
  

      0                                             0                                             0                    

ز 
ی م

الم
ب 

سا
ح و

رة
ا ش

الإ
ید 

حد
ت

  

     

                                      حلول لھا لیس  
0 2




bx
a

                2 12 2
;b bx x

a a
     

   

  

اب
حس

ول  
حل

ال
  

   
                               التحلیل تقبل لا   2

0( )P x a x x               1 2( )P x a x x x x    

یل
حل

الت
  

                          
    

  
   

     2x          1x          x  
)  aإشارة مع  a 0إشارةعكس  a0 إشارةمع )P x

          0x        x  
)  aإشارة مع a 0 إشارةمع )P x  

     x  
)  aإشارةمع   )P x  

ة  س
درا

رة
ا ش

الإ
  

 
 

    
  

ني
بیا

 ال
یر

فس
الت

  

   :تطبیقات
2-02: المتراجحات التالیةحل في  :01التمرین  7 –  5  x x  ،  02  –  2  x x  ، 5 6 02  x x    
=2P(x)لتكن  :02التمرین 2  7  5. x x    
  حل في المعادلة P(x)=0 
  حلل إلى جداءP(x) 
  حل فيجحة المتراP(x)<0  
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2 3 4 5

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y 2اجحة   حل بیانیا المتر:30التمرین     5 6 0x x     
)في معلم متعامد و متجانس حیث بیانھا مثلناه      ; ; )

 
O i jیلي كما :    

       
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

     
  أحدھما معدوم ن إذا كا  یكون الجداء معدوم إذا كان و فقط:قاعدة الجداء المعدوم  

                                     ( ) 0B x   أو ( ) ( ) 0 ( ) 0A x B x A x     

  :نتیجة    ( ) 0 ( ) 0nA x A x    

3 .1  المعادلات التالیة حل في :مثال   7 (1 ) 2( 1)x x x      2. 2 2(2 3) ( 5)x x    3. 5(2 3) 0x    
  

  متراجحة جداء:  ( ) ( ) 0 A x B x ( )A x و ( )B x من الإشارة   

3)2 .1   المعادلات التالیة حل في   :مثال     6)(4 ) 0x x      2.  2(5 )(2 1) (5 ) 0x x x        

 المعادلات الناطقة:        ( ) 0( ) 0
( ) 0( )

A xA x
B xB x


   

)رط  نسمي الش  ) 0B x  بحیز الصحة   

 .1   المعادلات التالیة حل في :  مثال   
2 2( 1) 0

1
x
x





    2.  2 3
5x x




    

 متراجحة حاصل قسمة:  ( ) ( ) 0( ) 0
( ) 0( )

A x B xA x
B xB x
 

   
)رط  الشنسمي   ) 0B x  بحیز الصحة   

3 .1   المعادلات التالیة حل في    :مثال     0
2

x
x





    2.  5 3 3 0
1

x x
x x


 


     3. 
2

2

3 1 0
3 10

x x
x x

 


 
  

 صماءادلات الالمع:         2( ) ( )( ) ( )
( .......) ....0

A x B xA x B x
B x

   


       

1 .1   المعادلات التالیة حل في    :مثال        2 3x x      2.  2 3 2 0x x      
 صماء التراجحاتالم:               
2 .1    التالیةجحاتتراالم حل في    :مثال       3 0x x      2.  24 1 5 0x x    
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تطبیقات و مسائل   
)2: بـ  دالة معرفة على fلتكن  :01التمرین    ) 3 2 1f x x x     fC ي معلم متعامد و متجانس  فبیانھا ; ;O i j

 
  

طبیعة البیان  ما .1 fCرأسھ" و عین إحداثیات ذروتھ" 
بین أن البیان  .2 fC یقطع حامل محور التراتیب في نقطتین A و B یطلب إحداثیاتھما  
ماھي مجموعة قیم  .3 fCور الفواصل  التي من أجلھا البیان یقع فوق حامل مح 

   :02التمرین   
  Gنرید إنشاء محطة قطار في نقطة    
تقع على الطریق المستقیم       AB  
  D و Cوتبعد بنفس المسافة عن مدینتین    

 على G   عین وضعیة النقطة  AB   
AGضع ن(:ةمساعد  xو نستعمل مبرھنة فیتاغورث (  
   
  
  
  
  :03التمرین  

  :2من xبین أن لكل  )أ .1 16 1380 ( 30)( 46)x x x x      
2:   التالیةتراجحةالم حل في  )              ب 16 1380 0x x      

 بدون غطاء من ورقة كرتون مربعة الشكل نرید صنع علبة  .2
  cm.4ضلعھ طعنا من كل زاویة مربع طول بحیث ق

   xعین قیمة  ھو مبین في الشكل كما
  cm.21380إذا علمت أن المساحة الملونة أكبر تماما من 

    
  
    
  
  

  
  
 نقطتان من N وM مربع وABCD في الشكل المقابل  :04التمرین   ABو  AD  یحیثAM AN x     

) نسمي                   )S x مساحة المثلثMNC              
)عبر عن .1 )S x بدلالة x  
 : 2من xبین أن لكل  )أ .2 20 100 0x x     

   ABCDف مساحة ھي أقل تماما من نص MNCاستنتج أن مساحة المثلث  ) ب
 : 2من xلكل  تحقق أن )أ .3 20 36 ( 2)( 18)x x x x      

) بحیث xاستنتج قیم   ) ب ) 18S x   
  

  موزعة كماھو مبین في الشكل مستطیلة الشكل ABCD  قطعة أرض :05التمرین  
  EF   أحسب            

DEضع ن(:مساعدة       FB x (    
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      m.1,5 و m.1 أبعاده   على شكل مستطیل علم الدانمارك  :06التمرین   
   حتى تكون المساحة البیضاء تساوي المساحة الحمراءxعین قیمة      

  
  
  
  
  
  
  

18 بسرعة ثابتة B نحوAتنطلق دراجة ھوائیة من   42km تساوي B وAمدینتین المسافة بین :07التمرین    /km h   
6بسرعة ثابتة  A B نحوB المعاكس منالاتجاه  و في نفس الوقت ینطلق شخص ماشیا في                 /km h  
  ى یلتقییان  الزمن اللازم حت و   ماھ                 
):  المعرفة كمایلي mf عدد حقیقي نعتبر الدوالm :08التمرین    ) 5 3  mf x mx m   

)2:معرفة بـhو دالة                  )
3

 



xh x

x
:  و نسمي  mDو  hC على الترتیب التمثیلات البیانیة لھما  

 عدد نقط تقاطع mعدد الحقیقي عین  حسب قیم ال .1 mDو  hC 
برھن أن جمیع المستقیمات  .2 mD تتقاطع في نقطة ثابتة Aا یطلب تعیین إحداثیتیھ   
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .3 ; ;O i j

 
.1:  حیث

 
i j cm   

 أرسم              hC ، 4D، 1D و  0D في نفس المعلم   
24 :   التالیةلةالمعاد حل في  .: 1الجزء  :09التمرین 9 2 0  t t   

)24: استنتج حلول المعادلة  .2                              2) 9 2 2 0    x x   
  cm.23 و مساحتھ تساويcm.7عین أبعاد مستطیل علما بأن محیطھ یساوي   :الجزء                

2 :   التالیةلةالمعاد حل في   .1  :10التمرین 5 6 0  x x  
3:  المعرف بـP نعتبر كثیر الحدود .2                  2( ) 4 6   P x x x x   

   P ھو جذر لكثیر الحدود 1 تحقق من أن )أ                       
) حلل )ب                      )P x   

) : حل في  )جـ                      ) 0P x ثم ( ) 0P x   
23 :   التالیةتراجحةالم حل في  )أ. 3                 11 6 0  x x   
)x   :2 عدد حقیقي لكل: تحقق من أن )ب                   1) ( ) 3 11 6    P x P x x x   

2 استنتج أن لكل )جـ        
3;

3
x      

) :لدینا   1) ( ) P x P x  

4:  المعرف بـPنعتبر كثیر الحدود  .1   :11التمرین 3( ) 5 20 16   P x x x x   
   P لكثیر الحدود ین جذرما ھ2 و 1  العددین تحقق من أن)أ                       

) حلل )ب                      )P x   
) : حل في  )جـ                      ) 0P x   

   : دالتان ناطقتان معرفتان كمایليg و f لتكن. 2                

                       
5 4 3 24 5 20 4 15( )

1
    




x x x x xf x
x

)1  و   )
1




g x
x

  

  g و f للدالتین عین مجموعة تعریف)أ                       
):  تحقق أن )ب                      ) ( ) ( ) f x P x g x   
) :  المتراجحةحل في  )جـ                      ) ( )f x g x   

  
  
  
  

x 
x 1m 

1,5.m 
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f(x)

0  

2  
3  
4  

 1
x² 5x 6 0  x² x 1 0  x² 7x 8 0  

2
x² - ( 2 + 3)x + 6 = 0(x² 3x 4)² (x² 8x 4)²

x x 3x 4 0  2x² 3 x 2 5 0   x + 4 x -5 = 0
1

2x² x 3 0  4x² x 18 0   x² 3x 0

 ، 

2x
x² 8x 7 0...(1)
(x 2)(x 3) 0....(2)

 

12( 3 2)
22x² ( 3 2)x 3 0
3ab

2(x a)(x - b)2x² ( 3 2)x 3
42x² ( 3 2)x 3 0

3f (x) x 6x² 11x 6   

1f(3) 
δ,β,α

x2f(x)=(x- 3)(αx +βx+ δ) 
f(x) = 0 
f(x) < 0

2g(x)
23g( 1) g(3) 24

3f (x) x 6x² 11x 6   

12f (x) 
2f (x)

3f(x) = -10f(x) < 0 
5x x 8x 17 x 10 0   

3 2f (x) 4x 16x 13x 3   

1f (3)f (x)
2xf (x) 0f (x) 0

12x² x 1 0  

2P(x)x
3P(x) 2x 5x² x 2   

P(0)P( 2)P( 3)P(x)
Q(x)

P(x) (x 2)Q(x) P(x)
P(x) x 2 

abf(x)
3f (x) x ax b  

1 ab2f (x)f (0) 2 

2a 3 b 2 

xg(x) 
     f (x) (x 2).g(x) 

f (x) 0f (x) 2 

2a 3 b 2 

xg(x) 
     f (x) (x 2).g(x) 

f (x) 0f (x) 2 

1x² 5x 6 0  

2P(x)x
3P(x) x 6x² 11x 6   

P(0)P(1)P(10)P(x)
P(x)

504
P(x) 0

(x 1)(x² 5x 6) 0   

3f 2;2 
p(x)f (x)

x² 4




 

(x 1)(x 3)f (x)
(x 2)
 




f (x) 0

00 

02 

04 

05 

06 
99
4 

07 

03 08 

09 
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0.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7

 
0 1  

2  

3  

4.  

    

      

15x² 11x 2 0
3x² 7x 2

 


 

x² 3x 3 x
x 2
 

 


2x² 4 0
x² 2x

4x² x 5 0
1 x²

x 1 x 1
x 1 x 1
 


 

11 x x 1  3x 4 x 3 3   

22x x² 1 0  2 1 x² x 0  

2x² 3x 5 0.....(1)  

1x2x
111x2x

22 2
1 2x x1 2(x x )²4 4

1 2x x
1 2

1 1
x x


1
4x -3x² - 4 = 0x4+4x²-12=06 3x 9x 8 0  

2

4x 1 0 ،4x x² 6 0   4x 5x² 4 0  

ABCA
AB = xAC = yBC =10

xyABC24cm

xy 
3 3

x y 1
x y 61
 


 

13(x y)xy
2x² y²xyxy 

m(x)fx

mf (x) (m 2)x² (m 1)x m 2
1 2(0)f0(2)f
2x m(0)f2(x)f
2mm(x)=0f

x 'x ''1 1 1
x ' x ''

حيث:  bو a (عين العددين1
a b 17
a b 60
 


 

 34cmومحيطه260cmيوجد مستطيال مساحته هل(2
mf (x)

mf (x) (2m 1)x² 2x m 1
mm

1mf (x) 0
22mf (x) 0
3mf (x) 0
4mf (x) 0

ABCD10cm6cm
AMNPMAB

pADAM=x
1a(x)MNCBx
2x a(x)

a(x)
3x

MNCBNCDP
4xa(x

AMNP

02 

03 
99
4 

04 
99
4 

05 
99
4 

06 
99
4 

07 
99
4 

00 
99
4 

08 
99
4 

22 
99
4 

00 

09 
99
4 

20 
99
4 

20 
99
4 
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  أعمال موجھة       
                                                                                                                                                                    

 مجموع و جداء حلي معادلة من الدرجة الثانیة: 
2:  التالیةxنعتبر المعادلة من الدرجة الثانیة ذات المجھول الحقیقي             0.   a x bx c .....   1 مع   0a  

0نعلم أنھ إذا كان    فإن المعادلة  1 تقبل حلین x و xحیث :
2 4

2
b b acx

a
    و 

2 4
2

b b acx
a

     

Sإذا وضعنا   x x   و P x x   حیث Sو مجموع الحلین  و  ھPجداؤھما بین أن :  bS
a

   و  cP
a

  

22:   نعتبر المعادلة التالیة:حساب أحد الحلّین بمعرفة الآخر :1تطبیق 3 0  x x حیث عدد حقیقي .   
یكون  حتى  عین              3حلا لھذه المعادلة ثم استنتج الحل الآخر .  

    :تعیین عددین علم مجموعھما و جداؤھما :2تطبیق     
  

x:2 إذا و فقط إذا كانا حلین للمعادلة ذات المجھول P و جداؤھما ھو Sیكون مجموع عددین ھو  :مبرھنة        0x S x P    
  ؟ 20cm و  محیطھ 230cmھل یوجد مستطیلا مساحتھ.36cmومحیطھ 277cmعین بعدي مستطیل مساحتھ  :تمرین تطبیقي      

  :تعیین إشارة حلي معادلة من الدرجة الثانیة :3تطبیق     
2: نعتبر المعادلة  :مبرھنة                0.   a x bx c .....   1 مع        0a .  

0إذا كان  .1
c
a

 فإن المعادلة  1تقبل حلین إشارتاھما مختلفتان . 

0cإذا كان  .2
a
0 و  0 وb

a
  فإن المعادلة  1لین موجبین تماما تقبل ح. 

0cإذا كان  .3
a
0 و  0 وb

a
  فإن المعادلة  1تقبل حلین سالبین تماما .   

  
  : التالیةx وجود و إشارة حلول المعادلة ذات المجھول mناقش حسب قیم الوسیط الحقیقي  :01تمرین تطبیقي        

                                   21 2 1 0m x m x m      
 المعادلات و المتراجحات مضاعفة التربیع:  

              :المعادلات مضاعفة التربيع .1

4:، كل معادلة یمكن كتابتھا على الشكلxلتربیع، ذات المجھول نسمي معادلة مضاعفة ا :تعریف            2. . 0  a x b x c  
  .0a أعداد حقیقیة ثابتة مع c وa ،bحیث                            

  

4حل المعادلة             2. . 0  a x b x c یؤول إلى حل الجملة :
2

2. 0



  

t x
a t b t c

  . مجھولا مساعداt  یسمى المجھول 

2بعد حل المعادلة              0  at b t c4ة    نستنتج حلول المعادل 2 0  ax bx c  
4) 1: التالیةx المعادلات ذات المجھول حل في  :تطبیق      2 6 0x x   2( 4 25 4 0x x     3( 4 22 5 2 0x x    

  :المتراجحات مضاعفة التربیع .2
 

  : ، كل متراجحة یمكن كتابتھا على أحد الشكلین التالیینxنسمي متراجحة مضاعفة التربیع، ذات المجھول   :تعریف         
                    4 2 0. ; 0.   a x b x c ،4 2 0. ; 0.   a x b x c  حیثa ،bو c 0 أعداد حقیقیة ثابتة معa.  

4یؤول حل متراجحة مضاعفة التربیع إلى دراسة إشارة                 2. . a x b x c  
x : 4حة ذات المجھول  المتراج  نعتبر في : دراسة مثال      27 12 0  x x ....     

4:  نضع .1 2( ) 7 12  f x x x ھما حلا المعادلة ذات المجھول4 و 3  تحقق أن t   :2 7 12 0  t t  
:  لدیناxل كل عدد حقیقي بین أنھ من أج .2  2 2( ) 3 4  f x x x 
) إشارة xأدرس حسب قیم  .3 )f x     
استنتج حلول المتراجحة  .4  
4: التالیةxة ذات المجھول  المتراجححل في  :تطبیق 24 5 0   x x  
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عتان سا: المدة *  یــوب*مالك بن نبي : ثانویة 

 
 

01   الدالتان نعتبرfو g المعرفتان على  كمایلي  :
( ) (5 2)( 2)f x x x x       و  ( ) (3 2 )(2 ) 2g x x x   

): بین أن .1 ) ( ) 7 ( 2)f x g x x x   
)أدرس إشارة  .2 ) ( )f x g xوذالك حسب قیم العدد الحقیقي x 
البیانین  الأوضاع النسبیة بین استنتج  .3 fC و  gC للدالتینfو gعلى الترتیب 

02  أدرس اتجاه تغیر الدوال التالیة مع تحدید الخواص المستعملة:
1.  2( ) 2 3f x x x    على المجال  0;

2.  3( )g x x على المجال  0;
3.  ( ) ( )( )h x uov xل  على المجا ;0 مع  ( ) 2 5u x x  2 و( ) 3v x x 

30
 ةالدالنعتبرf المعرفة على   3;3t   بالتمثیل البیاني التالي:

یانیة  بدون تبریر حدد مجموعة تعریف و ارسم التمثیلات الب
 ة في نفس المعلم السابق وبألوان مختلفة للدوال التالی

 1( ) ( )f t f t  

2 ( ) ( )f t f t
 3( ) ( ) 1f t f t 
 4 ( ) ( 1)f t f t 

40   المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ;O i j
 

: كمایلي  المعرفة على fةالدالنعتبر  

                  2 11( ) 4
4

f x x x     نسمي  fC في المعلم السابق تمثیلھا البیاني

2: بین أن .1 5( ) ( 2)
4

f x x   

نرسم البیان اشرح كیف  .2 fCثم ارسمھما  في الورقة المرفقة  باستعمال بیان الدالة مربع 
برھن أن .3 fC یقبل المستقیم ذو المعادلة  fC كمحور تناظر لھ 

5بین أن العدد  .4
4

 حدیة صغرى للدالة ھو قیمةf 

):  المعادلةحل في  .5 ) 0f x  

ضوحھاووالإجابةتنظیمیراعى 
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 بیان التمرین الثالث    
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  ساعتان : المدة *                                                                    یــوب*مالك بن نبي : ثانویة     

 
 

   

01 1.  كثیر الحدود یعطى جدول إشارةP2:  المعرف بـ( .) .P x a x b x c     

            1                1
2

                    x  

               0     +     0           ( )P x  
  ماھي إشارة العواملa ،bو c ) مع الشرح( 
  2نضعa    عین قیمbو c 

  ABC  متقایس الأضلاعنصنع مثلث cm.6بواسطة سلك مھمل السمك طولھ  .2  
    "أنظر الشكل"   ABC خارج المثلثABEFمستطیل و     

AB:     نضع x و BE y  

 3:  تحقق أن)أ 2y x  30: ثم بین أن
2

x  

) عبر عن)                    ب )A x مساحة المستطیلABEF بدلالة x   
)  حتى یكونxعین   )ت                    ) 1A x   

 تحقق من أن) أ :
23 9( ) 2

4 8
A x x     

 
          

) حتى تكون المساحة  xعین   ) ب )A x أعظمیة   
    ABC عین في ھذه الحالة مساحة المثلث  ) ت

   20  1.24 : ادلة نعتبر المع 3 1 0 ( )x x E       
)لمعادلة  تحقق من أن ا)أ                        )E حلان متمایزان  لھاx  و x  لا یطلب حسابھم    

xبدون حساب   )ب                       و x  1:   أحسب 1A
x x

 
 

 ،  2 2B x x   ،  3 3B x x    

2  :نعتبر المعادلة. 2                 2( 1) 2 2 0 ( )mm x mx E     حیث m   
)المعادلة بین لماذا  )أ                        )mEمھما یكون  تقبل حلین متمایزین m   
) حتى یكون أحد حلول المعادلة mعین   )ب                      )mE یساوي ( 1)عین الحل الأخر  ثم   

2mنضع الآن  )جـ                        و بدون حساب x  و x  1:   أحسب 1
1 1

x xD
x x
  

 
  
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  ساعتان : المدة *                                                                    یــوب*مالك بن نبي : ثانویة     

 
 

   

01  التمثیل البیاني المقابل ھو لدالة f لثانیة المعرفة على درجة اكثیر حدود من ال  
) ، f(1) عین بیانیا )أ   .1 3)f  ، (0)f، (2)f و ( 2)f  

  شفعیة  لیس لھا fاستنتج أن  ) ب
)2 بحیثc وa ،bاستنتج المعاملات  ) ت .) .f x a x b x c    

) حل بیانیا في   .2 ) 3f x   و ( ) 3f x    
 fالحدیة الصغرى للدالة أعطي القیمة   .3
)بین أن المستقیم   .4 ) : 1x  ظر للبیان محور تنا  
)أرسم المستقیم  .5 ) : 2 1D y x ثم حل بیانیا ( ) 2 1f x x   

   
  
  
  
  
  
  
  
  

   20  قطعة حدیدیة بالشكل التالي نرید صنع:   
 قرص قطره    نقطع نصف AB  ثم نقطع نصفي قرصین قطریھما على الترتیب  AM و  BM    

    بحیث  M AB 10 نضع.AB cm و .AM x cm  الشكلأنظر     
  xماھي مجموعة قیم  .1
)بین  .2 )A x ھي)الجزء الملون( مساحة القطعة : 

                                2( ) 10
4

A x x x
    

 :  حتى یكون  إن وجدتxماھي قیم  .3
 ( ) 0A x  
 ( ) 3A x  
 ( ) 7A x  

)المساحة  التي من أجلھا تكونxعین قیمة .4 )A xأعظمیة وعین ھذه القیمة  
  
  
  
    

  
  

  
ضوحھاووالإجابةتنظیمیراعى 

  الألة الحاسبة مسموح بھا 
  
  

x 

10 

الصفحة 33
www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


  

 

 

 
 

  الكفاءات المستھدفة
  حساب العدد المشتق لدالة عند عدد حقيقي  
 تعيين معادلة مماس منحن في نقطة منه. 

  حساب مشتقات الدوال المرجعية 

  حساب مشتقات الدوالf g ،f g ،1
g

  ،f
g

 ،  x f ax b 
 

 
  
                              أسابیع 3 :المدة         
     :المدة الزمنیة        

                                                                                             
    ساعة18و تقني ریاضي  ساعة 21 للشعبة ریاضي ةبالنسب بالنسبة للعلوم تجریبیة أما ساعة 51
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  0القیمة المؤطرة صغیرة وقریبة من 
 

  
     

 
)3 :  بـالمعرفة على  f لتكن الدالة  :01نشاط )f x x

    
أنشر         

3( )a b   
)1(أحسب         hf 1()1()( ثم بین أن( hghahfhf   

  hبدلالة جبریة  عبارة g عدد حقیقي یطلب تعیینھ و  aحیث                  
 

)1( ثم إستنتج أحسن تقریب للعدد  f)002.1(:  تقریبیة لـاستنتج قیمة           hf 
 

   الكافير تقترب من الصفر بالقدhلما 

استنتج          
h

fhf )1()1( 
    الكافيرقدبال تقترب من الصفر h ثم إلى ماذا تقترب ھذه النسبة لما 

1x نضع           h  1(  عبر عن( hf 
    

ثم
  h

fhf )1()1(  بدلالة  x    

   :لحلا      

1. 
3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b       

2. 
3 2 3 2(1 ) (1 ) 1 3 3 1 3 (3 )f h h h h h h h h h           

3aومنھ   و 
2( ) 3g h h h  

3. 
2

(1,002) (1 0.002)
1 3(0,002) 0.002 3(0.002) (0.002.............

.............

)

1 0,006 3.006

f f 

     
 

 

:                بماأن 
0

lim ( ) 0
h
hg h


 1): تقریب لـ   فإن أحسن ) 1 3f h h   

   یسمى تقریب تألفي h  بدلالةتألفیھو بما أنھ دالة                               

4. 
2(1 ) (1) 3 3f h f h h

h
 

    و منھ  2

0 0

(1 ) (1)lim lim 3 3 3
h x

f h f h h
h 

 
   

 

(1)' بالعدد المشتق و رمزه 3                         یسمى ھذا العدد  3f  ومنھ إذن: 
'

0

(1 ) (1)
lim (1)
h

f h f
f

h

 
 

  

1xلدینا  .5 h 1نھ  ومh x  إذن  
2(1 ) ( ) 1 3( 1) ( 1)( 1)f h f x x x x x         

)ومنھ  ) 1 3( 1)f x x 
 

  1جوار في تألفي تقریب أحسن ھي المماس معادلة أن أي                                             

           
(1 ) (1) ( ) (1)

1
f h f f x f

h x
  


   ومنھ

'

0 1

(1 ) (1) ( ) (1)lim lim (1)
1h x

f h f f x f f
h x 

  
 

  
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  سوالــــــــــدر*:    
  :aنھایة محدودة عند  .1

:2لتكن الدالة : مثال تمھیدي      ( ) 3 5 1f x f x x x    (2)  أحسبfثم أكمل الجدول التالي  :  
     1,999  2,001 1,99  2,01  1,9  2,1  x  

            ( )f x  
)ماذا تقترب ى  إل2تقترب من العدد  xتخمینك لما  ماھو             )f x  

) فإن 2من العدد  x    نلاحظ أن  كلما اقترب )f x(2)  یقترب من 3f قیمة محددةمحدودة لدالة عندنسمیھ نھایة   وھذا ما   
 :                        ونكتب 

2
lim ( ) 3 (2)
x

f x f


   

 و  fلتكن الدالة  : نسبة تزاید دالة. 2        fC ولتكن  بیانھاA و B نقطتان متمایزتان من  fC   
   b و aبین العددین  دالة ) نسبة تغیر(نسبة تزاید   على الترتیبb و aصلتین ذات الفا               
 المستقیم ھو معامل توجیھ                AB     
) :         لدینا ; ( ))A a f a    و( ; ( ))B b f b        
  : ھوb و aبین العددین  نسبة تزاید دالة  :        ومنھ

                       ,
( ) ( )B

A

f

x

A
a b

B

f b f a
b

y y
x x a






 







       

  أي فرق الصورتین على فرق السابقتین          
  : ملاحظات      

       a و b ھو نفسھ بین b و aبین  دالة  نسبة تزاید  .1      

إذا كانت الدالة متزایدة على المجال .  2       ;a b فإن: ( ) ( ) 0f b f a
b a





   

 على المجال ناقصةالة مت  إذا كانت الد.3       ;a b فإن: ( ) ( ) 0f b f a
b a





  

   العكس لیس صحیح.4 
:2  لتكن : مضادمثال       ( )f x f x x   على المجال 1;2  

 نسبة تزاید دالة على المجاللنحسب      1;2    
(2) ( 1) 4 1 1 0
2 ( 1) 3

f f  
  

 
   

على  دالة مربع متناقصة f ولكن     1;0 و متزایدة على  0;2  

bنضع   a h ومنھ  :h b a یلي  وتصبح النسبة كما :( ) ( ) ( ) ( )f b f a f a h f a
b a h
  




  

  a یشمل  أو مغلق كل مجال مفتوحaعدد حقیقي نسمي جوار  :جوار عدد حقیقي .3   
إلیك المجال  .1  :أمثلة   1;5 لھ جوار الیسار فقط5 ینتمي إلى المجال إذن لھ جوار و كذالك العدد 3 لاحظ أن العدد  

 موعةإلیك المج .2   1;5 7I    موعة ینتمي إلى المج7 لاحظ أن العدد Iولكن لایوجد لھ جوار   
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0 0 

0 
0 0 

0 

 : العدد المشتق  .4
   ي عدد حقیقa و   منIدالة معرفة على مجال f :تعریف    

  : إذا وفقط حققت الشروط الثلاث التالیة aللإشتقاق عند عدد  قابلة fتكون        

        a عنصر من I   aغیر معزول(  له جوار(  
     

   
0

.............................

lim

li. m. .

h

x a

f a h f a
f a

h
f x f a

x a





 
 







         

 الدالة المعرفة علىfلتكن   )مضاد( :01مثال     2 بِـ   3
2

f x
x




  2 عند للإشتقاقبلة قا f ھل 

    2لأنھا غیر معرفة عند  2عند للإشتقاق قابلة غیر  f  :الجواب    
    )مضاد( :20مثال    

  حل في 2 المتراجحة 2( 1) 0x x  سمي مجموعة حلولھا  ونD  

  نعتبر الدالةf المعرفة على D2 :  بـ 2( ) ( 1)f x x x  ھل f  0 عند للإشتقاققابلة 
 
     :لجوابا  

           ; 1 0 1;D       
  

  لاحظ أنها تعدم                                    
  

    0 عند للإشتقاق قابلة غير f معزول ليس له جوار  إذن0وبالتالي          

:  بـِ  لدالة المعرفة اfلتكن     )  )مضاد( :30مثال       
  1 / 0

(0

...

) 2

f x x
x

f

  

 

  0 عند للإشتقاققابلة  fهل   

fD   :الجواب         الثاني محققانوالشرط الأول  

  و
   

20 0 0

1 20 1 2lim lim lim
0x x x

f x f xx
x x x  

              
 

  إذنf 0 عندللإشتقاق قابلة غير   

)   بِـ الدالة المعرفة علىfلتكن   )مضاد( :40مثال   )f x x   ھلf  0 عند قاقللإشتقابلة   

         fD   و الشرط الأول الثاني محققان   
   

0 0

0
lim lim

0x x

f x f x
x x 

 
    

  

  
0

lim 1 (0)
x

x f
x 



    
 

 و 
0

lim 1 (0)
x

x f
x 



     
 

':لأن0 قابلة للإشتقاق عند غير fإذن ومنه '(0) (0)f f   

 الدالة المعرفة علىfلتكن :50مثال       0; بِـ : f x x   ھلf  4 عند للإشتقاققابلة  

fD  :الجواب    الثاني محققان والشرط الأول   

         
    '

0 0 0

0 2 1 1lim lim lim (1)
0 4 42


x x x

f x f x f
x x x  

               
  

   4 عند للاشتقاق قابلة  f:       ومنھ               
  

        1              0             1-                        x  
+  +  +  +  2x  
2  +  ــ  ــ  + 1x   
  الجداء  +  ــ  ــ  +
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2

2

-1

0 1

1

x

y

2

1

y

2

3

1

y

 :التفسیر البیاني للعدد المشتق 
     f دالة معرفة على مجالIمن   و لیكن  fCتمثیلھا البیاني في معلم  ; ,O i j

 
.  

 فإنa الاشتقاق عندf  إذا قبلت    fCیقبل عند النقطة   ;A a f a    

   مماسا   aT معامل توجیھھلا یوازي حامل محور التراتیب  f aو معادلتھ :  

                          :aT y f a x a f a    
       

  
    میل المماس لما یكون المعلم متعامد و متجانس نسمیھ   :01ملاحظة      

    لاحظ المماس و إشارة المشتقة:20ملاحظة        
              

  
               

  
  
  

                     '
0( ) 0f x                     '

0( ) 0f x                    '
0( ) 0f x   

لتعیین   :03ملاحظة            0f xومنھ  بیانیا نعین من المماس إحداثیات نقطتان'
0( ) A B

A B

y yf x
x x




  

)المماساتتوجیھ  عین معامل  :01مثال        )ثم '( ) ثم عین معادلة المماس ( )T  
  
  

                ( )                                        '( )               
  

                                           (11;3)B   
  

                                                                       (8;2)A   
  

                                           
'(11;1)A                                                

'' (4;1)A   

                 ' (12;0)B  

                                                                                     
'' (6;0)B  

  
  
  

                                                     ( )T  

)  :الحل            )(2;8)  ھو مماس عند النقطةA  (3;11) و ھو یمر كذالك من النقطةB إذن    :' 11 8(8) 3
3 2

f 
 


  

        '( )ھو مماس عند النقطة  
'(11;1)A  و ھو یمر كذالك من النقطة ' (12;0)B إذن    :

' 12 11(11) 1
0 1

f 
  

  

)معادلة المماس     )T:  ھو مماس عند'' (4;1)Aوھو یمر كذالك من النقطة 
'' (6;0)B إذن   :

' 6 4(4) 2
0 1

f 
  

  

                       ومنھ 
'

...
(4)( 4) (4)

2( 4) 1 2 9
y f x f

x x
  
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2
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-2
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1
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y

2 3-1

2

-1

0 1

1

x

y

 :التفسیر البیاني للعدد المشتق لما تكون الدالة غیرقابلة للإشتقاق 
                   0'( )f x 03إرجع إلى المثال                            ' '

0 0( ) ( )f x f x 40إرجع إلى المثال  
                                               

  
  
  
  
  
  

  تسمى نقطة زاویة                            المماس یوازي حامل محور التراتیب                    
  
  

   I نقول أنھا تقبل الاشتقاق علىI منxقاق عند كل عدد حقیقيالاشتfإذا قبلت الدالة  :الدالة المشتقة 
و تسمى الدالة                                  :f x f x الدالة المشتقة للدالة  f.  

)2:  بِـ دالة معرفة على f:مثال      ) 2f x x   . أثبت أن الدالةfقابلة للاشتقاق على وعیّن دالتھا المشتقة 'f.  
)2لدینا   :الجواب      ) 2f x x   . الدالةfمعرفة على  .   

). عدد حقیقي aلیكن              ) ( )f a h f a
h

  تزاید  الدالة  نسبة ھي fبین العددین aو  a h 0 معh   

 :ومنھ          
2 2 2( ) 2 ( 2)( ) ( ) 2 2

a h af a h f a ah h a h
h h h

                 

: وبالتالي        
0 0

( ) ( )lim lim( 2 ) 2
h h

f a h f a a h a
h 

 
    إذن الدالةf  علىللاشتقاققابلة .ولدینا: ' 2f x x  

  :مشتقات دوال مألوفة 

f:الدالة التآلفیة:1مبرھنة     x ax b حیثaو bعددان حقیقیان قابلة للاشتقاق علىتھا المشتقةھي ودال :'( )f x a  
  

0  :   لدینا 0 یختلف عن hمن أجل كل عدد حقیقي  :برھان     0 0 0( ) ( ) ( )f x h f x a x h b ax b ah a
h h h

     
    

                     0 0

0

( ) ( )lim
h

f x h f x a
h

 
و منھ صحة المبرھنة  .  

1aإذا كان*  :ملاحظة      0 وb نستنتج أن الدالة :f x xقابلة للاشتقاق على  و دالتھا المشتقة ھي :'( ) 1f x    
0aإذا كان *               نستنتج أن الدالة  :f x b) قابلة للاشتقاق على)الدالة الثابتة و دالتھا المشتقة ھي :'( ) 0f x   

:الدالة: 2مبرھنة        nf x x)  *n  (على قابلة للإشتقاق1:   ودالتھا المشتقة ھي'( ) nf x nx   
  

f:1الدالة:3مبرھنة        x
x

قابلة للإشتقاق على  ,0و على 0, 2:ودالتھا المشتقة ھي

1'( )f x
x

.  

f:لة الدا: 4مبرھنة        x x قابلة للإشتقاق على  0, 1:  و دالتھا المشتقة ھي'( )
2

f x
x

  
   

:الدالة  )تقبل بدون برھان:( 5مبرھنة   sinf x x قابلة للاشتقاق على قة ھي  و دالتھا المشت :'( ) cosf x x  
  

:الدالة  )تقبل بدون برھان:( 6مبرھنة    cosf x x قابلة للاشتقاق على  و دالتھا المشتقة ھي :'( ) sinf x x  
  

  البراھین في الكتاب المدرسي
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  :ل المألوفةوال المشتقة للدوادجدول ال 

  مجالات قابلية الاشتقاق f x   f x 

  0  k) حيثkثابت حقيقي(

1x

  a  ax b  

 1nnx   )n 2 وn ( nx

  ;0 و  0;
2

1
x


1
x

 ;0 و  0; 
1n

n
x 

) 0n  (1
nx

 0; 1
2 x

x

 sin( )x  cos( )x

 cos( )x  sin( )x  

 أحسب :تطبیق  f x في كل حالة من الحالات التالیة  :  4 2f x ،   7f x x ،    3 5f x x  

  4f x x ،   3f x x ،   3

1f x
x

 ،  8

1f x
x

 ،    5f x x ،   2sin( )f x x

. عدد حقیقيk و منI دالتان قابلتان للاشتقاق على مجالg وf  :المشتقات والعملیات على الدوال
 الدالة  الدالة المشتقة

' 'f gf g 
'kf  kf

' 'f g f g    f g
1 'nnf f

  
nf

) ( ) 0f x  (2

'f
f


1
f

) ( ) 0g x  (2
' 'f g g f

g
f

g

  )( ) 0f x ('
2

f
f

f

.'( )a f a x b  .( )f a x b

 .fD على المجال المعطى fالدالة المشتقة للدالة أحسب   :تطبیق

1.   3 3 4 cosf x x x x    ؛ fD  ،     3 15 3f x x x
x

    
 

fD* ؛  

2.   22 1f x x  ؛ fD   ،   1f x x x
x

   
 

؛  0;fD  

3.   3 6f x x x   ؛ 2;fD  ،      
2

2

4 3
3

x xf x
x x
 


 

fD؛     
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 بِـ  الدالة المعرفة علىfلتكن  :تمرین  2 4 3f x x x  و  fCم م م م م  تمثیلھا البیاني في   ; ,O i j
 

)دلة المماس  عین معا .1 ) 1 عند النقطة ذات الفاصلة 
أوجد نقط من  .2 fC ثم معادلة المماس عنئذ 6 المماس عندھا میلھ یساوي
أوجد نقط من  .3 fCیوازي  المماس عندھا ( ) : 2 7d y x   
أوجد نقط من .4 fCالمماس عندھا یعامد ( ) : 3 1d y x     

 :الجواب  2 4 3f x x x      قابلة للاشتقاق علىو دالتھا المشتقة ھي  :  2 4f x x  

)معادلة المماس    .1 ) 1 عند النقطة ذات الفاصلة ھي: '( ) : ( 1)( 1) ) 6( 1 2y f xx f      
نقط منإیجاد  .2 fC معناه6 المماس عندھا میلھ یساوي :   6 2 4 6f x x     5:  ومنھx 

)':  ومعادلة المماس ھيA(8;5):  و النقطة ھي ) : (5)( 5) 6 22(5)y f x f x    
نقط منإیجاد  .3 fC المماس عندھا یوازي ( ) : 2 7d y x   ومنھ ھنفس معامل التوجی معناه لھما 

  2 2 4 2f x x       1  ومنھx (0;1):  والنقطة ھيB

نقط منإیجاد  .4 fCالمماس عندھا یعامد ( ) : 3 1d y x    1جداء معاملي التوجیھ یساوي"  معناه"

: ومنھ 3 1 3(2 4) 1f x x        ومنھ  :
13
6

x والنقطة  :
13 13; ( )
6 6

C f 
 
 

 .Iدالة معرفة على مجال مفتوح f  إرجع إلى النشاط   :التقريب التآلفي
0x حيث h بحيث من أجل كل عدد حقيقي فإنه توجد دالة I منx الاشتقاق عندfإذا قبلت  hينتمي إلى I

:  لدينا       0 0 0f x h f x hf x h h      مع    
0

lim 0
h

h


. تسمى الكتابة التفاضلية 
:  نكتب عندئذ0 قريب منh من أجل     f x h f x hf x    
  يسمى   0 0f x h f xِالتقريب التآلفي لـ   0f x hمن أجل hالمرفق بالدالة0 قريب من ،f.

0نضع   0x x h h x x    و منھ :     0 0 0( )f x f x x x f x  0لمماس عند وھي معادلة اx
لـِإذن المماس ھو أحسن تقریب تألفي   0f x h

25,006 : قیمة تقریبیة للعدد بدون ألة حاسبةعطي و أ:01مثال 
 نضع   :دلة المماسباستعمال معا .1  :الجواب f x x0 و 25x   25لأننا في جوا العدد

)1: ومنھ )
2

f x
x

 ومعادلة المماس ھي :'( ) : (25)( 25) (25) 0,1 2,5y f x f x     

(25,006) 25,006 0,1(25,006) 2,5 5,0006f    

 العلاقةباستعمال .2   0 0f x h f x:   25,006 :لدینا 25 0,006 

0:  ومنھ 25x  0,006 وh وعلیھ : 

.........................

(25,006) (25 0,006) (2

..................

5) 0,00

5,00

6 (25)

5 0,006(0,1 06)

f f f f    

   

: یمكن التحقق بالألة الحاسبة 
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            
 أرسم :01التمرین     fC  تمثیل بیاني لدالةfمعرفة على المجال  3;3وتحقق الشروط التالیة  :  

o f  المجالمتناقصة على 3;0  
o (0) 2f   (0) و 0f    
o f دالة زوجیة  
o (3) 9f    

 أرسم :20تمرینال       fC  تمثیل بیاني لدالةfمعرفة على المجال  0;9وتحقق الشروط التالیة :  
o  (0) 0f   
o (1) 3f  (1) و 2f    
o  (3) 6f  (3) و 1f   
o (5) 7f  (5)  و 0f     
o (6) 6f  (6) و 4f     

 أرسم :03التمرین      fC تمثیل بیاني لدالة fمعرفة على المجال    4;0 0;4وتحقق الشروط التالیة  :  
o f دالة فردیة 
o (0, 25) 4f  (0,5) و 2f   
o (1) 1f  (1) و 1f     
o   fC یقبل المنصف الأول   : y x كمحور تناظر لھ    

 لیكن :04التمرین      fC التمثیل بیاني لدالة f المعرفة و القابلة للإشتقاق على و الممثل كمایلي :  
  : مایليحدد بیانیا        

o ( 2)f   (6) وf 
o ( 2)f  ،  (2)f  (6) وf   
o  عین معادلة للبیان fC 2 عند النقطة ذات الفاصلة 
o  ستعما التقریب التألفي أعطي قیمة تقریبیة لـبا: ( 1,9)f   

 
  
   
  
  
  
  
  
  
  

      

 : 0عین التقریب التألفي للدوال التالیة في جوار . 1  :05التمرین      
1( )

1
f x

x



) و   ) 1g x x    

: أحسب ذھنیا ما یلي. 2                       
1

1,1
  ،

1
1,02

 ، 
1

0,99
، 1,1 ،1, 02 ،0,99   
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 

 

 
 

  تھدفةالكفاءات المس
 تعیین اتجاه تغیر دالة                       . 

 استعمال المشتق لتعیین القیم الحدیة. 

 حل مسائل تستخدم فیھا دوال ناطقة و دوال صماء. 

  

 

 

 
  
                              أسابیع 2 :المدة         
     :المدة الزمنیة        

                                                                                             
    ساعة21و تقني ریاضي  ساعة 14 للشعبة ریاضي ةبالنسب بالنسبة للعلوم تجریبیة أما ساعة 01
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 

2-1-2-3

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

 
     

 
)2 :  بـالمعرفة على  f لتكن الدالة  :01نشاط   ) 4f x x  

و    fC تمثیلھا البیاني   
f الدالةءة بیانیة ضع جدول تغیرات بقرا .1

 
 

)أحسب  .2 )f xإشارتھا  ثم ادرس 
f و إشارة مشتقتھا الأولى f بین اتجاه تغیر الدالة ھل ھناك رابط .3   
f و إشارة مشتقتھا الأولى fاستنتج قاعدة تربط بین اتجاه تغیر الدالة  .4  
 تحقق من ھذه القاعدة باستعمال الدوال المرجعیة المعروفة .5

  
  

 سوــــــــدرالــ*:     
   .تطبیقات الإشتقاقیة 

 المشتقة و اتجاه تغیر دالة .1
 

 . منI دالة قابلة للاشتقاق على مجالf :مبرھنة    
   إذا كان من أجل كلxمن I،  0f x )   0f x   ( فإن الدالةfمتزایدة تماما )على) متزایدةI.  
   إذا كان من أجل كلxمن I،  0f x )  0f x   ( فإن الدالةfمتناقصة تماما )على)متناقصة  I.  
   إذا كان من أجل كلxمن I،  0f x  فإن الدالة fثابتة على I.  

 

  :القیم الحدیة المحلیة .2             
 

 .I عدد حقیقي من0x و منI دالة معرفة على مجالf :تعاریف     
القول أن     0f xقیمة حدیة محلیة عظمى للدالة fد مجال مفتوح یعني أنھ یوجJمحتوى في I0و یشملx  

J ، منx            بحیث من أجل كل   0f x f x.  
نالقول أ     0f xقیمة حدیة محلیة صغرى للدالة fیعني أنھ یوجد مجال مفتوح Jمحتوى في I0و یشملx  

J ، منx            بحیث من أجل كل   0f x f x.  

القول أن     0f xقیمة حدیة محلیة لِـ fیعني أن  0f xقیمة حدیة  محلیة عظمى أو صغرى  .  
  

 الدالة المعرفة علىfن لتك:مثال       2;2 بِـ   3 3 1f x x x    
. ولیكن في الشكل المقابل تمثیلھا البیاني    1 3f  قیمة حدیة محلیة عظمى للدالة f   

       و  1 1f  قیمة حدیة محلیة صغرى للدالة fفي المجال 0;2 .  
و       1 3f   للدالةعظمى  قیمة حدیة محلیةfفي المجال 2;0  

  
  

 .I عدد حقیقي من0x و منI دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال مفتوحf :مبرھنة     
f    إذا انعدمت الدالة المشتقة 0 عندxمغیرة إشارتھا فإن  0f xقیمة حدیة محلیة للدالة f.  
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  :   حصر دالة. 3          
                                                                                                                                                                       

  على مجالللاشتقاقمعرفة و قابلة  fلتكن دالة  نتائج          ,a bو  'f دالتھا المشتقة .  
  إذا كانت الدالةfمتزایدة تماما على المجال   ,a b فإن من أجل كل عدد حقیقي x من المجال  ,a b  

                                                   ( ) ( ) ( )f a f x f b   تحافظ على الترتیب  
 ا كانت الدالة إذfمتناقصة تماما على المجال  ,a bفإن من أجل كل عدد حقیقي x من المجال  ,a b  

                                                   ( ) ( ) ( )f b f x f a   لا تحافظ على الترتیب  
  

 المعرفة على fلتكن الدالة  :مثال         3,1 2:  كما یلي: 2 3f x x x   . الدالةfقابلة للإشتقاق على    
'  : ھيf' دالتھا المشتقة و           : 2 2f x x  .  

 سالبة تماما علىf'الدالة           3, 1 و  ' 1 0f   إذن الدالة fال متناقصة تماما على المج 3, 1                                     .
 موجبة تماما على f'الدالة           1,1 إذن الدالة f  متزایدة تماما على المجال  1,1.  

  :دول التغیراتج       
1                    1-                  3-    x  
0                                          0  

  
4-  

  
( )f x  

 

3:من أجل كل           1x   فإن  : ( 1) ( ) ( 3)f f x f    4 أي ( ) 0f x   لأن الدالة متناقصة  
1 من أجل كل          1x  فإن  : ( 1) ( ) (1)f f x f   4 أي ( ) 0f x  لأن الدالة متزایدة   

  :  عنصر حاد من الأسفل –عنصرحاد من الأعلى  .4       
   

    .fDمعرفة على مجال  fةلتكن دال: تعریف       
  یسمي عدد حقیقيk عنصرا حادا من الأعلى Majorant للدالة fعلى المجال fD   

) ،  fD من المجالxعدد حقیقي  أجل كل من إذا وفقط إذا كان                       )f x k.   
  یسمي عدد حقیقيk عنصرا حادا من الأسفل Minorant للدالة fعلى المجال fD   

) ،  fD من المجالxعدد حقیقي  أجل كل من إذا وفقط إذا كان                      )f x k.   
  

 المعرفة على f        بالنسبة للمثال السابق  الدالة 3,1 2:  كما یلي: 2 3f x x x  .   
  . عنصر حاد من الأسفل-4 عنصر حاد من الأعلى و 0             

   إن وجدت ھي العنصر الحاد من الأعلى fD علىfالقیمة الحدیة الكبرى للدالة :ملاحظة       
  .وھو أصغر العناصرالحادة من الأعلى                      

                   القیمة الحدیة الصغرى للدالةfعلى fDدت ھي العنصر الحاد من الأسفل إن وج  
  .   وھو أكبر العناصرالحادة من الأسفل                     
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تطبیقات و مسائل   
)2:  كما یلي  دالة معرفة على fلتكن   :01التمرین ) 2 3f x x x    

)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
  بین أن تقبل قیمة حدیة .3

)2:  كما یلي  دالة معرفة على fلتكن   :20التمرین ) 2 4 3f x x x    
)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
  بین أن تقبل قیمة حدیة .3

 دالة معرفة على fلتكن   :30التمرین 0,2 3:  كما یلي 2( ) 8 15 18 7f x x x x     
)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
 ثم أنشئ القیم الحدیة و البیان 2 و 1 ، 0أنشئ المماسات عند  .3 fC  

 دالة معرفة على fلتكن   :40التمرین 1,3 3:  كما یلي 2( ) 4 4f x x x x    
)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .3 fCو حامل محور الفواصل  
عین القیم الحدیة و أنشئ البیان  .4 fC  

 دالة معرفة على fلتكن   :50التمرین 0,5 3:  كما یلي 21 3 9( ) 2
4 2 4

f x x x x     

)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
نسمي  .3 fC التمثیل البیاني للدالة f و لتكن  I نقطة من  fC 2 فاصلتھا 

  عین معادلة مختصرة للمماس T للبیان  fC عند النقطة I 

 نعتبر دالة h 3: كما یلي  معرفة 21 3( ) 3 2
4 2

h x x x x    بین أن h متزایدة تماما على  0,5 

  أدرس الوضع النسبي للبیان fCبالنسبة إلى  T 
أنشئ البیان  .4 fC  

)3:  كما یلي دالة معرفة على fلتكن :60رینالتم  ) 3 3f x x x    و fCم م م م م   تمثیلھا البیاني في ; ,O i j
 

  
)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ع جدول تغیراتھاض .2
عین معادلة مختصرة للمماس  .3 T للبیان  fC 0فاصلتھا  عند النقطة التي 
أدرس الوضع النسبي للبیان  .4 fCبالنسبة إلى  T 
ماس المأنشئ .5 Tالبیان  و fC 

 دالة معرفة على fلتكن :70التمرین   1 2:  كما یلي 3( )
1

xf x
x





  و fC تمثیلھا البیاني في م م م م م  ; ,O i j
 

  

)أحسب  .1 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .2
 نقطة تقاطع البیانAعین إحداثیات .3 fC مختصرة للمماس  أعطي معادلة مع حامل محور الفواصل ثم ATان  للبی

 fCعند النقطة A 
 نقطة تقاطع البیانBعین إحداثیات .4 fC مع حامل محور التراتیب ثم أعطي معادلة مختصرة للمماس  BT للبیان 

 fCعند النقطة B 
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 دالة معرفة على fلتكن :80التمرین   4;4كما یلي  :

2( )
1

xf x
x




  و fC تمثیلھا البیاني في م م م م م  ; ,O i j
 

  

  فردیة ماذا تستنتج بیانیا دالةfبین أن  .1
)أحسب  .2 )f xوادرس إشارتھا    
  وعین القیم الحدیة المحلیةضع جدول تغیراتھا .3
أنشئ البیان  .4 fC في المجال  4;4 

)لتكن :90التمرین  )P  2: كما یليالمعرف القطع المكافئ. .y a x b x c   م م م م م   ; ,O i j
 

0a : حیث   
) : علما بأن c وa ،b   عین المعاملات )P حامل محور الفواصل في نقطة یقطعA و یقطع حامل محور 3 فاصلتھا    

2.معادلتھ مماس B و یقبل عند 2 فاصلتھا B في نقطة تراتیبال    2y x    

 دالة معرفة على fلتكن   :10التمرین 1  كما یلي  :
2 3 6( )

1
x xf x

x
 




  

 لة للاشتقاق علیھا قابfعین المجموعة التي تكون الدالة  .1
)أحسب  .2 )f xوادرس إشارتھا    
 ضع جدول تغیراتھا .3
عین معادلة مختصرة للمماس  .4 T للبیان  fC 2 عند النقطة التي فاصلتھا 
عین نقط من  .5 fCالمماس عندھا یوازي حامل محور الفواصل  
ھل یوجد نقط من  .6 fC المماس عندھا یوازي المنصف الأول y x 
عین نقط من  .7 fC 3میلھ یساوي  المماس عندھا  
 2 في جوار fي للدالة عین تقریب تألف) أ .8

 f ، (1,996)f(2,003): استنتج قیمة مقربة لمایلي)           ب
;1)برھن أن النقطة  .9 1) لبیان  مركز تناظرل fC  

 
   

P.4نعتبر مستطیل محیطھ  :01مسالة cm   

23 تساوي Sعلما بأن مساحتھ  ) l و العرضLالطول(عین أبعاده  .1
4

.cm  

 رید الآن تعیین الأبعاد حتى تكون المساحة أعظمیةن .2
  عبر عن المساحةS بدلالة العرض l 
 دالة  نعتبرf معرفة على  كما یلي  :( ) (2 )f x x x  أحسب ( )f xضع جدول   و وادرس إشارتھا

أنشئ بیانھا تغیراتھا ثم   fC في المجال  0;2 
  4أبعاده المستطیل الذي محیطھ  استنتج.P cmو المساحة أعظمیة S 

x.أسطوانة دائریة نصف قطرھا   :20مسالة       cm 10 موجودة داخل مخروط دوراني نصف قطره.cm 30 و ارتفاعھ.cm  

)2نفرض أن حجم الأسطوة معطى بالدالة التالیة          ) 30 (1 )
10
xV x x  0  و 10x   

   حتى یكون الحجم أعظميx    أوجد قیمة     
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2.16Sنعتبر مستطیل مساحتھ  :30مسالة  cm نسمي نعتبر مستطیل محیطھ x أحد أضلاعھ   

)عبر عن المحیط نعتبر مستطیل محیطھ  .1 )P x بدلالة نعتبر مستطیل محیطھ x 
م ضع جدول تغیراھا على المجال  ثPأدرس اتجاه تغیر الدالة  .2 0; 
)استنتج أن المحیط  .3 )P xدد ى عند قیمة للع یقبل قیمة حدیة صغرxیطلب تعیینھا  

 

6AB. مثلث قائم و متساوي الساقین بحیث ABC :40مسالة  AC cm    
   Mقطة متحركة على القطعة  ن ABحیث ب: AM x و   0;6x   
لتكن      N BC و  P AC بحیث یكون الرباعي AMNPمستطیل   

  " أنظر الشكل"  قائمان و متساویا الساقینBMN و CPN  نقبل أن المثلثان 
                   AMNP مساحة المستطیل x ترفق بكل عدد fلتكن  .1

  بین أن( ) (6 )f x x x  
 2:  تحقق أن( ) ( 3) 9f x x     

 fضع جدول تغیرات للدالة  .2
 یطلب تحدیدھا و إعطاء قیمة ھذه المساحةMوضعیة للنقطة  تكون أعظمیة من أجل AMNPمساحة استنتج أن  .3

 

x.عات طول الضلع یساوي مرب نقطع من زوایاھا cm.6 لتكن لدینا ورقة مربعة الشكل طول ضلعھا  :50مسالة   cm   
) العدد x دالة ترفق بكل قیمة للعدد V نسمي     للحصول على تصمیم لعلبة بدون غطاء  )V x أنظر الشكل"  حجم العلبة"   

  
  
  
  
  
  
  
  

 xتغیرالذي تIمجال الماھو .1
3 لدینا Iمن المجال xلكل بین أن  .2 2( ) 4 24 36V x x x x    
 I ثم ضع جدول تغیراھا على المجال Vأدرس اتجاه تغیر الدالة  .3
) حجماستنتج أن ال .4 )V x عند قیمة للعدد عظمى  یقبل قیمة حدیةxیطلب تعیینھا  

.80 بسرعة متوسطة 1dة تفصلھما مساف B نحو مدینةAتنتقل سیارة من مدینة   :60مسالة   /km h   
x./ بسرعة متوسطة 2dتفصلھما مسافة  C نحو مدینة Bمن المدینة     ثم                km h    
)             نسمي   )V x خلال رحلة ھذه السیارة من   السرعة المتوسطة A نحو C نعرف  V على المجال  0;130  

 على المجال Vماھو اتجاه تغیر الدالة  .1 0;130 
)المتوسطة السرعة x عبر بدلالة 1dالمسافة  أكبر مرتان من 2dالمسافة  علما بأن  .2 )V x 
) عن طریق حساب Vأدرس اتجاه تغیر الدالة  .3 )V xعلى المجال   المشتقة الأولى 0;130 
x./قیمة  المتوسطة الأعظمیة  والسرعة   ثم استنتج Vضع جدول تغیرات الدالة  .4 km h المقابلة لذالك  
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 

 

 
 

  دفةالكفاءات المستھ
 حساب نھایة دالة عندما یؤولx0 إلىx أو إلى أو إلى . 
 معرفة نھایة دالة عندما یؤولx0 إلىx أو إلى أو إلى . 
 حساب نھایة دالة ناطقة عند عددaحیث aحد لمجموعة تعریف ھذه الدالة . 
 التفسیر البیاني لنھایة غیر منتھیة لدالة عندما یؤولx0ى إلx. 
 معرفة شرط وجود مستقیم مقارب یوازي أحد محوري المعلم. 
 البحث عن مستقیم مقارب مائل.تبریر أن مستقیما معلوما ھو مستقیم مقارب. 
 لحساب نھایات) المجموع، الجداء، المقلوب و حاصل القسمة( استعمال النظریات الأولیة. 
 تعیینحساب نھایات بإزالة  عدم ال                      . 

 
 

 
  
                              أسابیع 3 :المدة         

     :المدة الزمنیة         
                                                                                             

    ساعة18و تقني ریاضي  ساعة 21 للشعبة ریاضي ةبالنسب بالنسبة للعلوم تجریبیة أما ساعة 51
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 

 
 28 8 8

2

4 4 4

4 4 4 4

...............

...............

1
( ) 10 10 3 10

3

3 10 10 3 10

3 10 3 3 10 3 10 ;3 3; 3 10

f x x
x

x x

x x



  

   

     


       

                  

 
 22

.... ... .... ... .

.... ... .... ...

1 1
( ) 3

3
1 1 1

3 3

1 1 1 1
3 3 3 3 ; 3 3 ; 3.

f x A A x
x A

x x
A A A

x x
A A A A

     


       

   
            
      



 
   

 
  :  المتراجحات التالیة و أرسم الحلول  على محور عددي  حل في :01نشاط   

1. 1x                     2.  1 0.1x                    3.  1 0.01x   
 ماذاتلاحظ  .2

1   .1   :الحل     1x             2.   0.9 1.1x                3.   0.99 1.01x  
                                                             1 

                         ............0.9 1..... 1       
   1 عند ستنتھي یعني أنھا 1 تقترب من x  ھذه المجالات مركزیة و كلما صغر طولھا كانت :الملاحظة. 2         

 المعرفة على fنعتبر الدالة   :02نشاط     3كما یلي    :
 2

1( )
3

f x
x




  

بعد حساب  .1 f x و دراسة إشارتھا شكل جدول تغیرات الدالة f. 
 :أكمل، باستعمال آلة حاسبة، جدول القیم الموالي .2

3.1  3.01  3.001  3.0001  2.9999  2.999  2.99  2.9  x  
                ( )f x  

 ماذا تلاحظ ؟ .3
)8بین أنھ حتى یكون  .4 ) 10f x یكفي أن یكون x 4 عنصرا من 43 10 ;3 3;3 10         

)یكون A عدد حقیقي موجب تمامابین أنھ من أجل كل .5 )f x A1 لما 13 ;3 3;3x
A A

   
        

 

.  1  :الحل 
  4 4

2( 3) 2 6
( 3) ( 3)

x xf x
x x

     
 

      

   
  
  
  
  
  
) بالقدر الكافي فإن3 یقترب من xلما  :الملاحظة     )f x یكبر   

3xلما:    مما یعني أن  فإن  ( )f x       
      2.   
       

 
 
 

      3. 
   
   
  

  الملاحظة برھان وھو
  
  
  

                    3               x  
            -+                          f x  

                                       
                           

                                           

  
( )f x  

  

3.1  3.01  3.001  3.0001  2.9999  2.999  2.99  2.9  x  
102  104  106  108  108  106  104  102  ( )f x  

0.99 1..... 01    
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     سوالــــــــــدر*:    
 بعض التعاریف  :مفهوم النهاية 

  
  ، یوجد على الأقل عدد یعني أنھ من أجل كل عدد حقیقي موجب تماما lھي  0x عند f نقول أن نھایة الدالة :1تعریف      

00إذا كان :    بحیث حقیقي موجب تماما            x x      0   یكون ( )f x l   نكتبو   :
0

lim ( )
x x

f x l


  
  

00   :ملاحظة           x x    تعني    0 0 0 0; ;x x x x x     0 ( )f x l    تعني  ( ) ;f x l l     
  

  ، یوجدعلى الأقل عدد e یعني أنھ من أجل كل عدد حقیقي موجب تماما l ھي  عند f نقول أن نھایة الدالة :2تعریف      
xإذا كان :    بحیثBحقیقي موجب تماما             B   0   یكون ( )f x l   و نكتب  :lim ( )

x
f x l


    

  

               
  ، یوجدعلى الأقل A یعني أنھ من أجل كل عدد حقیقي موجب تماما  ھي  عند f نقول أن نھایة الدالة :3تعریف      

xإذا كان :    بحیثBعدد حقیقي موجب تماما                        B   یكون   ( )f x  و نكتب  :lim ( )
x

f x


   
  

  ، یوجدعلى الأقلA یعني أنھ من أجل كل عدد حقیقي موجب تماما  ھي  عند f نقول أن نھایة الدالة :4تعریف       
xكان إذا :    بحیثB عدد حقیقي موجب تماما                       B    یكون   ( )f x  و نكتب  :lim ( )

x
f x


   

  

   یوجد على A كل عدد حقیقي موجب تماما  یعني أنھ من أجل بقیم أكبرھي0xعندf نقول أن نھایة الدالة :5تعریف        
00إذا كان :  بحیثالأقل عدد حقیقي موجب تماما                 x x    یكون   ( )f x Aو نكتب :

0

lim ( )
x x

f x


  

       
  یوجد علىA یعني أنھ من أجل كل عدد حقیقي موجب تماما  بقیم أصغر ھي 0xعند fنقول أن نھایة الدالة:6تعریف      

00إذا كان :  بحیث الأقل عدد حقیقي موجب تماما                x x   یكون( )f x Aو نكتب  :
0

lim ( )
x x

f x


  
  

  . یمكنك الحصول على بقیة التعاریف بإتباع نفس المبدأ السابق :ملاحظة         

 عملیات على النھایات 
 .  أو  یمثل عدد حقیقي أو a.  دالتانg و f:المبرھنات الأولیة على النھایات .1

  : نقبل دون برھان المبرھنات التالیة      
 نھایة مجموع دالتین: 

    l  l  l  lim ( )
x a

f x


  

        l  lim ( )
x a

g x


  

        l l   lim ( ) ( )
x a

f x g x


  

 نھایة جداء دالتین:  
      0l   0l   0l   0l   l  lim ( )

x a
f x


  

              l  lim ( )
x a

g x


  

              l l   lim ( ) ( )
x a

f x g x


  
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3 2 2

21 1 1

3 4 1 ( 1)(3 3 1) 3 3 1
lim( ) lim( ) lim( ) 1

2 3 ( 1)(2 3) 2 3x x x

x x x x x x x
x x x x x  

      
  

    

2

21 1 1

4 3 ( 1)( 3) 3
lim( ) lim( ) lim( ) 2

( 1)x x x

x x x x x
x x x x x  

    
   

 

  دالتينةحاصل قسمنهاية :  
  
  
  
  
   

0  :حالات عدم تعيين            
0 , , ,

0
 

      
 

  
   **لعملیات لیس لھا نتائج بل یجب التخلص منھا وذالك برفع الحالةھذه ا**            

    : طرق رفع حالات عدم تعیین           

ثم حالة                 


  :  و كثیرات الحدود

1.      1

1 1 0
lim ... limn n n

n n nx x
a x a x a x a a x

 
      )حد أكبر( 

2.     

1

1 1 0

1

1 1 0

...
lim lim

...

n n n

n n n

n n nx x
n n n

a x a x a x a a x

b x b x b x b b x




 



                         

        :01مثال     

3 3

3 3

l im (3 4 5 ) l im (3 )

l im ( 3 4 5 ) l im ( 3 )
x x

x x

x x x

x x x
     

     

     

         

3 3

2 2

3 3

3 3

3 3

4 4

3 4 5 3 3
lim( ) lim( ) lim( )

2 1 2 2
3 4 5 3 3

lim( ) lim( )
2 1 2 2
3 4 5 3 3

lim( ) lim( ) lim( ) 0
2 1 2 2

x x x

x x

x x x

x x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x x

  

 



  

 
   

 
 

 
 
 

  
 

 

0حالة      
0

    یؤول إلى عددxوھنا    الإختزال ثم المقام و البسط تحلیل یجب حدود كثیر على حدود كثیر حالة  )*    :

     :10مثال     
               

        
  

         
  
  

     یؤول إلى عددxوھنا     أومرتان مرة المرافق في الضرب یجب الجذور  حالة   )*          
  
  
  
  

        l  l  l  lim ( )
x a

f x


  

0l   0l   0l   0l       l   lim ( )
x a

g x


  

        0  0  
l
l

  ( )lim
( )x a

f x
g x

 
 
 

  

 البسط درجتھ أكبر 

 لھما نفس الدرجة 

 المقام درجتھ أكبر 
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 مرة واحدةحالة 

    4 4 4

2 2 2 4 1
lim( ) lim( ) lim( )

4 4 42 ( 4)( 2x x x

x x x x
x x x x x  

   
   

    
     

 حالة مرتان

 

4 4

4
...............

5 3 5 3 5 3 3 1
lim( ) lim( )

3 1 3 1 3 1 5 3
5 9 3 1 2 1

l.. im..... ( )
3 1

..
6 35 3

x x

x

x x x x

x x x x
x x
x x

 



       
  

       
   

   
   

 

  
  م المقاقونلاحظ  ضربنا في مرافق البسط و مراف

           
 النھایة من الیمین و النھایة من الیسار   

  دالة معرفة علىfلتكن   :تمرین     2بـ   :
3 1

( )
2

x
f x

x





   

 مجموعة التعریف فأحسب النھایة عند أطرا   

2;    :الحل     2;
f

D                 ومنھ    
3

lim ( ) lim 3 lim ( )
x x x

x
f x f x

x  

         

         
2

7
lim ( )

0x

N
f x

D 


        
    و      

2

7
lim ( )

0x

N
f x

D 


        
  

  
  

    
          

  
  
  
  
  
  

     مقامتعني ال D و   تعني البسطN  :ملاحظة             
  

  یمكن التدرب على حساب النھایات في التطبیقات و السلاسل
  
  
  
  
  
  
  
  

                    2              x  
                  +    0      -  2x   

                                

    0
                            0

           
  

 جدول إشارة المقام ضروري
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2 3-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

2 3-1-2

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

M

P

2 3 4 5 6 7 8-1

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y

M

P

x 

 الدالة لبیان التقاربي السلوك
lim: البیاني لـالتفسیر   ( )

x
f x b


و   lim ( )

x a
f x


 

 lim ( )
x a
f x


  )یعني   fC بیانf یقبل المستقیم ذو المعادلة x aكمقارب لھ (

 lim ( )
x

f x b


  )یعني   fC بیانf یقبل المستقیم ذو المعادلة y bكمقارب لھ  (

limإذا كانت  ( )
x

f x


 فھناك إمكانیة وجود خط  مقارب مائل 

المستقيم المقارب المائل 
مثال تمهيدي .1

 الدالة المعرفة على fلتكن   0;كما یلي : 
1 1 1( )
2 2

f x x
x

  

على باستعمال راسم منحنیات تحصلنا  fCالتمثیل البیاني 

 كما قمنا بتمثیل المستقیم fللدالة  1 1:
2 2

y x  

 نقطة من Mلتكن  fC فاصلتھا x و لتكن P

 نقطة   لتي فاصلتھا x ). أنظر الشكل المقابل( 

1لدینا  بالنسبة لھذه الوضعیة  1( )
2 2

MP f x x    
 

1MPو منھ
x

  1   و بما أنlim 0
x x



نلاحظ أن المنحني.  إلى x لما یؤول 0 یؤول إلى MPفإن fCیقترب من المستقیم  لما یؤول x إلى .
نقول في ھذه الحالة أن المستقیم  مستقیم مقارب للمنحني  fC عند . 

لیكن   :تعريف  fC التمثیل البیاني لدالة f في معلم و لیكن  المستقیم ذو المعادلة :y ax b 

 نقول أن المستقیم  مستقیم مقارب للمنحني  fC عند  )  على الترتیب عند(  

: یعني أن lim ( ) 0
x

f x ax b


     )  على الترتیب lim ( ) 0
x

f x ax b


    (  

الصفحة 54
www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


):  دالة بحیثf  إذا كانت :ملاحظة       ) ( )f x ax b g x   مع  lim ( ) 0
x

g x


فإنھ من الواضح أن  :  

                 lim ( ) 0
x

f x ax b


     لأن ( ) ( ) ( )f x ax b g x   بالتالي فالمستقیم  ذو المعادلة  :y ax b    

                 مستقیم مقارب للمنحني fC لما یؤول x إلى  ).  نفس الملاحظة لما یؤولx إلى (   

 المعرفة علىfنعتبر الدالة  :مثال               ;2 2; 3:كما یلي( ) 3
2

f x x
x

  


   

و لیكن                    fCتمثیلھا البیاني في معلم .  

)3لدینا                       ) ( 3)
2

f x x
x

   


3lim   و بما أن    0
2x x




 


3lim و  0

2x x



 


  

3y  فإن المستقیم ذو المعادلة                 x  مستقیم مقارب للمنحني  fC عند كل من  و .  
 البحث عن المستقیم المقارب المائل 

لم        نعتبر في مع               , ,O I Jللمستوي  المنحني  fC الممثل  لدالة f.  
  و لیكن             المستقیم  ذو المعادلة :y ax b  0a    نفرض أن  :lim ( )

x
f x


  أو lim ( )

x
f x


 أو   

             lim ( )
x

f x


  أو lim ( )
x

f x


  نفرض أن   مستقیم مقارب للمنحني fC عند  

 حسب التعریف ومنھ    lim ( ) 0
x

f x ax b


    نضع      : ( ) ( )g x f x ax b   و منھ ( ) ( )f x g x ax b     

limحیث     ( ) 0
x

g x


 لدینا من أجل كل عدد حقیقي x 0 یختلف عن:( ) ( ) 1 ( )f x g x ax b bg x a
x x x x

 
      

 بما أن    
1lim ( ) 0

x
g x

x
  و  lim 0

x

b
x
   فإن   

( )lim
x

f x a
x

  لدینا من جھة ثانیة  

( ) ( )f x ax g x b     و بما أن lim ( ) 0
x

g x


    فإن    lim ( )
x

f x ax b


   

 إذا كان المستقیم :1الخلاصة             ذو المعادلة :y ax b  0a مستقیما مقاربا للمنحني fC عند    

)  فإن                          )lim
x

f x a
x

  و   lim ( )
x

f x ax b


   

): نفرض أن .1 )lim
x

f x a
x

 و   lim ( )
x

f x ax b


     من الواضح أن lim ( ) 0
x

f x ax b


     و منھ  

فإن المستقیم              ذو المعادلة :y ax b   مستقیم مقارب للمنحني fC عند .  

) إذا كانت :2الخلاصة             )lim
x

f x a
x

 و   lim ( )
x

f x ax b


   

 فإن المستقیم               ذو المعادلة :y ax b   مستقیم مقارب للمنحني fC عند .  
   إلى x ننجز برھانا مماثلا لما یؤول :ملاحظة              
لیكن :  نتیجة                fC التمثیل البیاني لدالة f في معلم و لیكن  المستقیم ذو المعادلة :y ax b  0a   

یكون المستقیم        مستقیما مقاربا للمنحني fC عند ) على الترتیب عند( يیلإذا و فقط إذا تحقق ما:  

                
( )lim

x

f x a
x

  و   lim ( )
x

f x ax b


  ) على الترتیب( )lim
x

f x a
x

  و   lim ( )
x

f x ax b


   
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  : المث         

المعرفة على f      نعتبر الدالة     ; 1 1;1 1;    بـ :
3 2

2

3 3( )
1

x xf x
x
 




و لیكن  fCتمثیلھا البیاني في معلم .  

 . عند حدود مجموعة تعریفھاfأحسب نھایات الدالة  .1
معادلاتھا المستقیمات المقاربة للمنحني عین  .2 fC. 

:    لدینا:الحل        
3

2lim ( ) lim lim
x x x

xf x x
x  

   وبنفس الطریقة نثبت أن :lim ( )
x

f x


   

     لدینا     :  
1

1
lim ( )

0x

N
f x

D 


  
   

  و 
1

1
lim ( )

0x

N
f x

D 

  
   

   

                     
1

1
lim ( )

0x

N
f x

D 

 
   

 و 
1

1
lim ( )

0x

N
f x

D 

 
   

  

          من نتائج حساب النھایات نستنتج أن المستقیمین الموازیین لمحور التراتیب و اللذین معادلتاھما: 
            1x   1 وx  مستقیمان مقاربان للمنحني  fC. 

      لدینا lim ( )
x

f x


  و lim ( )
x

f x


 و  منھ إمكانیة وجود مستقیم مقارب مائل     

: لدینا من جھة     
3 2 3

2 3

( ) 3 3 1lim lim lim 1
1x x x

f x x x x
x x x x  

 
   

  

:  و لدینا من جھة ثانیة          
2 2

2 2

3 3 3lim ( ) lim lim 3
1x x x

x x xf x x
x x  

 
   

  

:      لدینا إذن             
( )lim 1

x

f x
x

      و        lim ( ) 3
x

f x x


   

  و بالتالي المستقیم             : 3y x   مستقیم مقارب للمنحني  fC عند  ). نفس النتیجة عند(   

                                         
 مجموعة التعریف .1
 ي النصتحدید مجموعة تعریف الدالة إذا لم تكن قد أعطیت ف. 
  قصد تقلیص مجموعة الدراسة )  في الحالات الممكنة ( دراسة شفعیة الدالة أو دوریتھا 
 . و تحدید مراكز أو محاور تناظر المنحني الممثل للدالة            
 حساب النھایات عند حدود مجموعة الدراسة .2
 دراسة اتجاه تغیر الدالة .3
 الدالة الاشتقاقحساب المشتقة على المجالات التي تقبل علیھا  
 دراسة إشارة المشتقة و استنتاج اتجاه تغیر الدالة. 
 تحدید القیم الحدیة في حالة وجودھا. 
 تشكیل جدول تغیرات الدالة .4
 تحدید المستقیمات المقاربة .5
 التمثیل البیاني للدالة .6
 رسم المستقیمات المقاربة. 
  بصفة خاصة النقط الحدیةتمثیل بعض النقط المساعدة من خلال حساب إحداثیاتھا و نذكر 
 .و نقط تقاطع المنحني مع محوري الإحداثیات             
 رسم المماسات عند القیم الحدیة و أخرى مطلوبة في النص. 
 استغلال عناصر تناظر المنحني إن وجدت . 
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مسائل  
 :من الدرجة الثالثةحدود ال اتال كثيرودالدراسة  .1

المعرفة علىfالةنعتیر الد  :01مسألة     ; 3: بِـ( ) 3 2f x x x   و  fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

.  
أحسب النھایات عند أطراف  .1 ;fD    
)أحسب  .2 )f x و ادرس إشارتھا على  ;  
 fضع جدول تغیرات الدالة  .3
 و حل في f(1)أحسب  .4 ;  المعادلة ( ) 0f x  
عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .5 fCمع حاملي محوري الإحداثیات  
  نقطة الإنعطاف Iعین إحداثیات  .6
 مركز تناظر للبیانIبین أن  .7 fC 
)ول المعادلة  عدد حلmناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .8 )f x m 

المعرفة علىfنعتیر الدالة  :20مسألة    ; 3: بِـ 2( ) 3 4f x x x   و  fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

.  
النھایات عند أطراف أحسب  .1 ;fD    
)أحسب  .2 )f x و ادرس إشارتھا على  ;  
 fضع جدول تغیرات الدالة  .3
 و حل في f(1)أحسب  .4 ;  المعادلة ( ) 0f x  
عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .5 fCمع حاملي محوري الإحداثیات  
)عین معالة المماس .6 )T عند النقطة ( 1; 2)I   
)أدرس الوضع النسبي بین المماس  .7 )Tانی و الب fC 
)استنتج أن  .8 1; 2)I   نقطة الإنعطاف  
)بین أن  .9 1; 2)I  مركز تناظر للبیان  fC 

 :لرابعةحدود من الدرجة اال اتال كثيرودالدراسة  .2

المعرفة علىfنعتیر الدالة  :30مسألة     ; 4: بِـ 2( ) 2 1f x x x   و  fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

.  
البیان  بین أن  .1 fCیقبل حامل محور التراتیب كمحور تناظر لھ  
limأحسب  .2 ( )

x
f x


 f(0) و 

)أحسب  .3 )f x و ادرس إشارتھا على  ;  
 fضع جدول تغیرات الدالة  .4
 و حل في f(1)أحسب  .5 ; معادلة  ال( ) 0f x  
عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .6 fCمع حاملي محوري الإحداثیات  
) عدد حلول المعادلة mناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .7 )f x m 

المعرفة علىfنعتیر الدالة  :04مسألة     ; 4: بِـ( ) 4f x x x  و  fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

.  
أحسب النھایات عند أطراف   .1 ;fD    
)أحسب  .2 )f x و ادرس إشارتھا على  ;  
 fضع جدول تغیرات الدالة  .3
حل في  .4 ;  المعادلة ( ) 0f x  
عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .5 fCالإحداثیات مع حاملي محوري  
)عین معالة المماس .6 )T عند المبدأ O 
)أدرس الوضع النسبي بین المماس  .7 )Tو البیان  fC 
) حلول المعادلة  عددmناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .8 ) 4f x x m    
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  :الدوال التناظریةدراسة .3

 دالة عددیة معرفة على f:50مسألة         ;1 1;   3:بـ 2( )
1

xf x
x





و   fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

  

أحسب النھایات عند أطراف  .1   ;1 1;fD   ثم أعطي تفسیرا ھندسیا لھذه النھایات  
)أحسب  .2 )f x و ادرس إشارتھا على    ;1 1;  
 fضع جدول تغیرات الدالة  .3
 تقاطع البیان عین إحداثیات نقط .4 fCمع حاملي محوري الإحداثیات  
 نقطة تقاطع الخطوط المقاربة ھي مركز تناظر للبیانIبین أن   .5 fC 
 أرسم الخطوط المقاربة و البیان  .6 fC 

 دالة عددیة معرفة على f:06مسألة         ;1 1;  بـ :    .( ) / 0..ax bf x c
cx d


 


   

و                fC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

a، b ،0c و   وd أعداد حقیقیة  
 علما بأن البیان d وa، b ،cعین الأعداد  .1 fCقبل المستقیمان  ی  : 1x  و   : 2y   كمقاربات لھ 

                  والبیان fC 0) یشمل النقطة; 4)A  

2 :نعتبر الآن أن .2 4( )
1
xf x

x





 

  أحسب النھایات عند أطراف   ;1 1;fD     
  أحسب( )f x و ادرس إشارتھا على    ;1 1;  
  ضع جدول تغیرات الدالةf 
  عین إحداثیات نقط تقاطع البیان fCمع حاملي محوري الإحداثیات  
  بین أن Iنقطة تقاطع الخطوط المقاربة ھي مركز تناظر للبیان  fC 
  أرسم الخطوط المقاربة و البیان  fC 

2 : كمایليمعرفة g نعتبر الدالة .3           4
( )

1
x

g x
x





و   gC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

  

 عین مجموعة تعریفھاgD 
  بین أن الدالةg زوجیة  
  نرسم بین كیف gC باستعمال البیان  fC 
 م البیان أرس gCفي نفس المعلم السابق  

 دالة عددیة معرفة على f :70مسألة      3بـ :
2 4 2( )

3
x xf x

x
 




و   fC م م م م م تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

  

بین أن لكل  .1 3x   :
2

4 21
( ) 31

x xf x x

x

 



lim ثم أحسب  ( )

x
f x


،lim ( )

x
f x


  ماذا تستنتج بالنسبة إلى البیان

3x بحیث لكل a، b ،cبین أنھ یوجد ثلاث أعداد حقیقیة  .2 :(
3

.) cf x a x b
x

  


 

استنتج أن البیان  .3 fCیقبل مستقیم مقارب مائل  یطلب تحدید معادلة لھ  
س وضعیة البیان أدر .4 fC بالنسبة إلى   
أحسب  .5

3
lim ( )

x
f x


 و

3
lim ( )

x
f x


 ثم أعطي تفسیرا لھذه النھایات 

)أحسب  .6 )f x و ادرس إشارتھا على    ;3 3;  ثم ضع جدول تغیراتf 
عین معادلة المماس  .7 T 2 عند النقطة ذات الفاصلة 

أوجد نقط من البیان  .8 fC5 المماس عندھا میلھ یساوي
4
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عین إحداثیات نقط تقاطع البیان  .9 fCمع حاملي محوري الإحداثیات  

أرسم الخطوط المقاربة و المماس   .10 T و البیان  fC 
) عدد حلول المعادلة mناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي   .11 )f x x m   
ع الخطوط المقاربة ھي مركز تناظر للبیان  بین أن نقطة تقاط .12 fC 

 : كمایليمعرفة gنعتبر الدالة   .13
2 4 2( )

3
x xg x

x
 




و   gC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

 

  أكتب( )g x استنتج  بدون قیمة مطلقة ثم( )g x بدلالة ( )f x 
 بین كیف نرسم gC باستعمال البیان  fC 
  أرسم البیان gCفي نفس المعلم السابق  

دالةعددیة معرفة علىf:80مسألة         1;3 2: بـ

1 2( )
2 3

xf x
x x



  

و  fC م م م م م تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

  

 طي تفسیرا لھذه النھایاتثم أع fDأحسب النھایات عند أطراف  .1
)أحسب  .2 )f x و ادرس إشارتھا على fD ثم ضع جدول تغیراتf  
)أعطي جدول إشارة  .3 )f x وضعیة البیان  ثم استنتج fCر الفواصل مع حامل محو 
و البیان أرسم الخطوط المقاربة  .4 fC 
) عدد و إشارة حلول المعادلة mناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .5 )f x m 

        

لىدالةعددیة معرفة عf  :90مسألة        1;بـ :
2.( )

1
a x bx cf x

x
 




                      

و         fC م م م م م تمثیلھا البیاني في ; ;O i j
 

   في الرسم المقابل 
 البیان         fCقطة یقبل مما أفقي عند الن 1;2A و  مستقیم مقارب لھ               fC  

عین معادلة مختصرة للمستقیم  .1  
 سابقة  باستعمال المعطیات الa، b ،cعین الأعداد  .2
 fضع جدول تغیرات الدالة  .3
  mناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .4

)                عدد حلول المعادلة  )f x x m   
بیان رم أخأرسم في معل .5 C نظیر fC بالنسبة إلى  1 2;I   
لیكن  .6 gCبیان دالة gمعرفة على 1;2 : بـ( ) 3g x x  

 ع النسبي بین البیانین أدرس الوض fC و  gC 
  البیان أرسم في نفس المعلم السابق gC  
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مسائل الإستمثال 

.80بسرعة متوسطة    بین المدینتین1dقاطعة مسافة  B نحو مدینةA تنطلق سیارة من مدینة :10مسألة         /km h  
x./بسرعة متوسطة  C نحو مدینة 2dمسافة      ثم تقطع                  km h   

)                     لتكن  )V x للسیارة على كامل الرحلة متوسطةالسرعة ال A B C    
 على المجال V                    نعرف ھذه الدالة  0;130  

 على المجال Vالدالة  ماھو اتجاه تغیر .1 0;130 
2إذا علمت أن  .2 12d dعبرعن ( )V x بدلالة x  
)أحسب  .3 )V x ثم ضع جدول تغیراتھا على المجال  0;130 
  تقبل قیمة حدیة صغرى Vبین أن الدالة  .4
م م م م م في مثل ھذه الدالة  .5 ; ;O i j

 
    

   طول إحدى أضلاعھ x نسمي cm.216نعتبر مستطیل مساحتھ  :02مسألة         
)محیطھ عبر عن  .1 )P x بدلالة x 
 في المجال Pأدرس تغیرات الدالة  .2 0; 
 x تقبل قیمة حدیة صغرى من أجل قیمة محددة للعددPبین أن الدالة  .3
لیكن .4 PC م م م م م  تمثیلھا البیاني في ; ;O i j

 
 

 المستقیم ذو المعادلة بین أن   : 2y x  لمنحني ھو مقارب ل PC 
  أدرس وضعیة PC بالنسبة إلى   
 أرسم المستقیم البیان و gC 

) عدد حلول المعادلة mناقش بیانیا و حسب قیم الوسیط الحقیقي  .5 ) 2f x x m   
م م م م م في  :30مسألة          ; ;O i j

 
) 1 عدد حقیقي أكبر تماما من x ولیكن A(2;1) نعتبر النقطة  1)x    

)    ولتكن النقطة                     ;0)M x  المستقیم ،( )AM یقطع حامل محور التراتیب في نقطة N   

2 تساوي Nبین أن ترتیبة النقطة .1
1

x
x 

 

)2 : كمایليfنعرف الآن دالة  .2 )
1

xf x
x




 

 اعین مجموعة تعریفھfD 
  أدرس تغیرات الدالةf علىfD  
  استنتج أن الدالةf 2 محدودة من الأسفل بالعدد 

) إلى x عددترفق بكل gنعرف الآن دالة  .3 )g x ھي مساحة المثلث OMN   
  عین مجموعة تعریفھاgD 
   عین عبارة( )g x 
  أدرس تغیرات الدالةg علىgD  
  استنتج أن الدالةg صغرى ثم ضع رسم لھذه الحالة تقبل قیمة حدیة 
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      fa

1 f x x² 1 a 22 
2xf x

x 3



a 2 

3 f x x 1 a 34f (x) x x 1  ،a 1
f '(x)

12f (x) x 2x 1   23f (x) x 3x 4   

3f (x) (x 1)(x² 1)  42xf (x)
x² 1




5f (x) 3x 6 6f (x) sin x 0;

f(C )

0x
12f (x) x 3x 4  0x 023 2f (x) x x 0x 1 

3x 3f (x)
1 2x





0x 14f (x) 2x 3 0x 2 

f 1;5f (x) 3 x 1  

)C( f

1
h 0

f (h 1) f (1)lim
h

 

2f
3)C( f

f1;3
3f (x) x 3x² 4  

1f '(x)f
2f
3(T)f(C )1
4(T)f(C )
5f (x)1 x 3 

f 2;2 4f (x) x 2x² 3  

1ffC

2 f 0;2
3fC

4( )fC1
5( )fC

f8;8
x² ax bf (x)
x² 2x 2
 


 

1abf(C )

f(C )A(0;3,5)

25x 5f (x) 1
x² 2x 2


 

 
3f
4f(C )
5f(C )( )y 1
6f ( 2 x) f (x) 2   

7( )f(C )
f  3f x ax bx c  

abc Cf

abc C

 A 1; 3 B 0;1
Dy 6x 

g(C )g
22D=3g(x) ax bx c  

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

 
1

g( 1)g(1)g(0)g '(1)g '(0)g''(0)

g(C )OAB
g

21a 1b 3 c 0 

f1 
x² 3f x
x 1





1f '(x)f 
2 fC3

3 fC  

10 
 

10 
 

A 

B 
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f33I
321012  3x 

      00f’(x)
22

000
35

f(x) 
 

1
2If(x) = 0f(x) I 
3gI 

2g(x) = f(x)
g'(x) = 2f(x).f'(x)g'(x)

gI
gg

f3f (x) x x² x  

1

f(C )14
2f5 

3f
11f

 
2f x

x 1



 f ' 1

2g'(1)g1
g(h 1) g(1) 3h 2

h (h 1)²
  




31k
k( 1)k '( 1)k(0)k '(0)

k(C )
x 1 x 0

2 3-1-2-3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

A( 2; 2) 
9k '( 2)
2

 

f  1;3
3f (x) x 3x² 2  f(C )

1f 'f 1;3

2f (0)f (2)f '(0)f '(2)
3f '(x)f 
4( )

f(C )1
5( )f(C )
6f(C )( )

(1;0)

f       2;2 2;8 
2x 5f (x)

x 2





f(C )

(O ;i ; j )(D)y x 2 

1abccf (x) ax b
x 2

  


2f(C )(D)

32
(x 1)(x 5)f '(x)

(x 2)
 




f '(x)f
   

cm
x

1xCDCF 
CDEFABG 

2  2f x 4x 140x 2400   
3f 0;20 
4f 
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  

 

 

 
 

  الكفاءات المستھدفة
 وصف ظاھرة بواسطة متتالیة                                                   . 
 الیةالتعرف على اتجاه تغیر متت. 
  ھندسیة(التعرف على متتالیة حسابیة.( 
  ھندسیة(حساب الحد العام لمتتالیة حسابیة.( 
  حساب مجموعpحدا متعاقبا . 
 حساب نھایة متتالیة عددیة. 

 
 

 

 
  
                              ع أسابی3 :المدة         
     :المدة الزمنیة         

                                                                                             
    ساعة18و تقني ریاضي  ساعة 21 للشعبة ریاضي ةبالنسب بالنسبة للعلوم تجریبیة أما ساعة 15
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  
   

 
   الصفحة05رقم  النشاط :01نشاط    
      A. مرتب شھري بـ  :تقترح مؤسسة اقتصادیة عقدا للتوظیف كما یليDA 10000في الشھر الأول و زیادة سنویة    

0تقدر بـ         
n  للمرتب الشھري خلال السنة nuنرمز بـ .  المرتب الشھري في السنة الأولى 1u نسمي 010 1n .  
   .  2u ، 3u ،  4u، 5u ،  6u، 7uأحسب   .1
1nuعین علاقة بین .2  و  nu                                                                                          .   

      B . مرتب شھري بـ  :تقترح مؤسسة اقتصادیة أخرى عقدا للتوظیف كما یليDA 10000الشھر الأول و زیادة   
  . المرتب الشھري في السنة الأولى 1v بعد كل سنة  نسمي DA1200تقدر بـ    في المرتب الشھري                  

n  للمرتب الشھري خلال السنة nv         نرمز بـ  1n .  
  .  2v ، 3v ،  4v ، 5v ،  6v ، 7vأحسب      .1
1nvعین علاقة بین .2  و  nv                                                                                .            
  أي العقدین أكثر فائدة  ؟    .  سنوات 7یرید موظف أن یتعاقد مع إحدى الشركتین لمدة  .3

A.                                                                                              1  :الجواب      100 .00u DA   
                                                                                           2 1 11 1,10,1 11000.uu u u DA       

                                                                            2

23 12 20,1 121001,1 .1,1u uu DAuu      
                                                                            3

34 13 30,1 133101,1 .1,1u uu DAuu      
                                                                            4

45 14 40,1 146411,1 .1,1u uu DAuu     
                                                                         5

56 15 50,1 161051,1 .1,1u uu DAuu       
                                                                    7 6

6

16 61,1 1,10,1 1 5 .771 ,61u u u u DAu      

:                                           ومنھ 1 11,1 1,10,1n n n

n

nu u uu u      

           B                           .                                                                       1 100 .00v DA  
                                                                                                  2 1 1200 11200.v v DA    

                                                                                                3 2 1200 12400.v v DA    
                                                                                                4 3 1200 13600.v v DA    

                                                                                                5 4 1200 14800.v v DA    
                                                                                                6 5 1200 16000.v v DA    

                                                                                                7 6 1200 17200.v v DA    
1:                                                                 ومنھ  1200n nv v    

1                        :     لنجمع حدود كل متتالیة 2 3 4 5 6 7 94871,61.S u u u u u u Du A         

                                                               1 2 3 4 5 6 7 95200.S v v v v v v Dv A          
S   :         نلاحظ أن  S          عقد الثاني أفضل من العقد الأولومنھ ال   

  1u وحدھا الأول1,1 متتالیة ھندسیة أساسھا  یتناولAالعقد : التفسیر الریاضي للظاھرة    
  1v وحدھا الأول1200أساسھا حسابیة  یتناول متتالیة Bالعقد                                        
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   سوالــــــــــدر*:    
 .المتتالیات العددیة .1

)متتالیة عددیة حقیقیة  :تعریف        )nuمعرفة كمایلي ھي دالة                    :
............
( ) :

.....
 n

n

Iu
n u





   

)  :ترمیز        )nuرمز المتتالیة  ھو ،   n الدلیل رمز  ھو     ،nu و رمز الحد العامھ    

بدلا من الكتابة :        إختصار الكتابة 
( ) :  n

n

Iu
n u





 :  نكتب مثلا   1n n
u


 أو   *n n

u


  

المتتالیة :أمثلة       nu 25: حیث 2nu n   معرفة على     .          

3 حیث أن w المتتالیة :مثال       
5n

nw
n





6n  معرفة من أجل ،    

  .  ھو الحد الأول6wالأولى حیث  وأما رتبتھ فھي الرتبة6w ھو دلیل الحد 6       
bu)b رتبة حد        ( من متتالیةuى الحد بالنسبة إلau) aعدد طبیعي أصغر من b ( 1ھو العدد الطبیعيb a  .  

  )یقصد بتولید متتالیة معرفة حدودھا ( .طرق تولید متتالیة عددیة.2     
 تولید متتالیة عددیة بالحد العام:  

المتتالیة  :مثال       nuالمعرفة على  2 حیث 3nu n   ویمكن حساب أي حد من الحدود .بحدھا العام  معرفة.  
                  0 3u  ، 1 2u  ، 2 1u    

)ونكتبfیمكن التعبیرعن الحد العام لھذه المتتالیة باستعمال دالة  : الدالة المرفقة    )nu f n 2 حیث: 3f x x  .  

 المتتالیة نعتبر :مثال   :تولید متتالیة عددیة بعلاقة تراجعیة nu            0

1

......... .5
:

3 4
.

n
n n

u
u

u u


  

 .  

0 لدینا                5u  1 و منھ 03 4 19u u  ، 2 13 4 61u u      1العلاقة نسمي 3 4n nu u  بعلاقة تراجعیة           
  :یاني لمتتالیة عددیةالتمثیل الب. 3     

              في المعلم  ; ;O i j
 

 التمثیل البیاني لمتتالیة  nu  ھو مجموعة النقط ;n nM n u    

فإنالنقطة  وبالتالي بما أنھا معرفة على 1,5 1,51,5;M uعبارة عن غیمة نقط  غیرموجودة ومنھ التمثیلnuages de points  

المتتالیة  :مثال   :حالة متتالیة معرفة بحدھا العام)   أ   nuالمعرفة على  1,5 حیثnu n  ومنھ :  
5  4  3  2  1  0  n  

3,5  2,5  1,5  0,5  0,5  1,5  nu  
 :        النقط  0 0; 1,5M  ،   1 1; 0,5M    ، 2 2;0,5M    ،  2 3;1,5M ،  4 4;2,5M   ، 5 2;3,5M  
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  :مثال :علاقة ترجعیةحالة متتالیة معرفة) ب   0

1

...........1
:

3 4n
n n

u
u

u u

 


 
 

 :لخطواتا 
:: نعتبر الدالة المرفقة إلى ھذه المتتالیة و معرفة كمایلي   .1 ( ) 3 4f x f x x 
نرسم التمثیل البیاني   .2 fC في معلم متعامد و متجانس  ; ;O i j

 

 نرسم النصف الأول  .3  : y x  
 على حامل محور الفواصل0uول  نعلم الحد الأ .4
نستعمل البیان  .5 fC  1لإنشاء 0( )u f u  على محور التراتیب
 على محور الفواصل باستعمال المنصف الأول 1u ننقل .6
نستعمل البیان    .7 fC 2 لإنشاء 1( )u f u على محور التراتیب 
 .... على محور الفواصل باستعمال المنصف الأول وھكذا 2u ننقل .8

 :اتجاه تغیر متتالیة عددیة .4 
)  تكون متتالیة : متتالیة متزایدة.1  )nu0من الرتبة  إبتداءا) متزایدة تماما على الترتیب(ایدة  متزn 

1nكان إذاإذا وفقط          nu u ) 1n nu u  0من أجل كل عدد طبیعي ) على الترتیبn n 
 تكون متتالیة :لیة متناقصةمتتا.2 

0
( )n n nu  0إبتداءا من الرتبة )متناقصة تماما على الترتیب( متناقصةn 

1nإذا وفقط إذا كان   nu u ) 1n nu u  0ل عدد طبیعيمن أجل ك) على الترتیبn n 
 تكون متتالیة :متتالیة ثابتة.3 

0
( )n n nu  0 ثابتة  إبتداءا من الرتبةn1  إذا و فقط إذا كانn nu u . 

0n من أجل كل عدد طبیعي n

من Iمتناقصة   أومن I على المجالمتزایدةھي متتالیة  منIعلى مجال الرتیبة  المتتالیة :متتالیة رتیبة .4 

 :طرق دراسة اتجاه تغیر متتالیة عددیة. 5 
1nدراسة إشارة الفرق )  أ nu u : 

 لتكن المتتالیة العددیة : مثال  *n n
u


1:  المعرفة بحدھا العام 

nu
n

 

  الحدود الثلاثة الأولىأحسب .1
اتجاه تغیرھا  أعطي تخمینا حول .2
  برھن على صحة تخمینك  .3

1  :الجواب  1u  ، 2

1
2

u  ، 3

1
3

u       لمتتالیة متناقصة تماما یبدوا أن ا  :التخمین

1 :لنحسب الفرق 

1 1 ( 1) 1 0
1 ( 1) ( 1)n n

n n
n n

u u
n n n n

  
    

  
ومنھ المتتالیة متناقصة تماما  

1nالمقارنة بین )  ب

n

u
u

 لتكن المتتالیة :1 و العدد
0

( )n n nu  ذات الحدود الموجبة تماما 

  0إذا كان لكلn n ،  1 1n

n

u
u

 المتتالیة  إذن 
0

( )n n nu  متزایدة 

  0 إذا كان لكلn n ، 1 1n

n

u
u

  إذن المتتالیة 
0

( )n n nu تناقصة  م
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 لتكن المتتالیة العددیة : مثال        *n n
u


2n: العام  المعرفة بحدھا 

nu
n

   أدرس اتجاه تغیرھا  

n  نلاحظ أن :الجواب        2 : فإن 0
n

n
 إذن جمیع الحدود موجبة تماما   

1                         :       لنحسب           

1

1
2

2 21
2 1 2 1

n

n

n
n

n
n n nn

n n
u
u

n






   

 
  

n      لدینا           1 ومنھn  وبإضافة  n 2:  على الطرفین ینتج 1n n    

)             و بقسمة الطرفین على  1)n 2:  ینتج لدینا 1
1

n
n




1:  ومنھ 1n

n

u
u

  إبتدءا من الحد الأول وعلیھ المتتالیة متزایدة  

) لدراسة اتجاه تغیر متتالیة معرفة بدستور:استعمال اتجاه تغیر الدالة المرفقة )جـ      )f n  المبرھنة التالیةیمكن الإعتماد على  
       

تالیة  لتكن مت:مبرھنة        nu معرفة بالعلاقة( )f n حیث f على  ھیى دالة معرفة على الأقل ;a  ) أو ;a (  
a                   حیث   0 وn ھو العدد الطبیعي الأول الأكبر منa   

 رتیبة على  fالدالة                  إذا كانت  ;a )  أو ;a (  إذا المتتالیة nu 0 رتیبة إبتدءا من الرتبةn   
     fالدالة ولھا نفس اتجاه تغیر                  

  

تكن المتتالیة العددیة ل: مثال         *n n
u


1:  المعرفة بحدھا العام 

nu
n

 تغیرھا   أدرس اتجاه  

 دالة معرفة علىfلتكن   :الجواب        1;1:   بـ( )f x
x

 و ھي متناقصة تماما على  وھي الدالة مقلوب 1;   

  المتتالیة متناقصة تماما  : ومنھ                  
  خاطئ لمبرھنة عكس ا :ملاحظة ھامة        

 لتكن المتتالیة العددیة :مثال مضاد          n n
u


sin(2:  المعرفة بحدھا العام  )nu n n    

   ثم ادرس اتجاه تغیر الدالة المرفقة أدرس اتجاه تغیرھا         
nلدینا لكل  فإن: sin(2 ) 0n 1:  ومنھ ( 1) 1 0n n n nu u      وعلیھ المتتالیة متزایدة تماما  

)        ولكن الدالة  ) sin(2 )f x x x  المعرفة على  0;   
  الوقت المتتالیة        لنرسم بیانھا و نرى اتجاه تغیرھا  ونمثل في نفس 

  بة بینما المتتالیة متزایدة تماما    نلاحظ أن الدالة لیست رتی    
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   :تطبیقات     
 لتكن المتتالیة العددیة :10التمرین       n n

u


22:  المعرفة بحدھا العام  3nu n n    
 ولى أحسب الحدود الثلاثة الأ .1
 عین الحد السابع  .2
   حدا من حودھا 2015 ھل العدد  .3
1nuأحسب  .4  ، 1nu  ، 1nu  ، 3 1nu  
207nu المعادلة حل في  .5  

العددیة لتكن المتتالیة  :20ینالتمر      n n
u


 : المعرفة بحدھا الأول والعلاقة التراجعیة كمایلي  0

1

...........1
:

2 4n
n n

u
u

u u

 
  

  

 أحسب الحدود الأربعة لأولى .1
1nعبر عن  .2 nu u  بدلالة nu  

العددیة المتتالیة لتكن  .3 n n
v


4n : المعرفة كمایلي nv u   

  لأولى من حدود المتتالیة أحسب الحدود الأربعة nv 

  1عبر عنnv  بدلالة nv   

1.. :لتالیة أدرس اتجاه تغیر المتتالیات ا :30التمرین      /
2

. nu n
n

 


 ،     ...2 1 /
3

n

nv n
n


 


   

               2.. /. nw n n n  ،         ...3 / n
nk n  ،          ...1 / np n n

n
    

 لتكن المتتالیة العددیة :40التمرین      n n
u 

2:  المعرفة بحدھا العام 

2
n

nu
n

   

 لأولىأحسب الحدود الأربعة  .1
3nنرید أن نبرھن أن المتتالیة متزایدة ابتدءا من الرتبة  .2  

  حل المتراجحة 
2

2

2 1
( 1)

x
x




 

  بین أن 
2

1
2

2
( 1)

n

n

u n
u n

 


 

  اجھمایمكن استنتاستنتج 

:نعتبرالمتتالیات التالیة :50التمرین 
0

1

...........3
: 1 1

3
n

n n

u
u

u u





 

،  
0

1

............2
: 1

2 1

..

n n
n

n

v
v vv

v




      

، 
0

1

...........0
: 2 3

4
n n

n
n

w
w ww

w




  

  

  :            لكل متتالیة
 لأولىلثلاثة ا أحسب الحدود ا .1
   في معالم مختلفة"حلزوني"  أرسم التمثیل البیاني  .2
   قیما كبیرةn  و ماذا یحدث لو أخذ العدد متتالیةأعطي تخمینا حول اتجاه تغیر كل  .3

المتتالیة العددیة نعتبر  :60التمرین  n n
u


2:  المعرفة بحدھا العام 

1
5 6nu

n n


 
     

 أحسب الحدود الثلاثة الأولى .1
 أدرس اتجاه تغیرھا   .2

n بحیث لكل b و aقیقیان  أنھ یوجد عددان حبین .3  : 
2 3n

a bu
n n

 
 

 

0: استنتج قیمة المجموع .4 1 3 ... nS u u u u     
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1 2
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2
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2
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2
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2

n n n

p n p n

S u u u u u u

S u u u u u u

nS u u u u u u

n pS u u u u u u

      

      

      

          

 
المتتالیات الحسابیة.   

)تتالیةنقول أن الم:تعریف        )nu0متتالیة حسابیة حدھا الأولuو أساسھا r) r أجل كل إذا و فقط إذا كان من)  عدد حقیقي  
n:1nطبیعي   عدد                nu u r   1  أيn nu u r    

 0r    :نتیجة       المتتالیة متناقصة تماما            0r     المتتالیة متزایدة تماما    0r  المتتالیة ثابتة  
)لمتتالیة نعتبر ا  :01مثال        )nu المعرفة على 5 : بـ 4nu n      

) برھن أن .1 )nuمتتالیة حسابیة یطلب أساسھا وحدھا الأول   
  استنتج اتجاه تغیرھا .2
   ھا حدا من حدود2012ھل العدد  .3

 :    من n لكل. 1  :الجواب        1 5( 1) 4 5 4 5n nu u n n             
)إذن                      )nu5 متتالیة حسابیة أساسھاr  0 وحدھا الأول 4u    

                    2. 0r المتتالیة  ومنھ( )nu على  متناقصة تماما     

                 3.  20165 4 2012
5

n n       2012العدد  ومنھ لیس  حدا من حدودھا    

   و متتالیة أرباع الدوائر1طول ضلعھ  ABCDنعتبر المربع   حلزونیة الأقواس: 02مثال       

,     ذات المراكز  , , , , ,.....A B C D A B أنظر الشكل .....,1,2,3,4,5,6 و أنصاف أقطارھا      

)*برھن أ، الأطوال  .1 )n n
l

 لأقواس الدوائر 
   ھي متتالیة حسابیة یطلب أساسھا                          

2 ھو rطول دائرة نصف قطرھا  :تذكیر  :الجواب          r  

 ھو n                  إذن طول ربع دائرة نصف قطرھا 
1 2
4 2nl n n   

                    1 ( 1)
2 2 2n nl l n n  

        

)*الأطوال         )n n
l

لأقواس الدوائر ھي متتالیة حسابیة أساسھا  
2

r 
   

  متتالیة حسابیة لالحد العام:   
0u:  0nu تبدأبـ. 1              u nr    2. 1 تبدأبـu:  1 ( 1)nu u n r     3. تبدأبـ pu: ( )n pu u n p r     

  مجموع  حدود متتابعة من متتالیة حسابیة: 
 

  عدد  الحدود   )= الدلیل الأخیر–الدلیل الأول +(1المجموع   ،    = عدد الحدود) لحد الأولا+الحد الأخیر (                 
                                                         2   

             أحسب المجامیع التالیة : 01مثال   
  
  
  
  

    :الجواب
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2

u r ru
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r
u

    




     



  


 


)الحسابیة نعتبر المتتالیة  :01تمرین )n nu  11 و علما بأن 3ذات الأساس 21u    
 أوجد حدھا  الأول  .1
 n بدلالة nuأكتب عبارة  .2
   :أحسب المجامیع التالیة  .3

  
  n بدلالة  

     :الجواب
    1.   0 11 0(0 11) 21 11 3 12u u r u            
    2.   0 12 3nu u nr n      
    3  .  
  
  
  
  

)الحسابیة نعتبر المتتالیة  :20تمرین )n nu 11: والمعرفة بـ 27u  17 و 39u   
 عین أساسھا و حدھا الأول .1
 n بدلالة nuأكتب عبارة  .2
n:  0 بدلالةعأحسب المجمو .3 1 2 .....n nS u u u u     

    :الجواب           
             1.      

  بالطرح طرف بطرف 
  
  
  

    2 .    0 5 2nu u nr n      

    3.      0 1 2 0

1 1..... 10 ( 1 52
2

( )
2

)n n n

n nS u u u u u nu n n 
           

  
, كل ثلاث حدود متتابعة :سابيحالوسط ال ,c b a  2: من متتالیة حسابیة فإنa c b     

)  : لأن  ) ( ) 2a c b r b r b        
, عین ثلاث حدود متتابعة :مثال ,c b a   28 و جداؤھم 12من متتالیة حسابیة علما بأن مجموعھم   

 :الجواب
12
28

a b c
a b c
  

   
ومنھ  

12
( ) ( ) 28

b r b b r
b r b b r
    

   
 ومنھ 

4
(4 )4(4 ) 28

b
r r


   

2  ومنھ

4
16 7

b
r


  
  

3rإذن   3 أوr  وبالتالي : 
1

3 4
7

a
r b

c


 
 

  أو 
7

3 4
1

a
r b

c


  
 
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n
n

n n

S u u u u

S u u u u




            
            

  
  .المتتالیات الھندسیة.4

)نقول أن المتتالیة:تعریف             )nu0متتالیة ھندسیة حدھا الأولuو أساسھا q) q إذا و فقط إذا      )  عدد حقیقي غیر معدوم 

n :1nطبیعي  أجل كل عدد كان أن من                    

n

u q
u

   1أوn nu qu  بفرض الحدود غیر معدومة  

 0    :نتیجة         1q تتالیة متناقصة تماما        الم    1q     المتتالیة متزایدة تماما    1q المتتالیة ثابتة  
0q لما :ملاحظة        2  متتالیة ھندسیة :مثال  المتتالیة لیست رتیبةq     1 ; 2 ; 4 ; 8 ; 1 6 ; . . . . . . .   

  متتالیة ھندسیةلالحد العام:  
0u:  0 تبدأبـ. 1                

n
nu u q   2. 1 تبدأبـu:  ( 1)

1
n

nu u q    3. تبدأبـ pu: ( )n p
n pu u q   

 مجموع  حدود متتابعة من متتالیة ھندسیة 
     عدد  الحدود)= الدلیل الأخیر –الدلیل الأول ( +1   ، المجموع=  الحد الأول  )1-)الأساس(عدد الحدود(                

1qمع       1- )الأساس(                                         1و إذا كانq 0 فإن( 1)S n u .  
                     

  :مثال              
1

0 1 0
1...
1

n

n
qS u u u u
q

 
       

1qمع      

 .1  :01تمرین        
12

3

n

n nu


 2ھا ھو حد عام لمتتالیة ھندسیة أساس
3

q  لأن 
2

1
1 1

2 3 2
3 2 3

n n
n

n n
n

uq
u




 
      

                       2. 1( 5)n
nu    5ھو حد عام لمتتالیة ھندسیة أساسھاq   لأن 

2
1

1

( 5) 5
( 5)

n
n

n
n

uq
u







   


  

)الھندسیة نعتبر المتتالیة   :20تمرین   )n nu  9 و علما بأن 2ذات الأساس 64u    
 أوجد حدھا  الأول  .1
 n بدلالة nuأكتب عبارة  .2
   :أحسب المجامیع التالیة  .3

  
  n بدلالة                                                                                                             

0 .1  :الجواب                 9 9
0 9 9

64 64 164 2
2 8 68 8

u u q       


  

                             2  .
32 2

8

n
n

nu    

                             3.    
  

                 
  
  

,كل ثلاث حدود متتابعة  :لھندسيالوسط ا ,c b a  2: من متتالیة ھندسیة فإنa c b   2  :لأن( ) ( )ba c b q b
q

       

  
  :ملاحظة ھامة

  كل حد عام من الشكلnu an b  0 معa حسابیة أساسھا ھو حد عام لمتتالیة  r a 
  كل حد عام من الشكلn

nu ab 0 معb ھو حد عام لمتتالیة حسابیة أساسھا  q b         
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  تقارب متتالیة عددیة:   

 .نھایة متتالیة عددیة 
 :ر و تعریفتذكی        nu متتالیة عددیة و lعدد حقیقي .  

المتتالیة        nuتقبل l كنھایة إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح یشمل lدود المتتالیة    یشمل أیضا كل ح  
     nu و نكتب. بتداءََ من رتبة  معینة ا  :lim nn

u l


  أو  lim nu l) حیث أن النھایة لا تحسب إلا عند(   

تالیة المتفي ھذه الحالة نقول أن                           nu متقاربة.   
  

 لتكن المتتالیةتذكیر       nuالمعرفة كما یلي( )nu f nحیث fدالة معرفة على مجال من الشكل  ,    
lim عدد حقیقي ، إذا كانت     حیث  ( )

x
f x l


فإن lim nn

u l


.  

 :تعاریف       nu متتالیة عددیة .  
 القول أنّ نھایة المتتالیة nuھي یعني أنّ كل مفتوح  ,   ة یشمل كل حدود المتتالی  nu  

lim:  و نرمز .ابتداء من رتبة  معینة                        nn
u


 .   

 القول أنّ نھایة المتتالیة nuھي یعني أنّ كل مجال مفتوح  ,  یشمل كل حدود المتتالیة   nu   
lim:  و نرمز .بتداء من رتبة  معینة ا                      nn

u


 .   

لتكن المتتالیة :تذكیر      nuالمعرفة كما یلي( )nu f nحیث fدالة معرفة على مجال من الشكل  ,  و    عدد حقیقي   
          إذا كانت lim ( )

x
f x


 فإن lim nn

u


    .     إذا كانت lim ( )
x

f x


 فإن lim nn
u


 .  

المتتالیة في ھذه الحالة نقول أن                                            nuدة متباع  
    :نتیجة      

 حالة متتالیة حسابیة:  
0rإذا كان  .1  فإن lim nn

u


   

0rإذا كان  .2  فإن lim nn
u


   

 ھندسیةحالة متتالیة:   
        1إذا كانq  0  و 0u  فإن  lim n

n
q


و منھ lim nn

u


  .  المتتالیة nu متباعدة .  

     1  إذا كانq  0  و 0u  فإن  lim n

n
q


 و منھ lim nn

u


  .  المتتالیة nu متباعدة .  

             1  إذا كان 1q   فإن   lim 0n

n
q


 و منھ lim 0nn

u


 .   المتتالیة nu متقاربة  .  

             1  إذا كانq   فإن المتتالیة     nu النھایة غیر موجودة (  متباعدة(  

3  .1   :01مثال        1 3lim( )
2 5 2x

n
n





3المتتالیة ذات الحد العام :  إذن 1

2 5n

nu
n





   ھي متتالیة متقاربة 

                  2.    
23 1 3lim( ) lim ( )

2 5 2x x

n n
n 


  


المتتالیة ذات الحد العام :  إذن

23 1
2 5n

nu
n





   ھي متتالیةمتباعدة

   :02مثال  nu و nv متتالیتان عددیتان معرفتان من أجل كل عدد طبیعي n 0:  بِـ 2u  ، 1
1 2
3n nu u     

3nو                  nv u  . نضع من أجل كل عدد طبیعيn , 0 1 ...n ns v v v    0 و 1 ...n nt u u u   .   
برھن أن المتتالیة  .1 nv ھندسیة .  
عین نھایة لكل من المتتالیات  .2 nu ,  nsو  nt  
 المتتالیة لحدود الأربعة الأولى من امثل بیانیا .3 nu 

  
  
  

 المتتالیة ن تكونكلتا الحالتیفي   nuمتباعدة 
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1.  1   :الجواب       1
1 1 1 13 2 3 1 ( 3)
3 3 3 3n n n n n nv u u u u v           المتتالیة  إذن nvأساسھا  ھندسیة   

                   1
3

q  0  و حدھا الأول 5v 0 :    ومنھ حدھا العام یكتب على الشكل

15
3

n
n

nv v q     
 

  

  

                                     : حساب المجامیع     

1

1

0 1

11
15 13... 5 11 2 31

3

n

n

n n

متتالیةھنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد

s v v v




                   

  

3n          لدینا  nv u  3 و منھn nu v   3 إذن( 1)n nt s n   و منھ 
115 11 3( 1)

2 3

n

nt n
          

  

               2 .1lim lim 5 0
3

n

nn n
v

 

   
 

  متتالیة متقاربة  

             
115 1 15lim lim 1

2 3 2

n

nn n
s



 

      
  

    و كذالك 
115 1lim lim 1 3( 1)

2 3

n

nn n
t n



 

           
    
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       
    :01التمرین    
      1u الأول ھو الحد ، nu ھو الحد العام  ، r و  ھو أساس المتتالیة nS ھو مجموعn أحسب أولى من متتالیة حسابیة  حدا:   

1. nu و nS 1:  علما أن 7u  120 وn 5 وr   
2. 1u و nS 326:  علما أنnu  72 وn 2 وr  
3. r و nS 1:  علما أن 397u  64 وnu 1000 وn  
4. nu و n 1:  علما أن 50u  4 وr  330 وnS  
5. r و n 1:  علما أن 3u   6 وnu 28,5 وnS  
6. 1u و nu 270:  علما أنnS  54 وn 4 وr  

       1u الأول  ، ھو الحدnu ،  ھو الحد العام q ھو أساس المتتالیة  و nS ھو مجموعnأحسب  ھندسیة حدا أولى من متتالیة:   
1. nu و nS 1:  علما أن 2u  5 وn 3 وq   
2. q و nS 1:  علما أن 162u  32 وnu 5 وn  
3. 1u و nS 54:  علما أنnu  3 وq 4 وn  
4. 1uو  nu  7:  علما أنn  0,5 وq 571,5 وnS  
5. q و n 1:  علما أن 48u  243 وnu 633 وnS  

  :20التمرین    
     نعتبر المتتالیتان  nu و  nv 3 المعرفتان كما یلي 5nu n   7  و 2nv n     

أدرس اتجاه تغیر كل من المتتالیتین  .1 nu و  nv  
بین أن المتتالیتین  .2 nu و  nvیھما الأولین حسابیتین یطلب تعیین أساسیھما و حد 
0: المجامیع التالیة nأحسب بدلالة  .3 1 ...n nS u u u    0 و 1 ...n nS v v v     

  نعتبر المتتالیة nvالمعرفة كمایلي :               
0

1

......................0
: 1 3. /

4

.....
n

n n

v
v

v v n 






  


  

  1v ، 2v ، 3v وددأحسب الح  .1
 مثل الحدود السابقة في معلم متعامد و متجانس .2
n : 4nنضع من أجل كل عدد طبیعي   .3 nu v    برھن أن nuمتتالیة ھندسیة یطلب أساسھا و حدھا الأول  
lim ثم أحسب n بدلالة nv ثم nuعبر عن  .4 nx

v


 ماذا تستنتج  

0 المجامیع nبدلالة  أحسب .5 1 ...n nS v v v    0 ثم 1 ...n nS u u u     بدلالة n 

limأحسب  .6 nx
S


 

 :30التمرین        nu معرفة على  متتالیة حسابیة15: بـ 65u  24 و 101u    
 عین أساسھا و حدھا الأول  .1
lim ثم أحسب n بدلالة nuعبر عن  .2 nx

u


 

0 المجموع nبدلالة  أحسب .3 1 ...n nS u u u    
102nS إن وجدت حتى یكون nعین  .4  

 :40التمرین        nv معرفة على ھندسیة أساسھا موجب  متتالیة 3: بـ 24v  5 و 96u    
 عین أساسھا و حدھا الأول  .1
lim ثم أحسب n بدلالة nvعبر عن  .2 nx

v


 

0 المجموع nبدلالة  أحسب .3 1 ...n nS v v v    
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   :50التمرین     

       لتكنa ، b ، c ، d و e خمسة حدود متتابعة من متتالیة حسابیة أساسھا rحیث : 
60

4 ........ .2 .
a b d e
d e
   

  
  

  r وc  : بدلالةe و a ، b، dعبر عن  .1
  e و a ، b ، c ، dعین الحدود  .2

          1. 0  المتتابعةعین الحدودv  ، 1v ، 2v ، 3v 105 و جداؤھم 16 بأن مجموعھم من متتالیة حسابیة  علما  
  343000 و جداؤھم 777  علما بأن مجموعھم  ھندسیة من متتالیة1v ، 2v ، 3v  عین الحدود المتتابعة .2              

 :60التمرین       nu 1 متتالیة ھندسیة أساسھاq  1     :كما یلي  معرفة 3

1 2 3

144
63

u u
u u u

 
   

  

  1u ، 2u،  3uعین  .1
lim ثم أحسب n بدلالة nuعبر عن  .2 nx

u


 

0:  المجموع nبدلالة  أحسب .3 1 ...n nS u u u    ثم أحسب lim nx
S


 

نعتبر المتتالیة  :70رینالتم   nuالمعرفة كمایلي :                0

1

.....................10
: 3

9 3

......

.4 /
n

n n

u
u

u u n 


 

    

  

  1u ، 2u ، 3u وددأحسب الح  .1

 : n نضع من أجل كل عدد طبیعي  .2
1
3n nu v    برھن أن nvمتتالیة ھندسیة یطلب أساسھا و حدھا الأول  

lim ثم أحسب n بدلالة nu ثم nvعبر عن  .3 nx
v


 تستنتج  ماذا 

0 المجامیع nبدلالة أحسب  .4 1 ...n nS v v v    0 ثم 1 ...n nS u u u     بدلالة n 

limأحسب  .5 nx
S


 

  :عددان حقیقیان بحیث a ، bكن یل   :80التمرین      
1.  ; 4 ; 5 2. . . . .a a b a b  حدود متتابعة من متتالیة حسابیة 
2.  . . .33 ; ; 6. .1b a a b    ھندسیة حدود متتابعة من متتالیة 

  a ، b        عین العددین 

 :90التمرین       nu 1     :حسابیة متزایدة بحیث متتالیة 2 3
2 2 2

1 2 3

.....9
63

u u u
u u u

  
   

  

 0u و حدھا الأول rعین أساسھا .1
lim ثم أحسب n بدلالة nuعبر عن  .2 nx

u


 

0:  المجموع nبدلالة أحسب  .3 1 ...n nS u u u    ثم أحسب lim nx
S


  

                       نعتبر المتتالیة nv2 : المعرفة كمایلي nu
nv    

أن بین  .1 nv متتالیة ھندسیة یطلب أساسھا q0و حدھا الأولv  
0 المجامیع nبدلالة أحسب  .2 1 ...n nS v v v     
0الجداء nبدلالة أحسب  .3 1 ... nP v v v    

  
  
  
  
  
  
الصفحة 75  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


    نعتبر المتتالیة :10التمرین nvالمعرفة كمایلي :               
0

1

......................1
: 1 5. /

2

.....
n

n n

v
v

v v n 






  


  

  1v ، 2v ، 3v وددأحسب الح  .1
. : n نضع من أجل كل عدد طبیعي  .2 10n nu v   حیث  عدد حقیقي  
  عین قیمة  تكون nuمتتالیة ھندسیة یطلب أساسھا و حدھا الأول  
  عبر عنnu ثم nv بدلالة n ثم أحسب lim nx

v


  ماذا تستنتج 

  بدلالة أحسبn 0 المجامیع 1 ...n nS v v v    0 ثم 1 ...n nS u u u     بدلالة n 

نعتبر المتتالیتان  :11نالتمری     nu و  nv2 : كمایليتان المعرف 4 3
2

n

n

nu  
 2   و 4 3

2

n

n

nv  
    

n:   نضع               n nd u v  و  n n nw u v    
: برھن أن .1 nd  متتالیة حسابیة یطلب أساسھا و حدھا الأول 
: برھن أن .2 nw  یطلب أساسھا و حدھا الأول ھندسیة متتالیة 

0استنتج  .3 1 ...n nS u u u    0 و 1 ...n nS v v v     

 نعتبر المتتالیة :21التمرین     nuالمعرفة كمایلي :               
0

1

...........................

.

1
: 2 /

2 3
n n

n
n

u
u uu n

u






   


  

  1u ، 2u یندأحسب الح  .1
ھل المتتالیة  .2 nu ؟ ھندسیة؟ حسابیة 
  اتجاه تغیرھا مثل الحدود السابقة في معلم متعامد و متجانس وماھو تخمینك حول .3

 : n نضع من أجل كل عدد طبیعي  .4
21n
n

v
u

    0بحیثnu  

 0ود دأحسب الحv،  1v ، 2v 
 1عبر عنnv   بدلالةnvثم استنتج أن   nv یطلب أساسھا حسابیة  متتالیة 
  عبر عنnv ثم nu بدلالة n ثم أحسب lim nx

v


 تستنتج  ماذا 

  بدلالة أحسبn 0 المجامیع 1 ...n nS v v v     

 نعتبر المتتالیة :31التمرین      nuالمعرفة كمایلي :             
0

1

.........................1
: 1 1 /

2

.......

.n
n n

u
u

u u n n 






   


  

  1u ، 2uدین أحسب الح  .1
نعتبر المتتالیة  .2 nv ضع من أجل كل عدد طبیعي نn : 2 6n nv u n     

 0دود أحسب الحv ، 1v ، 2v 
 1عبر عنnv  بدلالة nv ثم استنتج أن  nv یطلب أساسھا ھندسیة  متتالیة 
  عبر عنnv ثم nu بدلالة n ثم أحسب lim nx

v


  ماذا تستنتج 

  بدلالة أحسبn 0 المجامیع 1 ...n nS v v v    0 ثم 1 ...n nS u u u     بدلالة n  
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   من تواتره %23یفقد  زجاج ملونةلقطعة   عند اختراق شعاع الضوء من مصباح:41التمرین 

  0I بدلالة1Iتواتر الشعاع عند الخروج من الزجاجة  عبر عن 1I تواتر الشعاع قبل دخول الزجاجة و 0Iنسمي  .1
  nرقمعند الخروج من الزجاجة    تواتر الشعاعnIتقایسة واج م قطعة زجnنفرض  .2

 عبر عنnI1 بدلالةnI  
  ما طبیعة المتتالیة nI ثم أعطي عبارة nI 0 بدلالةI و n 
  ماھو اتجاه تغیر المتتالیة nI 

   15صلنا على تواتر یساويماھو التواتر الأولي للشعاع إذا علمت أنھ اخترق أربعة قطع زجاج و تح .3
 أقل من ربع التواتر الداخلدنى لقطع الزجاج حتى یكون التواتر الخارج العدد الأ ماھو .4

   :من مربع إلى مربع  :51التمرین   
  a طول قطر مربع طول ضلعھ أحسب .1

0  طول ضلعھ0C        في البدایة لدینا مربع  1u cm  
  1u أحسب 1u طول ضلعھ ھو 1Cل بین منتصفات أضلاعھ لنحصل على مربعنوص .2
   أنظر الشكل...... 2u أحسب 2u طول ضلعھ ھو 2C لنحصل على مربع1Cنوصل بین منتصفات أضلاع .3
 5u  بدلالة6uعن   ثم 2u  بدلالة3uعبر عن  .4
1nC و nCنعتبر المربعین  .5  طول ضلعیھما nu 1 وnu  1 على الترتیب عبر عنnu  بدلالة nu  
   0u بدلالة  nuج   ثم استنت0u بدلالة  6uعبر عن  .6
 1C                                                                      حدود أولى  5أحسب مجموع  .7

                                                                                                          0C        2C    
  
  
  

الدوائر نعتبر :16ینالتمر       1c ،  2c ، ...... nc ذات نفس المركزO  
   n .... ، 2، 1       وأنصاف أقطارھا 

مساحة الحلقة المحصورة بین1A   نسمي       1c و  2c   
ة المحصورة بینمساحة الحلق2Aنسمي          2c و  3c                                                                .O  

مساحة الحلقة المحصورة بینnA      وھكذا نسمي   nc و  1nc   
1n:          نضع n nd A A   

  1d ، 2d ، 3d: أحسب  .1
1nبین أن لكل  .2 فإن  :nd مستقل عن n 
استنتج طبیعة المتتالیة  .3  1n n

A


  محددا عناصرھا
   :71ینالتمر  

0: الیةأحسب المجامیع الت .1 1 2 3 ... 100S           
                                       1 3 5 7 ... 199S       

                       2

1 5 161 3 ... 99
3 3 3

S         

1: نضع .2 2 3 1...
1 3 3 5 5 7 99 101

S     
   

 

 والمتتالیة          nu   عدد طبیعي  بحیث لكلn : 
1

(2 1)(2 3)nu n n


 
    

  قيالعدد الحقیعینaبحیث  :
2 1 2 3n

a au
n n

 
 
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: قمنا بتنظیم مجموعة من الأنابیب على الشكل التالي :81ینالتمر
  طبقة 12 طبقات ثم في 5لو كان تنظیمھم في ماھو عدد الأنابیب  .1
  أنبوب كم طبقة نحصل علیھا 153نرید تنظیم  .2
 الباقیة لدینا ب ماھو عدد الأنابینحصل علیھا و أنبوب كم طبقة 200لتنظیم  .3

  
 

2      :نرید حساب المجموع التالي :91ینالتمر 2 2 21 2 3 ... 100S      
S أعطي قیمةExcelباستعمال مجدول  .1
3:  حیث ة من الدرجة الثالثPنعتبر كثیر الحدود  .2 2. . .( )P x a x b x c x d    

  عین المعاملات: , ,. . .,a b c d بحیث من أجل كل عدد طبیعي n  :2( 1) ( )P n P n n   
  (101): استنتج أن (0)S P P  
 تحقق من نتیجة السؤال الأول  

 "  مربعات كتوضیح5رسمنا "  مربع مرسومة كما في الشكل التالي nلدینا  :20ینالتمر 
0 المربع الأول طول ضلعھ  5.c cm  0 ومساحتھa 

 بلھكل مربع یلي طول ضلعھ نصف طول ضلع الذي ق و 
0نضع   1 3 ...n nl c c c c     0 و 1 3 ...n nS a a a a    

) أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالیتین  .1 )nl و  ( )nS
 n بدلالة nS  و nlعبر عن )  أ .2

10pl بحیث pھل یوجد عدد )  ب 

نعتبر المتتالیة  :12ینالتمر  n n
u


3     :یلي  المعرفة كما

18
2 2n n n

au


   مع  a 

0uبین أن  .1 a 
2a بیة للحدود الخمسة الأولى لھذه المتتالیة من أجلأعطي قیمة تقری .2  ، 4a  8 ثمa 

n   :1من أجل كل عدد طبیعي بین أنھ ) أ .3 1

8
2n n n

au u 


 

الصفحة 78

a و ذالك حسب قیم)u n ( استنتج اتجاه تغیر المتتالیة )ب

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


  
  
  
  
  
  
  
  

 :الأصفهانيقال عماد 
با في يومه إلا قال في غده لو غير هذا  كتاإنسانيكتب   انه لارأيت
 أفضلولو زيد كذا لكان يستحسن ولو قدم هذا لكان  أحسنلكان 

 العبر وهو دليل على استيلاء أعظممن  وهذا أجملولو ترك هذا لكان 
  ..النقص على جملة البشر

 
 وأخيراَ بعد أن تقدمنا باليسير في هذا اال الواسع

  .. الاستحسانآملين أن ينال القبول ويلقى
 من إخواني الأساتذة و أخواتي الأستاذات

وصل اللهم وسلم على سيدنا وحبيبنا محمد وعلى آله وصحبه 
 .…وسلم

  باي زواوي: أخوكم فى االله الأستاذ 
  اءا في ظهر الغيبع د منكمأطلب 

53
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