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Produits Scalaires 

عود بن محمد الكاشاني و المدعو الكاشي. ولد في أواخر القرن الثامن هو غياث الدين بن مس
الهجري في مدينة كاشان ) إيران (. درس الكاشي النحو و الصرف و الفقه و المنطق، ثم درس 
كبر علماء الرياضيات و الفلك.  الرياضيات و تفوق فيها. و لا غرابة في ذلك فإن والده كان من أ

 حياته في مدينة سمرقند و فيها بنا مرصدا سماه " مرصد سمرقند ". و قد عاش الكاشي معظم 

 وضع الكاشي مصنفات في علوم مختلفة نذكر منها: :مؤلفاته

 كتاب " الزيج الخقاني " و فيه ضبط لجداول النجوم.        

 لة في الهندسة"، "رسالة الجيب"رسالة في الحساب"، "رسا        

 و الوتر"و " رسالة عن إهليجي القمر و عطارد".        

 و كان كتابه " مفتاح الحساب " منهلا استقى منه علماء الشرق        

  و الغرب على حد سواء و اعتمدوا عليه في تعليم أبنائهم في         

 دموا كثيرا منالمدارس و الجامعات عدة قرون، كما استخ        

 المبرهنات و القوانين التي أتى بها و برهنها و ابتكرها.                  

م 1436هـ / 839الكاشي   
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 الجداء السلمي لشعاعين.1

uهو العدد الحقيقي الذي نرمز إليه بالرمز vو uالجداء السلمي لشعاعين  :تعريف    v :ِو المعرف بـ 

      0u v        0إذا كانu   0أوv  

       cos ,u v u v u v       0إذا كانu   0وv  

  :ت ااةةحالا

إذا كانu وv  مرتبطين خطيا و كان لهما نفس الاتجاه فإنu v u v     لأن cos , 1u v  

إذا كانu وv  مرتبطين خطيا و كانا اتجاهاهما متعاكسين فإنu v u v      لأن cos , 1u v   

نرمز إلى الجداء السلميu u    بِـ
2

u  السلمي للشعاعو نسميه المربعu  و هكذا
22

u u و بصفة خاصة إذا كانتA وB  نقطتين فإن

22 2
AB AB AB   

شعاعين فإن:   vو uإذا كان :مبرهنة  2 2 21
2

u v u v u v         

 .العبارة التحليلية للجداء السلمي2

هي uإذا كانت، في معلم متعامد و متجانس، إحداثيات  :مبرهنة  ,x y و كانت إحداثياتv   هي ,x y  :فإنu v xx yy    

 :البرهان

إذا كان  ; ,O i j معلما متعامدا و متجانسا و كان  ,u x y   و ,v x y   :شعاعين فإن 

2 2 2
u x y    ،

2 2 2
v x y   و   

2 2 2
u v x x y y       ,u v x x y y       

بعد التعويض في  2 2 21
2

u v u v u v      :و بعد إجراء حسابات بسيطة نجدu v xx yy    

الأشعة المتعامدة: 

   عامدان يعني أنه إذا كان:مت vو u القول أن الشعاعين غير المعدومين  :تعريف   

      AB u وAC v يكون المستقيمان AB و AC .متعامدين 

الدرسملخص    
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نصطلح على أن الشعاع المعدوم عمودي على كل الأشعة. :ملاحظة  

0uمتعامدان يعني أن  vو uينالشعاع القول أن  :مبرهنة  v . 

 :البرهان

  0 إذا كانu     0أوv        :0فمن الواضح أنu v  

 0 إذا كانu   0وv  0فالقول أنu v  يعني cos , 0u v  أي ,
2

u v k
   حيثk عدد صحيح 

 .متعامدان vو uو هذا يدل على أن الشعاعين 

 اواص الجداء السلمي.3
 لدينا و من أجل كل عدد حقيقي wو u،vمن اجل كل ثلاث أشعة :مبرهنة

        1 u v v u        2  u v w u v u w            3  u v w u w v w      

                   4    u v u v                    5    u v u v    

 :البرهان

 شعةالأنعتبر في معلم متعامد ومتجانس   ,u x y، ,v x y  و ,w x y   

uلدينا  .1 v xx yy

v u x x y y

    


   
xxو بما أن   x x  وyy y y   فإنu v v u   

vإحداثيات الشعاع .2 w  هي ,x x y y     :لدينا إذن . 

     u v w x x x y y y xx xx yy yy

u v u w xx yy xx yy xx xx yy yy

                 


                  
و منه   u v w u v u w      

هي  uإحداثيات الشعاع  .3 ,x y :لدينا إذن . 

                            u v x x y y xx yy u v              

يتم، بإتباع نفس الطريقة، البرهان على الخاصيتين    :ملاحظة 3  و 5. 

 :أمثلة     1 12 3 2 3 2 6
2 2

u v w u v u w u v u w
                 
   

 

           2 2 2 2
2 3 2 6 3 2 5 3u v u v u u v v u v u u v v            . 
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المتطابقات الشهيرة:
:لدينا    2 2 2 2 2

2u v u v u v u u v v u v u u v v             

:لدينا    2 2 2 2 2
2u v u v u v u u v v u v u u v v             

:لدينا   2 2 2 2
u v u v u u v v u v u v         

 2 2 2
2u v u u v v     2أو 2 2

2u v u u v v    

 2 2 2
2u v u u v v     2أو 2 2

2u v u u v v    

   2 2
u v u v u v    أو   2 2

u v u v u v   

الجداء السلمي و الاسقاط العمودي.4

المسقط العمودي لشعاع على محور أو شعاع-أ

vعاع حيثش  v:تعريف CD.C  وD  للنقطتين سقطان العموديان على الترتيبالمCوDمحورعلى ;O u.

vيسمى الشعاع     ِالمعرف بـ ،v C D   المسقط العمودي للشعاع ،v على المحور ;O u أو على الشعاع (u ) 

 الجداء السلمي والمسقط العمودي لشعاع-ب
0uين حيث شعاع  vو  uكان إذا  :مبرهنة  و كانv  المسقط العمودي للشعاعv علىu :فإنu v u v   

نزود المستوي بمعلم متعامد و متجانس :البرهان ; ,O i jالشعاعان بحيث يكون

iوu.مرتبطين خطيا و يكون لهما نفس الاتجاه

uنضع OAوv OBو لتكنB ِل ـ علىBالمسقط العمودي OA.

vإذن  OB  هو المسقط العمودي للشعاعv OB على الشعاعu OA

لدينا هكذا:  0,0O، ,0
A

A x، ,
B B

B x y و ,0
B

B x  و منه

 ,0
A

OA x ، ,
B B

OB x yو ,0
B

OB x

0لدينا: 

0 0
A B B A B

A B A B

OA OB x x y x x

OA OB x x x x

     


    
OAو منه  OB OA OB       :أيu v u v   
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n

ين غير معدومين و كانتاشعاع  CDو  ABإذا كان  :نتيجة

C  وD  المسقطان العموديان على الترتيب للنقطتينC وD 

المستقيم على   AB    :فإنAB CD AB C D    

ABمرتبطين خطيا و من نفس الاتجاه يكون:  CDو  ABإذا كان الشعاعان:حالات ااةة CD AB CD  

 إذا كان الشعاعانAB  وCD  :مرتبطين خطيا و كانا اتجاهاهما متعاكسين يكونAB CD AB CD   
 
5ABمستطيلا حيث ABCDإذا كان :مثال  3وCB  :فإن 

  2 2 25AB BD AB BA AB AB AB AB           

 BAهو  ABعلى الشعاع  BDلأن المسقط العمودي للشعاع 

 2
3BC BD BC BC BC    

.BCهو  BCعلى الشعاع  BDلأن المسقط العمودي للشعاع  

تطبيقات الجداء السلمي.5

 الشعاع الناظمي لمستقيم-أ

شعاع ناظمي لمستقيم nالقول أن الشعاع غير المعدوم :تعريف D يعني أنn ِعمودي على شعاع توجيه ل ـ D

 معادلة مستقيم علم شعاع ناظمي له و نقطة منه-ب

 ; ,O i j .معلم متعامد و متجانس ,n a b شعاع غير معدوم و 0 0,A x y  نقطة من المستوي

و ليكن D المستقيم الذي يشملA وn .شعاع ناظمي له  D هي إذن مجموعة النقطM 

0AMمن المستوي بحيث: n إذا فرضنا. ,M x y يكون لدينا 0 0,AM x x y y  

و بالتالي   0 0AM n a x x b y y     

إذن تكون ,M x y نقطة من D  إذا وفقط إذا كان   0 0 0a x x b y y    

أي  0 0 0ax by ax by    0أوax by c   بوضع 0 0c ax by   

في معلم متعامد و متجانس يكون لكل مستقيم حيث الشعاع غير المعدوم  :مبرهنة ,n a b شعاع ناظمي له معادلة

0axمن الشكل:      by c   حيثc .عدد حقيقي 
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  

0إذا كانت :ملاحظةax by c   معادلة لمستقيم D  فإن ,u b a  شعاع توجيه له و منه الشعاع ,n a b  شعاع

ناظمي للمستقيم D  لأن فعلاn وu  0مادام متعامدانn u . 

 معادلة دائرة .ج

توي منسوب إلى معلم متعامد و متجانسلمسا ; ,O i j. 

معادلة دائرة علم مركزها و نصف قطرها 
لتكن C الدائرة التي مركزها 0 0,x y و نصف قطرهاr  >0r. 

 C هي مجموعة النقط ,M x y  :حيثM r  2أي 2
M r  

و هذا  يعني أن:     2 2 2
0 0x x y y r    

  :مبرهنة 

ة الدائرةفي معلم متعامد و متجانس معادل  C مركزها التي 0 0,x y و نصف قطرهاr  >0r  

هي:   2 2 2
0 0x x y y r    

معادلة دائرة علم قطر لها  

لتكن C الدائرة التي قطراها AB. C باستثناءA وB هي مجموعة 

0MAأي  M قائما في AMBبحيث يكون المثلث Mالنقط MB . 

0MAلدينا كذلك MB  إذا كانتM منطبقة علىA أو علىB. 

الدائرة التي قطرها  AB هي مجموعة النقطM  0حيثMA MB . 

 حساب أطوال و أقياس زوايا.6

 
 مبرهنة المتوسط-أ

A وB .نقطتانI منتصف القطعة المستقيمة AB.M .نقطة كيفية من المستوي  

لدينا:      2 22 22 2
MA MB MA MB MI IA MI IB       

و منه:    2 2 22 2 2 2MA MB MI MI IA IB IA IB       

0IAو بما أن:    IB    1و
2

IA IB AB     2أي 2 21
4

IA IB AB  

2 فإن: 2 2 212
2

MA MB MI AB   
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منتصف القطعة المستقيمة Iنقطتان و Bو A :مبرهنة    ABمن أجل كل نقطة .M :لدينا 

2 2 2 212
2

MA MB MI AB   

 العلاقات المترية في مثلث-ب

ABC مثلث. نضعAB c،AC b،BC a،BAC A،CBA B، 

 ACB C و لتكنS مساحة المثلثABC. 

مبرهنة الكاشي 

لدينا:    22 2 22 2BC BC AC AB AC AB AC AB       

cosACو بما أن: AB AC AB A  ،2 2
AC b 2و 2

AB c  :2فإن 2 2 2 cosa b c bc A   

2و بإتباع نفس الطريقة نثبت أن  2 2 2 cosb a c ac B   2و 2 2 2 cosc a b ab C   

ABحيث مثلث ABC :مبرهنة    c،AC b وBC a:لدينا العلاقات التالية . 

    1 2 2 2 2 cosa b c bc A       2 2 2 2 2 cosb a c ac B      3  2 2 2 2 cosc a b ab C   

ABمثلث حيث ABC :مبرهنة    c،AC b،BC a وS مساحة المثلثABC:لدينا العلاقات التالية . 

1 1 1sin sin sin
2 2 2

S bc A ac B ab C   

ABمثلث حيث ABC :مبرهنة    c،AC b وBC aقات التالية:  . لدينا العلا
sin sin sin

a b c

A B C
 . 

 المسافة بين نقطة و مستقيم

و مستقيم Aالمسافة بين نقطة :تعريف   D هي المسافةAH بينA و النقطةH مسقطها العمودي على D. 

متعامد و المتجانسنعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم ال                ; ,O I J نقطة 0 0,A x y و مستقيما D  معادلته      

0ax by c     حيث   , 0,0a b . 

على Aالمسقط العمودي للنقطة Hلتكن النقطة D وليكنn الشعاع الناظمي للمستقيم D هما هالذي إحداثيتا ,a b. 

 

في معلم متعامد و متجانس المسافة بين نقطة :مبرهنة  0 0,A x y  

تقيمو مس D  0معادلتهax by c   :0هي 0

2 2

ax by c

a b

 


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دساتير الجمع 

 

 

 

 

        

   

    

  

 
        

 

 

 

 

 

 

 

 

 cos cos cos sin sina b a b a b    cos cos cos sin sina b a b a b   
sin cos

2
x x

   
 

cosو  sin
2

x x
   
 

  sin sin cos cos sina b a b a b   

 sin sin cos cos sina b a b a b   2 2cos2 cos sina a a  
sin 2 2sin cosa a a 2 2cos2 2cos 1 1 2sina a a    
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 نص التمرين رقم

 ABC  3مثلث متقايس الأضلاع حيثAB AC BC    
Aو لتكن النقط ،B  وC  المستقيمة منتصفات القطع BC، AC و AB .على الترتيب 

 أحسب الجداءات السلمية الآتية:   
 AB ACٍ ،BC CA ،CC AB  وA B AB   . 

 

 ABCD .مربعI وJ هما منتصفا القطعتين المستقيمتين AD و DC .على الترتيب 
برهن أن المستقيمين AJ و BI .متعامدان 

 

 1.A،B وC ثلاث نقط. بين أنه من أجل كل نقطةM :0AM BC BM CA CM AB      

 .Hاستنتج أن ارتفاعات مثلث متقاطعة في نقطة.2
 

 ABCD مربع طول ضلعهa.I وJ 1ان المعرفتان بِـ:هما النقطت
3

BI BC 1و
3

CJ CD. 

ABأحسب الجداءات السلمية التالية:  .1 BC،BI CJ،BI BC وAB CJ 

AIبكتابة    .2 AB BI      وBJ BC CJ     0أثبت أنAI BJ ماذا تستنتج ؟ . 
 

 ABC مثلث قائم فيA.A  نقطة من القطعة المستقيمة ABالمستقيم المار من .A  و الموازي للمستقيم AC 
يقطع المستقيم  BC في النقطةB . 

ABقارن بين العددين  AB   وAB A C. 
 

 ABC 4ساقين حيث مثلث متساوي الAB AC  5وBC و لتكن .H منتصف القطعة المستقيمة BC. 

CAأحسب الجداءات السلمية التالية:  .1 CB ،HA CB  ٍوAB BC. 

على Bالمسقط العمودي للنقطة Kلتكن .2 ACأحسب المسافة .CK. 
 

  ; ,O i j معلم متعامد و متجانس. نعتبر المثلثABC  :حيث 1,1A، 2,3B  و 3,2C. 

أكتب معادلة للارتفاع المتعلق بالضلع   BC 
 

  ; ,O i j .معلم متعامد و متجانس 

عين معادلة .1 C الدائرة التي مركزها 2,1  3و نصف قطرها. 

عين معادلة .2 C  الدائرة التي قطرها AB  علما أن 2, 1A   و 3,2B . 

بين أن مجموعة النقط .3 ,M x y 2حيث 2 2 3 0x y x    .دائرة يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها 

هل .4  مجموعة النقط ,M x y 2حيث 2 2 4 8 0x y x y     دائرة ؟ 

 تمارين

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 ABC  :5مثلث حيثAB ،8AC  7وBC . 
عين .1  مجموعة النقطM  :2من المستوي التي تحقق 2 38MA MC  

 .Cو Bلكل من   0.1و عين قيمة مقربة إلى  Aأحسب .2

على Bهي المسقط العمودي للنقطة Hحيث BHأحسب المسافة  .3 AC 
 

 ABC :8مثلث حيثBC ،50B   70وC  . 

 .Aأحسب .1
 .210ثم عين مدور كل منهما إلى ACو ABأحسب  .2

 

 
 

 ; ;O i j .معلم متعامد و متجانس Dالمستقيم الذي يشمل النقطة 1,1B و 2,1n .شعاع ناظمي له 

عين معادلة للمستقيم .1 D ثم بين أنه إذا كانت ,M x y نقطة من D :فإن إحداثييها تحقق 

1x k        2و 1y k    حيثk .عدد حقيقي كيفي 
بِـ:  المعرفة على fعين القيمة الحدية الصغرى للدالة .2  25 10 10f k k k   

لتكن النقطة .3 2;4A2. أحسب
AM بدلالةk ثم استنتج المسافة بين النقطةA و المستقيم D. 

 

 
 

ABC مثلث. نضعAB c،AC b،BC a،BAC A،CBA B،ACB C . 
 إلى نصف محيطه. pو بالرمز  ABCإلى مساحة المثلث Sنرمز بالرمز  

ين أن   ب .1 2
1 cos

p p a
A

bc


       و أن  2

1 cos
p b p c

A
bc

 
  

sinاستنتج .2 A بدلالةp،a،b وc   :ثم بين أن   S p p a p b p c    

15aنفرض:  .3 cm،9b cm 11وc cm 

  2أحسب بِـ
cm المساحةS  0.01ثم عين قيمة مقربة لها إلى 

  عين قيمة مقربة لِـA  0.01إلى 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


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 1حل التمرين:                     

 

 

 

 

 

 9cos 3 3cos
3 2

AB AC AB AC BAC


      

BCحيث Dنعتبر النقطة CD  1و منه 9cos 3 3
3 2 2

BC CA CD CA CD CA
                 

   
 

 CC  هو ارتفاع في المثلثABC و منه   CC AB   0و بالتالي فإنCC AB   

1نعلم أن 
2

A B AB    و منه الشعاعانA B  وAB :مرتبطين خطيا و اتجاهاهما متعاكسين و بالتالي فإن 

3 93
2 2

A B AB A B AB            

 2حل التمرين:                    

لإثبات أن مستقيمين:   طريقة AB و CD  0متعامدان يمكن إثبات أنAB CD  

0AJلنبين أن  BI انس. و من أجل ذلك نعتبر المعلم المتعامد و المتج ; ,A B D 

لدينا: 0,0A،1 ,1
2

J
 
 
 

، 1,0B 10و,
2

I
 
 
 

1و منه  ,1
2

AJ
 
 
 

,11و 
2

BI
  
 

  ر

و هكذا:      1 11 1 0
2 2

AJ BI
          
   

 

متعامدان و منه المستقيمان BIو AJن الشعاعيننستنتج إذن أ AJ. 

 

 حلول مقترحة
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 3حل التمرين:                   

AMنضع:  .1 BC BM CA CM AB       
 لدينا:     AM BA AC BA AM CA CA AM AB           :و منه 

AM BA AM AC BA CA AM CA CA AB AM AB             

0AMبما أن:  و  BA AM AB   ،0AM AC AM CA    0وBA CA CA AB     0فإن  

 لأنهما عموديان على Hعان في نقطةمتقاط Bو Aمثلثا فإن )مثلا(  ارتفاعيه اللذين يشملان ABCإذا كان .2

 .Cتنتمي إلى الارتفاع الذي يشمل النقطة Hمستقيمين متقاطعين. لنبين أن النقطة   

Mو بأخذ 1لدينا حسب السؤال H :0AH BC BH CA CH AB      

و بما أن    AH BC و   BH AC  0فإنAH BC  0وBH CA   

0CHو منه:  AB  يعني أن و هذا   CH AB 

 .Cتمي إلى الارتفاع الذي يشمل النقطةتن Hنستنتج هكذا أن النقطة 

   :تسمى النقطة تعريف H  نقطة ارتفاعات "orthocentre المثلث "ABC.  

 4حل التمرين:                   

0AB   لدينا  .1 BC    ،0BI CJ    بينما 

221 1
3 3 3

a
BI BC BC BC BC     

و    
21 1

3 3 3
a

AB CJ AB CD AB AB
         
 

 

2.    AI BJ AB BI BC CJ       و منه 

AI BJ AB BC AB CJ BI BC BI CJ         

 و بالتالي:
2 2

0 0 0
3 3

a a
AI BJ      نستنتج أن .   AI BJ. 

 5حل التمرين:                    

ABالمسقط العمودي للشعاع       على الشعاعAB هو الشعاعAA   

ABو منه  AB AB AA AB AA       أن للشعاعينAB  وAA  تجاه.نفس الا 

Aالمسقط العمودي للشعاع      C على الشعاعAB هو الشعاعA A  
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ABو منه A C AB A A AB AA         لأن اتجاهي الشعاعينAB  وA A .متعاكسان 

ABنستنتج مما سبق أن العددين      AB   وAB A C  متعاكسان أيAB AB AB A C     

 6حل التمرين:                  

ABالمسقط العمودي للشعاع       على الشعاعAB هو الشعاعAA   

ABو منه AB AB AA AB AA       

AAو  ABلأن للشعاعين   .نفس الاتجاه 

Aالمسقط العمودي للشعاع      C على الشعاعAB هو الشعاعA A  

ABو منه   A C AB A A AB AA        

Aو  ABلأن اتجاهي الشعاعين A .متعاكسان 

ABنستنتج مما سبق أن العددين      AB   وAB A C  متعاكسان أيAB AB AB A C     

 7حل التمرين:                     

ليكن D الارتفاع المتعلق بالضلع BC في المثلثABC  إذن . D هو المستقيم الذي يشمل النقطةA وBC  شعاع ناظمي له. و بما أن

هي  BCإحداثيات 5, 1 فإن معادلة  D :5هي من الشكل 0x y c   

تنتمي إلى المستقيم Aو بما أن النقطة D  :فإن 5 1 1 0c    4و منهc   

5إذن    4 0x y     هي معادلة للارتفاع المتعلق بالضلع BC. 

 8حل التمرين:                     

معادلة .1 C هي   
22 22 1 3x y     :2أي 2 4 2 2 0x y x y     

2.    ,M x y C  0يعني أنMA MB  :أي     2 3 1 2 0x x y y         

و منه معادلة C    2هي 2 5 4 0x y x y     

لتكن .3 C  مجموعة النقط ,M x y  2التي تحقق 2 2 3 0x y x      

لدينا  22 2 1 1x x x      و منه   تكتب  :على الشكل 2 21 1 3 0x y     

لدينا إذن    2 2 21 2x y  . C  هي إذن الدائرة التي مركزها النقطة 1,0I 2و نصف قطرها. 

2نكتب .4 2 2 4 8 0x y x y     على الشكل   2 22 4 8 0x x y y     

و بما أن  22 2 1 1x x x      و 22 4 2 4y y y      :يكون لدينا   2 21 2 3x y     
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الطرف الأول للمساواة موجب بينما طرفها الثاني سالب و بالتالي لا توجد نقط ,M x y   .إحداثياها تحقق هذه المساواة 

المجموعة    .هي إذن مجموعة خالية 

 9حل التمرين:                  

 

 

10ين حل التمر:                    

180Aمن  .1 B C       60نجدA  . 

يكون لدينا:  ABCبتطبيق قانون الجيوب في المثلث .2
sin sin sin
AB AC BC

C B A
  

sinو منه  8sin 70
sin 60sin

BC C
AB

A


 


sinو   8sin50

sin 60sin
BC B

AC
A


 


 

 .7.08هو 210إلى ACبينما مدور 8.68هو 210إلى ABباستعمال آلة حاسبة أن مدور نجد هكذا

 11حل التمرين:                 

قيممعادلة المست .1 D :2هي من الشكل 0x y c    لأن 2,1n .شعاع ناظمي له 

بما أن النقطة 1,1B تنتمي إلى D فإن إحداثييها تححق معادلة D :أي 2 1 1 0c    :3و منهc   
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2نستنتج أن    3 0x y     هي معادلة للمستقيم D. 

القول أن النقطة ,M x y تنتمي إلى المستقيم D يعني أن الشعاعينBM وu مرتبطان خطيا حيثu شعاع توجيه للمستقيم D نأخذ .

مثلا 1,2u . 

BM وu قيمرتبطان خطيا يعني أنه يوجد عدد حقيk  :بحيثBM k u  1أي
1 2

x k

y k

  
  

 

نجد هكذا أن إحداثيات النقطة ,M x y    1تحقق
2 1

x k

y k

  
  

 

لدينا:  .2  25 10 10f k k k    :و منه   10 1f k k   

 لدينا:

                  1                 k 
إشارة -          0+                      f k 

 

fبما أن   فإن الدالة 1تنعدم مغيرة إشارتها عند القيةf هي  1تقبل قيمة حدية صغرى عند 1f 

لدينا:     21 5 1 10 1 10 5f    إذن القيمة الحدية الصغرى للدالة .f 5هي  على. 

لدينا: .3   2 22 2 4AM x y    

1kبـِ  xو منه بعد تعويض        و تعويضy  ِ2بـ 1k   

يكون لدينا:    2 22 1 2 3AM k k       2أي 25 10 10AM k k   

 نقطة و مستقيم هي أصغر مسافة بين هذه النقطة و نقطة كيفية من هذا المستقيمالمسافة بين   لا تنسى أن: 

2أن  نلاحظ    ( )AM f k  2و منه أصغر قيمة تأخذها
AM 5هي 

تقيمو المس Aنستنتج هكذا أن المسافة بين النقطة D  :5هي. 

 12حل التمرين:                    

2 لدينا بتطبيق مبرهنة الكاشي: .1 2 2 2 cosa b c bc A    و منه
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
 

و بالتالي:   

 

 

2 22 2 2

222 2 2

21 cos
2 2

21 cos
2 2

b c abc b c a
A

bc bc

a b cbc b c a
A

bc bc

    
  




   
  
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لدينا   1
2

p a b c    :و منه
      

        

2 2

22

1 1
4 4

1 1
4 4

p p a a b c a b c b c a

p b p c a b c a b c a b c

             

                   

 

نجد بعد التعويض:   2
1 cos

p p a
A

bc


        و  2

1 cos
p b p c

A
bc

 
  

2نعلم أن  .2 2cos sin 1A A   و منه  2 2sin 1 cos 1 cos 1 cosA A A A     

نجد هكذا    2
2 2

4
sin

p p a p b p c
A

b c

  
 

1نعلم أن  sin
2

S bc A  2و منه 2 2 21 sin
4

S b c A  أي   2
S p p a p b p c    

p،pو بما أن الأعداد  a،p b وp c  موجبة فإن   S p p a p b p c    

 ة هيرون " قاعدتسمى النتيجة السابقة- Héron - 

3.   :35لدينا
2

p   :235و منه بتطبيق قاعدة هيرون يكون لدينا 5 17 13 38675
16 4

S cm
  

  

249,16Sنجد هكذا:                                    cm 

         نعلم حسب مبرهنة الكاشي أن
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

 
   23و منهcos

198
A   

96,67Aباستعمال آلة حاسبة نجد:     . 
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1. ABCD   :  2معين حيثAB  و 
3

, 
ACAB   : أحسب الجداءات السلمية التالية 

      ; ; ; ;BC AD AC BD AB BC BA BC AB AD       

لتكن النقط التالية :    .2     2,4;5,1;1,1 ABC  

 AB    ،AC   ،BC( أحسب طويلة كل شعاع من ألأشعة     1

ACABBABCCBCA( أحسب الجداءات السلمية التالية :  2   ,, 

( عين  3 ACABCOS وقيس للزاوية   , CBCA , 

على  Bالمسقط العمودي للنقطة    H( لتكن4  AC  أحسب ،AH   وCH   بتقريب
10
1. 

3. u وv  : شعاعان حيث 

      3u   3وv    و. 3u v 

)2( احسب ،  1 )u v ،(4 3 )( 2 )u v u v  ، 

     ( )( )u v u v     ،2(3 2 )u v 

;3)(  نضع  2 2)u   (4;2)وv  

u.احسب  v  ،v      ،3v      ،
2

u 

نعتبر النقط   .4     1,2;2,5;3,4  ABC 
   /   جد معادلة محور القطعة المستقيمة BC   ، 
 معادلة الارتفاع المتعلق بالظلع  جد BC ،  عين نقطة تقاطع 

 ABCأعمدة المثلث         
  / أكتب معادلة الدائرة C  التي مركزها 3,2  وتمس المستقيم AB في نقطةH 
  عين تقاطع الدائرة C مع كل من محور الفواصل ومحور التراتيب 
   عين تقاطع الدائرة C   والمستقيم  : 01ذو المعادلة yx 

5.  
 في كل حالة من الحالات التالية : عين معادلة  للدائرة 

( الدائرة التي مركزها 1  1;2 2ونصف قطرها 

3حيث       AB( الدائرة التي قطرها 2 , 2 ; 1 , 1B A   ) بطريقتين  ( 

 نعم  عين مركزها ونصف قطرها    :            أذكر إن كانت المعادلات التالية تمثل دائرة في حالة الإجابة .6
2 2

2 2

2 2

2 2

2 3 5 0 (1

9
2 2 4 2 0 (2

2
2 4 8 0 (3

2 3 0 (4

x y x y

x y x y

x y x y

x y x

 

 C

  تمارين مقترحة
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نعتبر النقط التالية :    .7     2,1;2,1;2,3 ABC  
 Bقائم في ABCأثبت أن المثلث  –أ  

أحسب  -ب ACABCOS ثم عين قيسا للزاوية  , ACAB أكتب معادلة الدائرة  -ج  , S     التي تشمل النقط
ABC ,,    ، 
هل تعرف طرق أخر لكتابة معادلة الدائرة   S 
 ، أذكر طريقة أخرى تمكنك من كتابة معادلة هذا المماس  Aن معادلة  لمماس هذه الدائرة في النقطة  عي -د

عين شعاع ناظم لكل من المستقيمين :   .8    02:;013:/  yxyx 
(  هل1 و / متعامدان ؟ هل هما متوازيان ؟، 
( أكتب معادلة للمستقيم الموازي لـ 2 / ويقطع محور 

40الفواصل عند x 

 نعتبر النقط  :  .9

        1; 1A   , 1;1B    3; 3C  و 1;0D . 

ABو الجداء السلمي  ACو ABأحسب  -أ  (1 AC  

أحسب  -ب cos ;AB AC  و sin ;AB AC . 

yبين أن المعادلة :   -أ (2 x  ة للمستقيم هي معادلة ديكارتي AB . 
أحسب المسافة  -ب  ;d AB C  

 . ABCاستنتج مساحة المثلث  -ج    
لتكن  (3 C  الدائرة التي مركزهاA  و المارة من النقطةC . 

2تحقق من أن :  - أ 2 2 2 6 0x y x y      هي معادلة ديكارتية للدائرة C . 

تحقق من أن : B C   ثم حدد معادلة ديكارتية للمستقيم T   المماس للدائرة C طة في النقB 

 نعتبر النقط  : .10 0; 3B ، 0; 3C  

( بين ان مجموعة النقط 1 ;M x y : التي تحقق. 0BM CM  هي دائرة( )Cو قطر  يطلب تعيين مركزها  ونصف قطرها
 لها .
)1( اكتب معادلة المماسين2 )T ،2( )T  في النقطتين للدائرة,C B على الترتيب 
)1( انش ئ كل من 3 )T ،2( )T  و 

 نعتبر النقطتين   : .11 0;2A ، 4; 2B   
 2ونسبته Bصورة بالتحاكي الذي مركزه Aاوجد احداثيا النقطة ( 1
 الى  Aويحول  -2مركز التحاكي الذي نسبته  Gجد احداثيا  (2

)جد معادلة الدائرة  (3 )C 3ونصف قطرها  التي مركزها صورة الدائرة
2

 بالتحاكي الذي مركزه النقطة    

  2ونسبته    

 نعتبر النقط   : .12 1; 3A   ، 2;1B ، 6; 2C  
)( جد معادلة ديكارتية للمستقيم 1 )AB 

.( بين ان : 2 25AB AC   واستنتج( , )cos AB AC 
3)  ( )   :مجموعة النقط من المستوي بحيث 

      2. 5AM AC AB   عين طبيعة  ،( ) 

)نعتبر المستقيم ( 4 )
m

D الذي معادلته الديكارتية  
2: (2 1) 3 0

m
D m x m y

  
 متعامدانو حتى يكون mعين قيم    

( )C

( )C

B

( )C 1;2

A

( )
m

D( )AB

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 19  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

13.  C  : 2الدائرة التي معادلتها 2 4x y  و . 'C  : 2الدائرة التي معادلتها 2 6 8 0x y x    . 
 . و  أرسم  (1

 

 دائرتان متماستان . و تحقق أن  (2

النقطة ذات الإحداثيين  Iلتكن (3 2;0  . 

 يطلب تعيينها . kسبتهون بتحاكي مركزه  هي صورة  برهن أن 

الدائرة  التي مركزها(  .14 2;3A 2ونصف قطرها  

 h التحاكي الذي مركزهO 1ونسبته
2

 . 

أنش ئ  (1 'C  بواسطة  رة صو . 
أكتب معادلة للدائرة  (2 'C . 

 من المستوي حيث: Mما هي مجموعة النقط  ب( 
 1 ) 2 3 . 0MA MB AB   ؟ 

  2 )   2 . 0MA MB MA MB   ؟ 

5ABنقطتين من المستوي حيث Bو  Aلتكن .15  
 التي تحقق :    Mعين ومثل مجموعة النقط

 2 2 15MA MB   

.أحسب المسافة بين النقطة1 .16 2,3A و المستقيم D  :2ذو المعدلة 1y x  

.عين معادلة الدائرة2 C التي مركزها 2,1  و تمس المستقيم D :2ذو المعادلة 0x y   

.لتكن 3 C  مجموعة النقط ,M x y :2و التي تحقق المعادلة 2 2 6 3 0x y x y     

بين أن -أ    C  .دائرة يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها 
هل المستقيم -ب    D   3ذو المعادلة 2 4 0x y   مماس للدائرة C  ؟ 

;ينسب المستوي الى المعلم المتعامد المتجانس  .17 ,O i j 

2,4لتكن النقط  :   ; 2 , 1 ; 1 , 2C B A 

 الجزء الأول :
,أحسب الأطوال   (1 ,OA OB AB 

OAاحسب الجداء السلمي (2 OB  استنتج طبيعة المثلثOAB 

AO,احسب قيس للزاوية   (3 AB 

 OABمركز ثل المثلث Gنسمي   (4
 ABGاحسب مساحة المثلث       

 الجزء الثاني :
)نعتبر المستقيم  3الذي ( 4 10 0x yمعادلة له 

)تحقق ان  (1 )هو نفسه  ( )BC 
)عن  Aاحسب بعد النقطة  (2 ) 
)اكتب معادلة للمستقيم  (3 )D المار منA  ويعامد( ) 
)جد احداثيا نقطتي تقاطع  (4 )Dو حاملي محوري الاحداثيات 

 الجزء الثالث :
نسمي 

1
( )مجموعة النقط( ; )M x y : من المستوي التي تحقق 

2 2 2 4 5x y x y 

 C 'C

 C 'C

 'C CI

 C

 Ch
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و
2
( )الدائرة التي  ( )AB قطر لها 

 تحقق ان دائرة يطلب تعيين مركزها ونصف قطرها (1
اكتب معادلة للدائرة  (2

2
( ) 

)بين ان المستقيم ( 3 )D 3الذي 5y x .مماس للدائرة معادلة له
2
(  يطلب تعيين احداثييهاFفي نقطة  (

( ادرس الوضع النسبي للدائرتين4
1
( و (

2
(  معيينا احداثيي نقط تقاطعهما ) ان وجدت (.  (

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 21  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المتتاليات العددية 

 

 

 

 

 

Les Suites Numériques 

 متتالية فيبوناتشي 

أوروبا في عصره. ارتبط اسمه بمتتالية  الملقّب فيبوناتشي أعظم رياضي (1250-1170)ليوناردو بيزانو
 نمذجة وحلا للمشكلة التالية: Liber Abaciفي كتابه  المسمى   1228عددية عرضها عام 

 ضع في حظيرة زوجا من أرنبين )ذكر وأنثى(.ن

 يلد كلّ زوج عمره شهران على الأقل، كلّ شهر، زوجا جديدا من أرنبين )ذكر وأنثى(.

 شهرا ؟ nأرنب يموت، ما هو عدد أزواج الأرانب بعد  إذا فرضنا أنّ ليس هناك

، فنحصل على متتالية nهو عدد أزواج الأرانب الموجودة خلال الشهر من المرتبة nuوهكذا، إذا كان 
 معرفّة بالشّكل:    

1uu 21   أجل كلّ عدد طبيعي ومنn 1حيثn  ،1nn1n uuu   

في هذه المتتالية،  يكون كلّ حدّ هو مجموع الحدّين السابقين له مباشرة وهي تشرح انتظام توالد 

كتشف توافقه ا كذلك مع بعض الظواهر الطبيعية كتفرّع بعض الأرانب كما ذكر فيبوناتشي، وقد ا
الأشجار التي تنبت في بعض البلدان الباردة وتوجّه بعض النباتات )زهرة الأقحوان، عباد الشمس،...( 

 نحو الشمس.

 كما ساهمت هذه المتتالية في إثراء العديد من مواضيع الرياضيات وحلّ الكثير من المعضلات. 

 

 

 

 

  1240/  1170  فيبوناتشي
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 متتالية عددية.1

)معطى، العدد0n،أكبر من أو يساوي عدد طبيعيnهي دالة ترفق بكل عدد طبيعي uمتتالية عددية حقيقية :تعريف )u n 

بـ  uبالمتتالية nنرمز إلى صورة  :ترميز
nu بدلا من( )u n . هذا الترميز الجديد يسمى الترميز بدليل. 

يرمز لها  uالمتتالية  
0

n n n
u


. 0nأكبر من أو يساوي  nمعرفة من أجل uإذا كانت المتتالية  

يرمز لها  uالمتتالية   n n
u


أو  nu   إذا كانت المتتاليةu على  معرفة . 

nuهو الحد الذي دليلهnال يسمى كذالك . uحد العام للمتتاليةو

0nuللمتتالية الأول الحد .  0nأكبر من أو يساوي  nإذا كانت معرفة من أجلuهو

0uللمتتالية الأول الحد  . على إذا كانت معرفةuهو

25( حيث : nuالمتتالية ) أمثلة:  2nu n    معرفة على . 

المتتاليةv : 5حيث
nv

n
معرفة على 0نكتب و  1n n

v


. 

المتتاليةw3يث : ح
5n

n
w

n





6nمعرفة من أجل      و  نكتب  6n n

w


. 

في الحد :ملاحظةnu ،n.  هو دليل الحد وليس رتبته

المتتالية : مثالw  3حيث أن
5n

n
w

n





6nمعرفة من أجل      ،6  6هو دليل الحدw  6لأولى حيث اوأما رتبته فهي الرتبةw  هو الحد

 الأول.

1b( هو العدد الطبيعي bعدد طبيعي أصغر من a) auبالنسبة إلى الحد u( من متتالية b)buرتبة حد     a  .

 ة حدودها () يقصد بتوليد متتالية معرف.طرق توليد متتالية عددية.2

:توليد متتالية عددية بالحد العام-ا

 إذا كان الحد العام لمتتالية عددية معطى بدلالةnلحساب حد فإنها معرفة تماما . و
0nuتعويض . 0nبالقيمة    nمن الحدود يكفي

المتتالية: مثالu 2 حيث المعرفة على 3nu n  بحدها العام .ويمكن حساب أي حد من الحدود .معرفة 

ملخص الدرس 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 23  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

  :باستعمال دالةيمكن التعبيرعن الحد العام لهذه المتتالية   ملاحظةf و نكتب( )nu f n  2حيث: 3f x x .    

 توليد متتالية عددية بعلاقة تراجعية: -ب 

  عددية لتكن دالةf معرفة على مجال D  وحيث أن من أجلx D  فإن( )f x D المتتالية  .u  المعرفة بحدها الأول
0nu  و

1العلاقة  ( )n nu f u  1تسمى متتالية تراجعية. تسمح هذه العلاقة بحسابnu إذا علم
nu 0من أجل كلn n 

 .uالدالة المرفقة بالمتتالية  تسمى fالدالة العددية     

 المتتالية نعتبر: مثال nu0المعرفة بحدها الأول 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :1 3n nu u  . 

0لدينا  1u   1و منه 03 3u u  ،2 13 9u u ،3 23 27u u  ... و هكذا 

متتاليةال لتكن     : مثال nu 23كما يلي :  المعرفة على 1nu n   . 

 . 134uو  0u  ،1u ،2u    ،3u ،20uأحسب (1
1nuالحدود  nأكتب بدلالة  (2  ،2nu ،3 2nu  

  المتتالية :ملاحظة nu من الشكل  المعرفة على( )nu f n  حيثf    كل عدد حقيقي    هي الدالة المرفقة بها . وحيث من أجلx 

 :2( ) 3 1f x x   . 

2 (1   :حــل  
0 3(0) 1 1u     ، 2

1 3(1) 1 2u      ، 2
2 3(2) 1 11u       ،2

3 3(3) 1 26u       

       2
20 3(20) 1 1199u        ،2

134 3(134) 1 53867u      . 

    2 )2 2
1 3( 1) 1 3 6 2nu n n n              ،2 2

2 3(2 ) 1 12 1nu n n      

        2 2
3 2 3(3 2) 1 27 36 11nu n n n        . 

المتتالية لتكن     : مثال nu 0كما يلي :  المعرفة على 2u  من أجل كل عدد طبيعيn 1
3

2n

n

u
u

 


 . 

 .  1u ،2u    ،3u  أحسب (1
 .ثم ضع تخمينا  12uو  10u  ،11uأحسب  (2

  المتتالية :ملاحظة nu 1من الشكل  المعرفة على ( )n nu f u   حيثf عدد حقيقي موجب    لدالة المرفقة بها . و من أجلهي اx 

 :3( )
2

f x
x




. هذه الدالة معرفة على   0, 0وبما أن 0u  فإن المتتالية  ( )nu معرفة على  

    1)  1
0

3 3
2 4

u
u

 


 ، 2
1

3 3 12
32 112
4

u
u

  
 

  ،3
2

3 3 33
122 342
11

u
u

  
 

. 

10تبين أن   الحاسبات      ( 2     1u    ،11 1u     12و 1u  نلاحظ أن    . nu  10إنطلاقا من  1تستقر على القيمةn  . 

 التمثيل البياني لمتتالية عددية..3

 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 24  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

                                      متتالية معرفة بالحد العام..1

     يمكن تمثيل حدود متتالية عددية معرفة بحدها العام على محور 

      لتكن المتتالية  : مثال nu  كما يلي :  المعرفة على( 2)n

nu  . 

  

    ترفق هذه المتتالية بدالة يمكن تمثيل متتالية عددية معرفة بحدها ( العامf ). 

لتكن المتتالية  : مثال nu  2كما يلي :  المعرفة على 4 1nu n n  . 

      nuمعرفة كذالك( )nu f n :2حيث: 4 1f x x x نعرفfعلى المجال 

      0, بما أنn.في الرسم المقابل النقط الممثلة إحداثياها عدد طبيعي , ( )n f n 

0nمن أجل        ،1n  ،2n  ،3n  ،4n  5وn  في المستوي المنسوب 

إلى معلم         , ,O i j .  مجموعة النقط( , ( ))M n f n  للمتتالية  هي التمثيل البياني nu . 

  معرفة بعلاقة تراجعية. متتالية.2 

لتكن المتتالية   nu 0المعرفة بحدها الأولu 1و العلاقة التراجعية ( )n nu f u  حيثf دالة معرفة على  . 

)مجموعة النقط     , ( ))n nM u f u     المقابلة (   هي التمثيل البياني في المستوي المنسوب إلى معلم للمتتالية )كيفية الإنشاء في الصفحة .                                 

 إتجاه تغير متتالية عددية. .4  

  .:تكون متتالية   متتالية متزايدة
0

( )n n nu  0من الرتبة   تزايدة تماما على الترتيب( إبتداءا متزايدة )مn          1كان إذا    إذا وفقطn nu u  

(1n nu u ) من أجل كل عدد طبيعي  على الترتيبn  0أكبر من أو يساويn. 

  .:تكون متتالية  متتالية متناقصة
0

( )n n nu   0متناقصة )متناقصة تماما على الترتيب(إبتداءا من الرتبةn          إذا كان       إذا وفقط

1n nu u  (1n nu u ) دد طبيعيمن أجل كل ع على الترتيبn  0أكبر من أو يساويn. 

  .:تكون متتالية  متتالية ثابتة
0

( )n n nu   0ثابتة  إبتداءا من الرتبةn 1 إذا و فقط إذا كانn nu u . من أجل كل عدد طبيعيn  أكبر من أو

 .0nيساوي 

  . :على مجال  المتتالية الرتيبة  متتالية رتيبةI  لترتيب( )متزايدة تماما على ا      )رتيبة تماما على الترتيب ( هي متتالية متزايدة         من

 ) رتيبة تماما على الترتيب (      من            Iعلى المجال  متناقصة )متناقصة تماما على الترتيب(  أو  من  Iعلى المجال 

لتكن المتتالية : مثال( )nu  0المعرفة بحدها الأول 1u   1و العلاقة التراجعية
2 n

n

n

u
u

u



  حيثn       عدد طبيعي 
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   مثل بيانيا المتتالية( )nu إلى معلم متعامد و متجانس  في المستوي المنسوب , ,O I J . 

 :المتتالية لتمثيل طريقة( )nuبيانيا ننشئ الرسم البياني للدالةfبالمتتالية المرفقة( )nuثم ننشئ المستقيم ذا المعادلة 

 y x 1.لأن المتتالية من الشكل ( )n nu f u  1والتمثيل البياني هو مجموعة النقط( , )n nM u u       .             

):حــل )fCالبياني للدالة هوالرسمfبالمتتالية المرفقة( )nu.2أي( ) x
f x

x


 

على المجال fنعرف الدالة  0, .( ) المستقيم ذو المعادلةy x .النقطة                         fC 

0 0 1( , )M u u أي 1,30M0هي أول نقطة نحصل عليها. نسقطMعلى( ) وفق 

 (Oxثم  نسقط النقطة المحصل عليها على)( )fC (وفقOy وبهذا نحصل على ) 

1النقطة 1 2( , )M u u1أي
53,
3

M
 
 
 

  إلى آخره.   3Mثم2M.نكرر العملية للحصول على

1لتكن المتتالية  : مثال( )n nu   1الأول المعرفة بحدها 1u  

2و العلاقة التراجعية   
1

1
2n n nu u u                                             . 

   مثل بيانيا المتتالية( )nu إلى معلم متعامد و متجانس  في المستوي المنسوب , ,O I J . 

):حــل  )fC البياني للدالة الرسمهوfبالمتتالية المرفقة( )nu.أي     

21( )
2

f x x x  المعرفة على 0,.( ) المعادلة المستقيم ذو  

y x.3فس الطريقة المستعملة في التمرين السابق نستعمل ن 

مثال: 
أدرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين  nu و( )nv  1كما يلي  المعرفتين على

3n n

n
u


   2و 1

3n

n
v

n





 

 :تجاه تغير متتاليةلدراسة ا طريقة( )nu :يمكن أن 

1nندرس إشارة (1 nu u  أو 

 بين  نقارن (2
1n

n

u

u

   1و . 

): nحيث من أجل كل عدد طبيعي fإذا وجدت دالة (3 )nu f n  ندرس تغيرات الدالةf . 

اتجاه تغير المتتالية:حــل  nu.1
2 1

13n n

n

n
u u

 
  1نإذ 0n nu u   و منه nu على متناقصة 

          ( )nv لأن الدالة متزايدة تماما علىf حيث  2 1
3

x
f x

x





على متزايدة تماما  0,. 

1M  

2M  

0M  

3M  
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 المتتالية الحسابية و الهندسية.5

 المتتالية الهندسية المتتالية الحسابية
تعريف 

)نقول أن المتتالية  )nu 0متتالية حسابية حدها الأولu و أساسهاr  
(r إذا و فقط إذا كان منعدد حق )طبيعي  أجل كل عدد يقيn :

1n nu u r  .  
عبارة الحد العام 

)إذا كانت )nu متتالية حسابية أساسهاr  فإنه من أجل كل عددين
p،   و nطبيعيين pn pu u n r  . 

0nu :حالات خاصة   u nr    و 1 1nu u n r  . 
حساب المجموع 

)إذا كانت  )nu :متتالية حسابية فإن 

  0
0 1 1........ ( 1)

2
n

n n

u u
S u u u u n

         
 

 

 1دليل الحد الأول +-لأخيردد الحدود=دليل الالحد اع  
 الوسط الحسابي 

من متتالية حسابية  حدودا متتابعةبهذا الترتيب  cو a،bتكون الأعداد 
2a:كان إذا وفقط إذا c bيسمى العدد .b  الوسط الحسابي

 .cو aللعددين
اتجاه التغير 

( )nu0حدها الأول  ،متتالية حسابية معرفة علىu وأساسهاr 

n،1nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا    n
u u r   :و منه 

  فإن المتتالية متناقصة. 0rسالبا تماما r إذا كان     

 فإن المتتالية متزايدة. 0rموجبا تماما r إذا كان     

 فإن المتتالية ثابتة. 0rمعدوما r إذا كان     

لتكن المتتالية  nu 3كما يلي :  المعرفة على 2nu n  . 

 .1uو 0uأحسب .1
أثبت أن المتتالية .2 nu حسابية يطلب تعيين أساسهاr. 
0:، المجموعnأحسب، بدلالة .3 1 ........ nS u u u   . 

:الحل 
1. 0 3(0) 2 2u        1  و 3(1) 2 1u     . 

، nلدينا من أجل كل عدد طبيعي .2
   1 3 1 2 3 2 3

n n
u u n n            . 

نستنتج هكذا أن المتتالية  nu 3حسابية أساسهاr  . 

لدينا: .3

   0 2 3 21 1
2 2

nu u n
S n n

  
       و

تعريف 
)نقول أن المتتالية )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq  (q 

   : nطبيعي  أجل كل عدد كان أن من عدد حقيقي (إذا وفقط إذا

1n nu u q        1أوn

n

u
q

u

  

عبارة الحد العام 
)إذا كانت  )nu متتالية هندسية أساسهاq أجل كل عددين طبيعيين فإنه من

n وp،   p

p

n

nu u q
 . 

0 حالات خاصة:  
n

nu u q    1و
1

n

nu u q
 . 

حساب المجموع 
)إذا كانت )nu متتالية هندسية أساسهاq فإن: 1يختلف عن 

1

0 1 1 0
1........
1

n

n n

q
S u u u u u

q





 
        

 

 1دليل الحد الأول +-عدد الحدود=دليل الحد الأخير 
1qإذا كان   حالة خاصة:  فإن:             
 0 1 1 0........ 1n nS u u u u n u        . 

هندسيالوسط ال 
بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية  cو a،bتكون الأعداد غير المعدومة 

2 :هندسية إذا و فقط إذا كان
a c bيسمى العدد .b  الوسط الهندسي

 .cو aللعددين
اتجاه التغير 

( )nu0حدها الأول ،متتالية هندسية معرفة علىu وأساسهاq. 

0نعلم أن: 
n

n
u u q :نستنتج أنه . 

0 *إذا كان 1q 0وكان 0u  فإن المتتالية( )nu .كان  متناقصة * 

0 1q 0وكان 0u  فإن المتتالية( )nu .متزايدة  

0وكان 1q إذا كان * 0u  فإن المتتالية( )nu .متزايدة  

0وكان 1q *إذا كان 0u  فإن المتتالية( )nu .متناقصة  
  فإن المتتالية ثابتة.  1q *إذا كان

 . 2تكون كل حدودالمتتالية معدومة ابتداء من الحد0qكان *إذا
مثال 

 nv متتالية هندسية معرفة على  1حدها الأول 3v   2و أساسهاq . 

 .3vو ٍ  2vأحسب  .1

n، الحد العامnأحسب، بدلالة .2
v. 

1، المجموعnأحسب، بدلالة .3 2 ........ nS v v v   . 

:الحل 
1. 2 1 3 2 6v v q     ، 3 2 6 2 12v v q      . 
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منه و 
  1 4 3

2
n n

S
 

. 

 

2.  1 1
1 3 2n n

n
v v q

    . 

1 2 1
1........
1

n

n

q
S v v v v

q

 
       

 

 :و منه    1 23 3 1 2 3 2 1
1 2

n
n n

S
 

        
 

 

 نهاية متتالية عددية.6

 
                                      متتالية عددية متقاربة..1

 :تعريف  nu  متتالية عددية وl .عدد حقيقي 

نقول أن المتتالية     nu تقبلl  كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشملl    فهو يشمل أيضا كل حدود المتتالية    nu  

ََ من رتبة  معينة . limونكتب:   ابتداءَ n
n

u l


    أوlim n
n

u l


 حيث أن النهاية لا تحسب إلا عند( ) 

في هذه الحالة نقول أن  المتتالية      nu .متقاربة 

  ملاحظة:  إذا كانت nu . متتالية متقاربة فإن نهايتها وحيدة   

                   إذا كانت nu .) متتالية غير متقاربة فهي متباعدة ) نهايتها غير منتهية أو غيرموجودة 

 نهاية متتالية عددية مرفقة بدالة..2   

كن المتتاليةلت :مبرهنة    nuالمعرفة كما يلي( )nu f n حيث .f دالة معرفة على مجال من الشكل ,   

limعدد حقيقي . إذا كانت  حيث     ( )
x

f x l


 فإنlim n
n

u l


. 

 نهاية غير منتهية لمتتالية عددية..3  

 :تعريف    nu  عدديةمتتالية . 

   المتتالية nu تقبل كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح ,  المتتالية يشمل كل حدود  nu إبتدءا من رتبة          
limو نرمز:   معينة . n

n
u


  . 

   المتتالية nu تقبل كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح , المتتالية يشمل كل حدود  nu إبتدءا من رتبة  معينة         
limو نرمز:   . n

n
u


  . 

 لتكن المتتالية   : مثال nu  2كما يلي  المعرفة على
nu n ليكن . . عدد حقيقي 

         0n  عدد طبيعي أكبر تماما من  لدينا 2 ,n   0 إبتداءا منn n و منهlim n
n

u


  . 
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  لتكن المتتالية  : مثال nu  2كما يلي  المعرفة على 1nu n   ليكن . . عدد حقيقي 

         0n  عدد طبيعي أكبر تماما من  لدينا 2( 1) ,n      0إبتداءا منn n و منهlim n
n

u


  . 

لتكن المتتالية  :مبرهنة    nuالمعرفة كما يلي( )nu f n حيث .f دالة معرفة على مجال من الشكل ,   

 عدد حقيقي .  حيث    

     إذا كانتlim ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


 . 

     إذا كانتlim ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


 . 

 النتائج و النظريات حول نهايات الدوال تبقى صحيحة في المتتاليات . :ملاحظة 

  لتكن المتتالية   : مثال nu  3كما يلي :  المعرفة على 1
2n

n
u

n





 . عين نهاية المتتالية nu. 

المتتالية :حــل  nu على الشكل معرفة( )nu f n  حيثf  هي الدالة المعرفة على 0, : كما يلي 

            3 1( )
2

x
f x

x





lim. لدينا  ( ) 3

x
f x


  إذاlim 3n

n
u


 إذن المتتالية. nu متقاربة . 

لتكن المتتالية   : مثال nu  كما يلي :  المعرفة على
2 3 1
2 3n

n n
u

n

 



 .  عين نهاية المتتالية nu. 

نحول العبارة         :حــل 
2 3 1
2 3n

n n
u

n

 



. 

    
2

2 2

3 1 3 11 1

33 22
n

n
n n n nu n

n
nn

     
   
   
 

. 

2
3 1lim 1 1

n n n
      3وlim 2 2

n n
   

     
2

3 11 1lim 3 22n

n n

n



 



lim. إذن    n

n
u


     و المتتالية  nu متباعدة . 

                                      نهاية متتالية عددية باستعمال الحصر..7
::مبرهنة  nu   ، nv   و nw    و   عدديةثلاث متتالياتl  .عدد حقيقي 

limإذا كانت    n
n

v l


 وlim n
n

w l


 من ََ 0n ،nعدد طبيعي و إذا كان ابتداءَ n nv u w    :فإنlim n
n

u l


 

  :مبرهنة   nu و nv من تان . إذا كانعدديمتتاليتان ََ 0n  ،nعدد طبيعي ابتداءَ nu v   وlim n
n

v


    :فإن      lim n
n

u


   
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 :مبرهنة nu و nv من تان . إذا كانعدديمتتاليتان ََ ،  0nعدد طبيعي ابتداءَ
n nu v   وlim n

n
v


         : فإنlim n

n
u


  

مثال :         1n n
u


2متتالية تحقق ما يلي :   1 4

2 3n

n n
u

n n


 


 .     عين نهاية المتتالية  1n n

u


. 

2:حــل  1 1lim lim 2 2
n n

n

n n 

     
 

4و  4lim lim 2
32 3 2

n n

n

n

n

 
 

   
 

limو منه   2n
n

u


 . 
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 .لتكن المتتالية nu 23كما يلي :  المعرفة على 1nu n   . 

كتب بدلالة  .20u.          2و  0u  ،1u ،2uأحسب .1 1nuالحدود  nأ  ، 2nu ، 3 2nu  . 
. نعتبر المتتالية nu 0كما يلي : المعرفة على 2u   و من أجل كل عدد طبيعيn  ،1 2 1n nu u   . 

 .  1u ،2u  ،3uأحسب   *

. نعتبر المتتالية nv 0كما يلي : المعرفة على 3v    و من أجل كل عدد طبيعيn  ،1 2 5n nv v  . 

2nعن كل من  nvبر بدلالة ع .2v.            2و 1vأحسب   .1
v   1وn

v . 

. لتكن المتتالية nu 3كما يلي :  المعرفة على 2nu n  . 

أثبت أن المتتالية .1u.   2و 0uأحسب .1 nu حسابية يطلب تعيين أساسهاr. 

0، المجموعnأحسب، بدلالة .3  1 ........ nS u u u   . 

. nv رفة علىمتتالية هندسية مع  1حدها الأول 3v   2و أساسهاq . 

n، الحد العامnأحسب، بدلالة  .3v.    2و      2vأحسب  . 1
v.     3. أحسب، بدلالةn1، المجموع 2 ........ nS v v v   . 

.  لتكن nu 2كما يلي :  المتتالية المعرفة على
nu n n . 

1nأحسب  .1 nu u   عدد طبيعيمن اجل كلn.       2. استنتج اتجاه تغير المتتالية nu . 

. لتكن nv 1بـِ:  المتتالية المعرفة على
3

2

n

n n
v . 

بين أن المتتالية.1 nv .ما هو اتجاه تغير المتتالية .2            هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول nv ؟ 

.  2007نسمة سنة 3630و 2005نسمة سنة 3000بلغ عدد سكان إحدى المدن الجزائرية . 

 نسبة تزايد السكان سنويا بهذه المدينة ثابتة. نفرض أن   

 شرات.؟ يتم تدوير النتيجة إلى الع 2030كم سيكون عدد سكان هذه المدينة سنة .2.     نسبة تزايد سكان المدينة. عين .1

. nu 1، أساسها متتالية هندسية  معرفة على
2

q  5، و
1
32

u . 

0أحسب   .2007u .           2أحسب . 1  1 28 29........S u u u u    . 

 
Ask me i’m ready  

تتسرع في النظر لا  

 الى الأجابة
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 : حل السؤال

1. 2
0 3(0) 1 1u    ،2

1 3(1) 1 2u     ،2
2 3(2) 1 11u      ،2

20 3(20) 1 1199u     . 
2. 2 2

1 3( 1) 1 3 6 2nu n n n              ،2 2
2 3(2 ) 1 12 1nu n n      

  : حل السؤال

1 02 1 2 2 1 3u u          
 2 12 1 2 3 1 7u u              

         3 22 1 2 7 1 13u u         

 : حل السؤال

1.  1 02 3 2 3 5 1v v                 و 2 12 5 2 1 5 3v v     . 

2.  2 12 5 2 2 5 5n n nv v v      

2و منه  4 15n nv v  . 

1من     2 5n nv v     12نستنج أن 5n nv v    12و بالتالي 5n nv v   

1و منه
5

2
n

n

v
v 


. 

 : حل السؤال

:لإثبات أن طريقة nu متتالية حسابية يكفي أن نبين أنه من أجل كل عدد طبيعيn 1الفرقn n
u u  عدد ثابتr. 

1 .0 3(0) 2 2u        1  و 3(1) 2 1u     . 

n ،لدينا من أجل كل عدد طبيعي. 2   1 3 1 2 3 2 3
n n

u u n n            . 

نستنتج هكذا أن المتتالية  nu 3حسابية أساسهاr  . 

 لدينا:. 3   0 2 3 21 1
2 2

nu u n
S n n

  
       و منه

  1 4 3
2

n n
S

 
. 

 : حل السؤال

1. 2 1 3 2 6v v q     ، 3 2 6 2 12v v q      . 

2. 1 1
1 3 2n n

n
v v q

    . 

 
Answer " yes i do it" 
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1 2 1
1........
1

n

n

q
S v v v v

q


     


و منه     1 23 3 1 2 3 2 1

1 2

n
n n

S


      


 

 : حل السؤال

لدراسة اتجاه تغير متتالية ة:طريق nu 1لا يكفي المقارنة بينu 0وu 3أو بينu 2وu  أو ... و إنما يجب المقارنة 

1nuبين        وnu  من أجل كل عدد طبيعيn. 

1.      2 2
1 1 1n nu u n n n n

           1و منه 2n nu u n  . 

n،2من أجل كل عدد طبيعي .2 0n  أي من أجل كل عدد طبيعيn ،1 0
n n

u u  . 

نستنتج هكذا أن المتتالية  nu .متزايدة 

 : حل السؤال

1. 
1

1 2 1 1
3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2

n n n

n nn n n
v v



   


    


. و منه المتتالية nv 3هندسية أساسها

2
0و حدها الأول 

1
2

v  

3 ما أنب .2 1
2

0و     0v  فإن المتتالية nv  متزايدة
2

1
1 3
2 2

n

n nv v

              
. 

  : حل السؤال

:يتم نمذجة المقادير التي تتغير بنسبة ثابتة طريقة 1بمتتالية هندسية أساسهاq  . 

لنرمز بـِ 
n

u   2005مثلا إلى عدد سكان المدينة السنة n  0و منه 3000u    2و 3630u . 

2005د السكان خلال السنةثابتة فإن العلاقة بين عد بما أن نسبة التزايد .1 n وعدد السكان خلال السنة الموالية 

1nهي:   n n
u u u     أي 1 1

n n
u u  نستنتج أن المتتالية . n

u 1متتالية هندسية أساسهاq  . 

2لدينا إذن  
2 0u u q     2و منه 2

0

u
q

u
 2. نجد هكذا 1,21q   1,1و بالتاليq  0,1. نستنتج أن 10%  . 

2030نلاحظ أن .2 2005 25  25. لدينا
25 0u u q   و منه 25

25 3000 1,1u    25أي 32504,12u . 

 نسمة. 32500حوالي  2030يكون عدد سكان المدينة سنة  

 : حل السؤال

n :nأصغر من pنعلم أن من أجل كل عدد طبيعي p

n pu u q
 . 

إذا             
2002

2007 5
2007 5 2007

1 1 1
32 2 2

u u q
       

 
 . 

            1نعلم أنه إذا كانq    لدينا
1

0
1
1

n
q

S u
q

 
   

30و و منه  
12 1

2
S

   
 
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 نص التمرين رقم

 ( )
n

u  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3 2
n

u n  . 

 .3uو0u،1u ،2u.احسب1

).بين أن المتتالية2 )
n

u .حسابية وعين أساسها 

).أدرس اتجاه تغير المتتالية3 )
n

u. 

)حد من حدود المتتالية 1954.بين أن العدد4 )
n

u .وعين رتبته 

nالمجموعnاحسب بدلالة -.أ5
S        :0حيث 1 2 ...

n n
S u u u u    . 

328عين العدد بحيث يكون:-ب   
n

S  . 
 

  نعتبر المتتالية الحسابية( )
n

u 0وحدها الأول  3التي أساسهاu  :0و تحقق 1 2 3 10u u u u    

 .0u. احسب الحد الأول 1

n.  أكتب الحد العام 2
u  بدلالةn. 

145 بحيث:  n.عين العدد الطبيعي3
n

u . 

0حيث: Sاحسب المجموع. 4 1 2 49...S u u u u    . 

).نعتبر المتتالية 5 )
n

v2بالعبارة: المعرفة على 3
n n

v u . 

0حيث: S'احسب المجموع 1 2 49' ...S v v v v    . 
 

 ( )
n

u 1حيث:  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، معرفة على 20u  3و 320u . 

).بين أن أساس المتتالية 1 )
n

u5ول هووحدها الأ  4هو. 

).أكتب عبارة الحد العام للمتتالية 2 )
n

uبدلالةn .ثم استنتج قيمة الحد السابع 

0 المجموع : n.احسب بدلالة العدد الطبيعي3 1 2 ...
n

S u u u u     

0  مة المجموع:.استنتج قي4 1 2 6' ...S u u u u     
 

 ( )
n

u :0متتالية حسابية معرفة على المجموعة بحدها الأول 5u    3و 7 50u u . 

)للمتتالية r.عين الأساس1 )
n

u. 

n،6أن : من أجل كل عدد طبيعي.بين 2 5
n

u n   . 

)حد من حدود المتتالية2017.أثبت أن العدد3 )
n

uماهي رتبته؟ ، 

S     :0المجموع  n. احسب بدلالة العدد الطبيعي4 1 2 ...
n

S u u u u     
 

 نعتبر المتتالية الحسابية( )
n

u 0بحدها الأول  المعرفة علىu و أساسهاr . 

 تمارين

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3ا أن:علم4u.أحسبالحد1 5 20u u . 

4علما أن:5u.أحسب الحد2 52 7u u . 

 .0uواحسب r.استنتج قيمة3

n:3.تحقق أن: من أجل كل عدد طبيعي 4 2
n

u n . 

nالمجموع n.احسب بدلالة العدد الطبيعي5
S    :0حيث 1 2 ...

n n
S u u u u     

33حيث:  n.جد العدد الطبيعي6
n

S  . 
 

 ثة اجابات. واحدة منها ححيحة ، يطلب تعيينها مع التعليل.في كل من الحالات الأربع التالية  اقترحت ثلا 
 هو:1وحدها الأول  3.الحد السادس لمتتالية حسابية أساسها1

 . 11  -ج   14 -ب  17   -أ         
 هو:1وحدها الأول  3حد الأولى لمتتالية هندسية أساسها 100.مجموع 2

-أ                           
1013 1

2


-ب     
1001 3

2


 -ج     
1003 1

2


. 

2عدد حقيقي :x.نضع من أجل كل3 2a x ،6 3b x ،4c x الأعداد الحقيقية.a،b،cتشكل حدودا  بهذا الترتيب
 متتابعة لمتتالية حسابية  عندما يكون :

4-أ           
3

x    0  -بx          3-ج
4

x  

 .المتتالية المعرفة  ب: و من أجل كل عدد طبيعي : هي متتالية:4

1هندسية أساسها-ب        1حسابية أساسها-أ                 
2

 لا حسابية ولا هندسية -ج        

 

 :اقراح الجواب الوحيد الصحيح من بين الاقتراحات الثلاثة التالية ، مع التبرير 

1.( )
n

u :2متتالية عددية معرفة على ب 1
n

u n ،( )
n

u:متتالية 
ليست رتبة -متناقصة تماما    ج -متزايدة تماما   ب -أ  

2. ( )
n

v 1متتالية هندسية حدها الأول 3v   2و أساسهاq  عبارة الحد العام للمتتالية ،( )
n

v:هي 

3  -أ          2n

n
v    13-ب 2n

n
v

    2-ج 3n

n
v   

1 .المجموع :3 2 ...
n n

S v v v   :يساوي 
 -أ          3 2 1n     ب-   2 1n      ج- 2 3 1n  

 

 ( )
n

u  0متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأولu و أساسهاq :0حيث 2 576u u   0و 1 30u u   

1.بين أن1 24u 0يمة، ثم استنتج قu. 

4q.بين أن2  ثم أكتب عبارة الحد العام ،n
u بدلالةn. 

n:1.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي3 18 4n

n n
u u   ير المتتالية، ثم استنتج اتجاه تغ( )

n
u. 

)حد من حدود المتتالية1536، ثم تحقق أن العدد 44.احسب4 )
n

u.وعين رتبته 

1 .احسب بدلالة المجموع :5 2 ...
n n

S u u u    

 لتكن المتتالية nu  0المعرفة بحدها الأولu  :1و بالعلاقة
1 2
3n nu u      

3أ( نفرض     
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0 1

1

x

y

اثبت أن المتتالية  nu ثابتة ثم أحسب، بدلالةn0، المجموع 1 ........ nS u u u   . 

2ب( نفرض     و نعتبر المتتالية nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3بالعلاقةn nv u . 

أثبت أن المتتالية .1 nv  أساسها و حدها الأول.متتالية هندسية يطلب تعيين 

 .nبدلالة  nuثم استنتج nبدلالة  nvأحسب .2

0، المجموعnأحسب، بدلالة .3 1 ........ nS u u u   .
يةما هو اتجاه تغير المتتال .4 nu؟

 

  المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j لتكن الدالة.f للمتغير الحقيقيx  المعرفة على 0,1:بـ 
2( ) 2 2f x x   ليكن(

fCتمثيلها البياني في المعلم ) ; ,O i jنريد حساب المساحة  .Aمساحة السطح 

المحدود بالمنحنى )  
fC0( ، محور الفواصل و المستقيمين المعرفينبالمعادلتينx  1وx   . 

نقسم المجال 0,1    إلىn  ا متساوية حيث أن كل جزع يساوي ََ 1جزءَ
n

. fC 

 مبين في الرسم المقابل. كما هو 
جزء المستوي المحدود بالمنحنى) Eليكن  

fC و المحورين . نسمي )
nu  مجموع 

ونسمي Eمساحات المستطيلات المحتواة في 
nvموع مساحات المستطيلات التي            مج 

. و عليه لدينا  Eتحوي   
n nu A v  . من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

عين  (1
nu  و

nv  بدلالةn ثم عينlim n
n

u


limو  n
n

v


. 

2يعطى المجموع Aإستنتج قيمة  (2

1

( 1)(2 1)
6

n

p

n n n
p



 





لتكن المتتالية nu و المتتالية nv : المعرفتين كما يلي 

 0 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :1
2

3
n n

n

u v
u 


   1و

3
4

n n
n

u v
v 


  . 

n  :nنضع من أجل كل عدد طبيعي            n nw u v     3و 8n n nt u v  . 
أثبت أن المتتالية (1 nw متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول . أحسب

nwبدلالةn . 
أثبت أن المتتالية (2 nt . متتالية ثابتة 

بت أن المتتالية أث (3 nu و أن المتتالية  متناقصة على . nv متزايدة على .
عين  (4

nu    و
nv  بدلالةn . 

 .nvو نهاية nuاستنتج نهاية (5




 إلا أن سنويا %5ببنك يقدم فوائد مركبة نسبتها  10000DAأودع  زكرياء  رصيد  2001جانفي  1في 

 في نهاية كل سنة ) بعد حساب الفوائد (. 1500DAمصاريف تنقله إلى الجامعة تفرض عليه سحب مبلغ    
نرمز بِـ     

n
u   2001إلى رصيد زكرياء  في أول جانفي من السنة n. 

 ؟ 2003في أول جانفي. كم كان رصيد زكرياء 1uثم احسب   0uعين  .1
n ،nبيّن أنّه من أجل كلّ عدد طبيعي  .2 1 nu 1,05u 1500.
أدرس اتجاه تغير المتتالية .3 n

u.
n ،30000دد طبيعي نضع من أجل كلّ ع .4

n n
v u  . 

 بين أن المتتالية n
v  .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول

 ما هي نهاية المتتالية n
u ؟ 

 ابتداء من أي سنة يكون رصيد زكرياء دائنا ؟ .5
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


.I  ( )
n

u 2بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على   4

0

4
1

u u

u

 
  

 . 

 ( عين أساس هذه المتتالية مستنتجا اتجاه تغيرها.1
( أكتب2

n
u بدلالةn. 

وع ( احسب المجم3
n

S  بدلالةn  :1حيث 2
1 1 1...
2 2 2n n

S u u u
                
     

 .

.II   ( )
n

v:متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية

 2 2
1

0

3 2

1
2

n n
v a v a a

v


    






  ،a عدد حقيقي 

)بحيث تكون  a( عين قيمة 1 )
n

vمتتالية حسابية 
)بحيث تكون  a( عين قيمة2 )

n
v.متتالية  هندسية 
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1 حل التمرين:                   

( )
n

u  متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3 2
n

u n  . 

.3uو0u،1u ،2uباحس.1

0

1

2

3

2
1
4
7

u

u

u

u

 





  

)أن المتتالية اثبات .2 )
n

u .حسابية
1 3( 1) 2 3 2

3 3 2 3 2
3

n n
u u n n

n n

      

    


)اذن:               )
n

u  3متتالية حسابية أساسها. 

)اتجاه تغير المتتالية ةسادر .3 )
n

u.     3بما أن 0r    اذن( )
n

u .متتالية متزايدة 

 حد من حدود المتتالية 1954.بين أن العدد4

( )
n

u      :نقوم بحل المعادلة 

أي:  
1954

3 2 1954
652

n
u

n

n



 
 

652معناه:   1954u   .0لأن الحد الأول هو  653 رتبتهu. 

nالمجموعnب بدلالةاحس -.أ5
S :حيث 

      و منه     

0 1 2

0

...

( 1)
2

2 3 2
( 1)

2
4 3( 1)

2

n n

n

S u u u u

u u
n

n
n

n
n

    

    
 
  

 

     
 

. 

نقوم بالنشر نتحصل على:
23 4

2n

n n
S

 
  

328كون:عين العدد بحيث يت-ب
n

S .   

 حلول مقترحة

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معناه: 

2

2

2

3 4 328
2

3 4 2(328)
3 660 0

n n

n n

n n

 


  

  

 

هي معادلة من الدرجة الثانية تقبل حلان هما :
1

2

15
44
3

n

n

 


 
15nو بالتالي من أجل    :328 لدينا

n
S  

2 حل التمرين:                   

( )
n

u 0وحدها الأول 3التي أساسهاu  :0و تحقق 1 2 3 10u u u u    

1 0 0

2 0 0

3 0 0

3
2 6
3 9

u u r u

u u r u

u u r u

   
    
    

0نجمع المعادلات نتحصل :  0 0 03 6 9 10u u u u          :04 أي 18 10u    :0و بالتالي 2u  . 

nالحد العام  ةباكت.  2
u  بدلالةn :2 3

n
u n   

145 بحيث:  nعين العدد الطبيعيت.3
n

u . 

2 3 145
n

u n           :49أيn     :49يعني 145u   

0حيث: Sب المجموعا. حس4 1 2 49...S u u u u    .

0 1 2 49

0 49

...

50
2

2 14550
2

3575

S u u u u

u u

    

   
 
    

 


 

).نعتبر المتتالية 5 )
n

v2بالعبارة: المعرفة على 3
n n

v u . 

0حيث: S'احسب المجموع 1 2 49' ...S v v v v    .
0 1 2 49' ...

2 3(50)
2(3575) 150
7300

S v v v v

S

    

 
 


 

3 حل التمرين:                   

( )
n

u  1يث: ح معرفة على موجبة تماما،متتالية هندسية حدودها 20u  3و 320u . 

)أن أساس المتتالية  اثبات .1 )
n

u5وحدها الأول هو 4هو. 
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;3نضع:  من القانون : 1n p  

3 1
3 1

23

1

2 320 16
20

4, 4

u u q

u
q

u

q

q q

 



 

  

.   

4q   4. و بالتالي: موجبة تماما مرفوض لأنq   

كتب عبارة الحد العام للمتتالية 2 ).أ )
n

uبدلالةn   : 0 5 4 nn

n
u u q  . 

 استنتج قيمة الحد السابع.  7
7 5 4 20480u   

      المجموع  n.احسب بدلالة العدد الطبيعي3

 

0 1 2

1

0

1

1

...

1
1

1 45
1 4

5 1 4
3

n n

n

n

n

S u u u u

q
u

q







    

 
   

 
   


 

             

0 ج قيمة المجموع:ا.استنت4 1 2 6' ...S u u u u      6 15' 1 4 27305
3

S


   

4 حل التمرين:                   

( )
n

u :0متتالية حسابية معرفة على المجموعة بحدها الأول 5u    3و 7 50u u . 

)للمتتالية rعين الأساست.1 )
n

u. 

3 0

7 0

3 5 3
7 5 7

u u r r

u u r r

    
     

 

 ن نجد:بجمع المعادلتي

 و منه: 

5 3 5 7 50
10 10 50
10 60

6

r r

r

r

r

    
 




 

n،6. من أجل كل عدد طبيعي2 5
n

u n   . 

0لدينا:  5u    6وr    :6و بالتالي 5
n

u n  
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)حد من حدود المتتالية2017ت أن العددا.أثب3 )
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5 حل التمرين:                   

)المتتالية الحسابية )
n

u 0بحدها الأول  المعرفة علىu و أساسهاr . 

3علما أن:4uالحد باحس.1 5 20u u . 
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4علما أن:5u.أحسب الحد2 52 7u u . :لدينا 
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)بما أن  rج قيمةا.استنت3 )
n

u فان:  حسابيةمتتالية
5 4

13 10
3

r u u

r

r

 

 


  

نأخذ المعادلة:.0uباحس
4 0

0

0

4
4(3) 10

2

u u r

u

u

 

 

 
  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 41  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

n:3كل عدد طبيعي .تحقق أن: من أجل 4 2
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u n . 

0لدينا:  2u    3وr    :3و بالتالي 2
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nالمجموع n.احسب بدلالة العدد الطبيعي5
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             و بالتالي:  
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33حيث:  nد العدد الطبيعياجاي.6
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S  . 

4 3( 1) 33
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 أي: ( 1) 4 3 66n n   :23و تصبح 70 0n n   . 

5nو نتحصل على حلان أحدهما مرفوض لأنه ليس عدد طبيعي و نقبل:  

6 حل التمرين:                 

 هو:1وحدها الأول 3.الحد السادس لمتتالية حسابية أساسها1

 14 -ب

 هو:1وحدها الأول 3حد الأولى لمتتالية هندسية أساسها 100.مجموع 2

 -ج
1003 1

2


. 

2عدد حقيقي :xنضع من أجل كل.3 2a x ،6 3b x ،4c x الأعداد الحقيقية.a،b،c  بهذا الترتيب تشكل حدودا متتابعة لمتتالية حسابية
 عندما يكون :

-أ 4
3

x   

 ية المعرفة  ب: و من أجل كل عدد طبيعي : هي متتالية:المتتال.4

1هندسية أساسها-ب  1حسابية أساسها-أ  
2

   هندسية لا حسابية ولا -ج  

7 حل التمرين:                  
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u :2متتالية عددية معرفة على ب 1
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u n ،( )
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u:متتالية 
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 أ- متزايدة تماما

لأن:  1 0
n n

u u     

2. ( )
n
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8 حل التمرين:                   
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u 0متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأولu و أساسهاq :0حيث 2 576u u   0و 1 30u u   

1أن اثبات .1 24u ’ 
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)بما أن  و )
n

u 1فان:  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما 24u   0ج قيمةااستنتu.: 
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nعبارة الحد العام ةباكت،  
u بدلالةn:6 4n
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n:1.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي3 18 4n
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6 لدين: 4n
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9 حل التمرين:                   

3 أ(   0و منه 3u  

لأن:  n
u  :1ثابتة معناه 1 0.... 3

n n n
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10 حل التمرين:                 . 
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11 حل التمرين:                   

1nw( نحسب 1    بدلالة
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إذن المتتالية    nw  1متتالية هندسية أساسها
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12 حل التمرين:                   

1 )0 10000u    ،1 90000u     2u 2003في أول جانفيرصيد زكرياء  هو.   

2حيث:  1 1
5 1500

100
u u u      2و منه 7950u  

     2 )1
5 10000 1500

100n n
u u             و منه

n 1 nu 1,05u 1500 

1n( نلاحظ أن3      nu f u ،f x 1,05 x 1500  

 f متزايدة و منه المتتالية n
u 1رتيبة. و بما أن 0 0u u  

فإن المتتالية  n
u .متناقصة 

     4. )1 1 30000 1,05 31500
n n n

v u u     

و منه    1 1,05 30000
n n

v u    1أي 1,05
n n

v v  

إذن          n
v  1,05متتالية هندسية أساسهاq    0و حدها الأول 20000v  . 

 لدينا 4
0 2 10 1,05 nn

n
v v q    . 

30000بما أن    
n n

u v    فإن 4 42 10 1,05 3 10n

n
u        

limو منه 
n

u   

8( لدينا5      540,89u   9و 1027u   

/2010زكرياء فيهو رصيد  9uو بما أن  01/  فإن رصيده 01

 .2010يكون دائنا ابتداء من سنة 

13 حل التمرين:                   

.I   ( )
n

u 2بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على   4

0

4
1

u u

u

 
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 . 

هذه المتتالية 1 2: ( أساس  0

4 0

2 1 2
4 1 4

u u r r

u u r r

    

    
  

1rو بالتعويض نجد :    : 1بما أن 0r    فان n
uة متزايدة  متتالي

n( أكتب2
u بداللةn.     1

n
u n    

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 47  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء  مجلة 

( احسب المجموع 3
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    

 

.II   ( )
n

v :متتالية عددية معرفة بالعالقة التراجعية التالية

 2 2
1

0

3 2

1
2

n n
v a v a a

v


    






aعدد حقيقي

)بحيث تكون  aعين قيمة ت( 1 )
n

vمتتالية حسابية:

2يعني العالقة التراجعية يجب أن تكتب من الشكل: 
1 2

n n
v v a a     :أي 2 3 1a    :2نقوم بحل المعادلة نجد, 2a a  .

)بحيث تكون  aعين قيمةت( 2 )
n

v هندسية  .متتالية  

يعني العالقة التراجعية يجب أن تكتب من الشكل:  2
1 3

n n
v a v  :22أي 0a a  :1نقوم بحل المعادلة نجد , 0

2
a a .
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)احسب الحد الاول والثاني والثالث والعاشر  للمتتالية  ( أ .1 )
n
u  في كل حالة من الحالات التالية :  

1) ( )
n
u  7بـ:   معرفة على

2
2n

u n   

2) ( )
n
u  2بـ:   *معرفة على 2

n
u n n   

3) ( )
n
u معرفة على* 1;2;3  بـ :   

       
1

2 8
2n

u n   

) ( ب )
n
v  :للمتتالية المعرفة بـ

0

1

4

1
3

2n n

v

v v
  

( علم على حامل محور الفواصل الحدود  1
3 2 1 0
, , ,v v v v    

 دون حسابها.      
)خمن اتجاه تغير وتقارب المتتالية  (2 )

n
v 

احسب الحدود  (3
3 2 1 0
, , ,v v v v       

)لى للمتتالية جـ( مثل بيانيا الحدود الأربعة الأو  )
n
u  :2   المعرفة على بـ 6 5

n
u n n                         

 

)ادرس اتجاه تغير المتتالية  .2 )
n
u :في كل حالة من الحالات التالية 

1) 15
2n

u n 2 )2 6 1
n
u n n  

3 )3
2( )
5
n

n
u        4 )3

5( )
2
n

n
u 

5)2 3

3n

n
u

n
     6 )1

2 5n

n
u

n
  

 

3. ( )
n
u   متتالية حسابية أساسهاr  . 

عبر عن
n
u بدلالةn في كل حالة من الحالات التالية 

0:  ( الحد الأول 1 1u      4وr   . 

1(  الحد الاول  2
3
2

u      5وr    

3(  الحد الاول: 3 3u     5و
4

r . 

4. ( )
n
u و حدها الاول   3المتتالية الحسابية التي  أساسها 

       
2
u حيث    

2
2u   

( أكتب 1
n
u    بدلالةn   . 

)حد من حدود المتتالية 49بين ان  (2 )
n
u ،  عين رتبته 

أحسب المجموع :    (3
2 3 19

...u u u        

  تمارين مقترحة
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)أ(  .5 )
n
u ابية حيث : متتالية حس 

10
16u    و

15
41u   

أحسب المجموع :   
10 11 12 29

. . .S u u u u  

)ب(  )
n
v  المعرفة على المتتالية الحسابيةℕ :بحيث

3
23v و    

10
65v   

)اوجد الأساس والحد الأول للمتتالية  (1 )
n
v 

اكتب عبارة الحد العام  (2
n
v بدلالةn  

احسب الحد  (3
15
v  والحد السابع والعشرون 

 احسب المجموع : (4
10 11 12 29

. . .S v v v v 

 

6. ( )
n
u بِـ :  متتالية معرفة على 

0
1u     و

1

4

4n

n

u
u

   . 

و نعتبر المتتالية
n
w   : 1حيث

2n

n

w
u

  

برهن أن المتتالية (1
n
w . حسابية . عين حدها الأول وأساسها 

عبر عن الحد العام (2
n
w  بدلالة n  . 

استنتج عبارة (3
n
u   بدلالةn  .  

 

7.  nu 0بِـ :  متتالية معرفة على 1u      1و
4

4n

n

u
u

 


  . 

و نعتبر المتتالية nv  : 1حيث
2n

n

v
u




 

( برهن أن المتتالية1 nv لأول وأساسها .حسابية عين حدها ا 
 . nبدلالة nv( عبر عن الحد العام2
 . nبدلالة nu( استنتج عبارة3

8. )  nu متتالية هندسية أساسهاq . 

 : في كل حالة من الحالات التالية nبدلالة nuأكتب

1) 0
1
4

u     7وq  . 

2) 1 3u    3وq  . 

3) 4 2u    1و
2

q   . 

 ب( n
u : 7  متتالية هندسية حيث

1
216

u       10و
27

1331
u     

للمتتالية  1uجد الاساس والحد الاول    n
u 

جـ (    n
u 1و 3متتالية هندسية أساسها 2u   . 

n( أكتب1
u بدلالةn . 

2( أحسب المجموع 2 2 9...u u u   . 

 

9. a ،b وc ثلاث حدود متعاقبة من متتالية هندسية . أحسبa،b وc          :علما أن
36,75

343
a b c

abc

  
 
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10.  n
u  1uمتتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول   

}حيث :        qوأساسها  1 2 32 32u u u  

1 2 3 216u u u  
. 

 .  1uلهذه المتتالية واستنتج  qوالأساس 2u أحسب (1

أكتب عبارة الحد العام  (2
n

u  بدلالةn . 

أحسب  (3
n

S  : 1حيث 2n n
S u u u     بدلالةn . 

728بحيث يكون :  nثم عين العدد الطبيعي   
n

s    . 
 

11.  n
u :0متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث 2u         3و 19u u . 

( عين أساس المتتالية 1 n
u ثم  أحسب .

n
u  بدلالةn  

لمجموع ا n( أحسب بدلالة 2
n

s  : حيث 
               0 1 ...

n n
s u u u    

نعتبر المتتالية .12 nu حيث : المعرفة على 

0 1u     1و
42

3n

n

u
u

  


 . 

ولتكن المتتالية nv حيث :  المعرفة على 
1
2

n

n

n

u
v

u





 

 . 1u  ،2u  ،3uأحسب (1
أثبت أن المتتالية (2 nu .لا حسابية و لا هندسية 
برهن أن المتتالية (3 nv . هندسية 

 nبدلالة nuالعام . واستنتج عبارة الحد  nبدلالة nvعبر عن الحد العام (4

احسب  نهاية المتتالية (5 nu . 

13.  nu 0حيث :  المتتالية المعرفة على 1u     ومن 

1nأجل    ، 1
1

2
n

n

u
u 


 . 

 . 1u  ،2u  ،3uأحسب (1

2)  عدد حقيقي غير معدوم . من أجل كل عدد طبيعيn : نضع 
n nv u   . 

 عين قيمة العدد التي تكون من أجلها المتتالية nv . هندسية 

 عبر عنnv بدلالةn . 

 استنتج عبارةnu بدلالةn . 
أدرس اتجاه تغير المتتالية (3 nu  
0المجموع:  nبدلالة أحسب (4 1 2 . . .n nS u u u u     . 

نعتبر  .14 n
u  كما يلي :  المتتالية العددية المعرفة على 

0 1u         13و 2 3
n n

u u n     . 
3أحسب الحدود  .1 2 1; ;u u u . 

2. ( )
n

V  كمايلي :  المتتالية المعرفة علىn n
V u n  

برهن أن  ( أ n
v . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

ر عن ب ( عب   
n

v  ثم
n

u  بدلالةn . 
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 الهندسة في الفضاء 
 

 

 

 

 

 

 

Géométrie dans l’espace 

ولد ميشال شال Michel Chasles  بمدينة 1793سنة 

 ابيرنان بفرنسا. وبعد ما تفوق في التعليم الثانوي التحق 

 لتقنيات و بعد تخرجهبالمدرسة المتعددة ا 1812سنة   

 رفض منصبا هاما في الدولة و عاد إلى مسقط رأسه 

 لدراسة تاريخ الرياضيات. 

 و كانت عبارة عن  1827أصدر شال أولى أعماله سنة  

 1841لمحة تاريخية حول الطرائق في الهندسة. عمل سنة  

 أستاذا بالمدرسة المتعددة التقنيات ثم بجامعة السوربون 

 . نشر بعد ذلك كتابين مهمين في1846نة ابتداء من س 

 الهندسة و قد اشتهر بالعلاقة التي تحمل اسمه. 

 بمدينة باريس.  1880توفي ميشال شال سنة  

1880/  1793ميشال شال   
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 .انشاء مقاطع رباعي وجوه بمستو1

 
 المقاطع المستوية لمكعب.أ

مقطع مكعب بمستو       P :هو 

مربع إدا كان المستوي  P .موازيا لأحد أوجه المكعب 

  قطعة مستقيمة أو مستطيل إدا كان المستوي P .موازيا لأحد أحرف المكعب 

  نقطة، مثلث، متوازي أضلاع، شبه منحرف، خماس ي أو سداس ي في الحالات الأخرى . 

 

مثال                                      

 

 

 

 
 

 

 

 

  

تويالمس LIJ يوازي الوجهABFE المستوي IJK  يوازي الحرف BC مقطع المكعب بالمستوي IJK 
 IJKLMهو الخماسي  IJKLتطيلمقطع المكعب هو المس IJKLمقطع المكعب هو المربع

 
 المقاطع المستوية لرباعي وجوه-ب

مقطع رباعي وجوه بمستو       P :هو 

  ا كان المستوي اذنقطة أو مثلث P .موازيا لأحد أوجه رباعي الوجوه 

 مستقيمة، مثلث أو رباعي في الحالات الأخرى. نقطة، قطعة 

 
 
 
 
 
 
 

  ملخص الدرس
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مثال 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

المستوي KIJ يوازي الوجهBCD المستوي LIJ يوازي الوجهBCD 
 IJKLوفق الرباعي  IJLمقطع رباعي الوجوه هو المثلث 

 

 .الحساب الشعاعي في الفضاء2

 
 أشعة الفضاء-أ

نرفق، كما في المستوي، بكل ثنائية نقطية               ,A B الشعاع من الفضاءAB. 

إذا كانA Bمنحى الشعاع ،AB هو منحى المستقيم ABالشعاع ، اتجاهAB هو منA نحوB 

AB. لدينا:ABهي المسافة ABلتي نرمز إليها بالرمزا   ABو طويلة  AB 

إذا كانA B فإن ،AA 0هو الشعاع المعدوم الذي نرمز إليه بالرمز. 

:غالبا ما نرمز إلى الأشعة بواسطة حرف مثلu،v،w... ، 

من أجل كل نقطةO عو من أجل كل شعاu من الفضاء، توجد نقطة وحيدةM بحيثOM u. 

 خواص الثلاث الآتية متكافئة:أربع نقط من الفضاء. ال Dو A،B،C مبرهنة:   

   1 AB DC. 

   2  الرباعيABCD .متوازي أضلاع 

   3 للقطعتين AC و BD فس المنتصف.ن  
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 العمليات على الأشعة-ب

مجموع شعاعين 
 

               علاقة شال                                                                              قاعدة متوازي الأضلاع     

AB BC AC                                                                   AB AC AD  

  :حالة ااةة  

0AB BA AA   .أن  نقولBA  هو معاكسAB  و نكتبBA AB . 

جداء شعاع بعدد حقيقي 
kو kو من أجل كل عددين حقيقيين vو uمن أجل كل شعاعين مبرهنة:       :لدينا 

 1 u u      k u v k u kv   

  k k u k u k u          k k u kk u  

 0k u     0يكافئk   0أوu                                                  :2مثلاAH AI 

 :نتائج 

           يكون الشعاعانu وv مرتبطين خطيا إدا و فقط إدا وجد عدد حقيقيk حيثv k u 

           يكون المستقيمان AB  و CD متوازيين إدا و فقط إدا كان الشعاعانAB وCD .مرتبطين خطيا 

           تكون النقطA،B وC في استقامية إدا و فقط إدا كان الشعاعانAB وAC .مرتبطين خطيا 

 لأشعة من نفس المستوي.3
 تعريف

OAمن الفضاء حي Cو A،Bنقطة كيفية من الفضاء. نعتبر النقط Oثلاثة أشعة و لتكن  wو u،v لتكن  u،OB v وOC w 

 تنتمي إلى نفس المستوي. Cو O،A،Bمن نفس المستوي يعني أن النقط wو u،v القول أن الأشعة   

:مثال     

 تنتمي إلى نفس المستوي و منه فالأشعة Dو A،B،Cنلاحظ أن النقط    

u،v وw :ِالممثلة على الترتيب بـAB،AC وAD  .من نفس المستوي 
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:ملاحظة 

 .يعمم التعريف السابق إلى عدد كيفي من أشعة الفضاء 

  شعة الثلاثةكان شعاعان من بين الأإذاu،v وw مرتبطين خطيا تكون الأشعةu،v وw .من نفس المستوي  
  مبرهنة: 

 u،v وw ثلاث أشعة من الفضاء حيثu وv .غير مرتبطين خطيا 

wبحيث: yو xتوي إدا و فقط إذا وجد عددان حقيقيان من نفس المس wو u،vتكون الأشعة    x u y v  

OAمن الفضاء حيث: Cو A،Bنقطة كيفية من الفضاء و لتكن النقط Oلتكن  :برهان  u،OB v وOC w 

ليست على  O،A،Bتنتمي إلى نفس المستوي) التعريف (. النقط Cو O،A،Bيعني أن النقط  من نفس المستوي wو u،vالقول أن الأشعة

غير مرتبطين خطيا فهي تعرف إذن مستويا vو uاستقامة واحدة لأن الشعاعين OAB  حيث ; ;O OA OB .معلم له 

تنتمي إلى المستوي Cيعني أن النقطة تنتمي إلى نفس المستوي Cو O،A،Bالنقط  OABيوجد إذن عددان حقيقيان .x وy :بحيث   

OC x OA y OB  

 ( ;x y هما إحداثيا النقطةC بالنسبة إلى المعلم ; ;O OA OB .)   و هكذاw x u y v  

:مثال  

ABCD ) 3لدينا  رباعي وجوه.) الشكل المقابل
2

AF AB AC  

 مشتركة  Aمن نفس المستوي. و بما أن ACو AF ،ABو منه الأشعة 

 لى نفس المستوي.تنتمي إ Fو A،B،Cفإن النقط

ذه النقط هو مرجح النقطتين الأخريينهلإثبات استقامية ثلاث نقط يكفي أحيانا إثبات أن إحدى  : المرجح و الاستقامية. 

 
 التعليم في الفضاء.4

 
 المعلم الديكارتي-أ

كل رباعية نقط Oنسمي معلما للفضاء مبدؤه النقطة  تعريف: ; , ,O I J K .ليست من نفس المستوي 

OIإذا وضعنا:   i  ،OJ j    وOK k  نرمز إلى المعلم السابق بالرمز ; , ,O i j k 

ملاحظات: 

 تشكل النقطO،I،J وK .رباعي وجوه  

 الأشعةi،j وk .ليست من نفس المستوي 

 يسمى المستقيم OI محور الفواصل و المستقيم OJ محور التراتيب 
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بينما يسمى المستقيم OK .محور الرواقم 

 كانت المستقيمات إذا OI، OJ و OK متعامدة مثنى مثنى نقول أن المعلم ; , ,O I J K .متعامد 

 كان إذا ; , ,O I J K  1معلما متعامدا و كانOI OJ OK   نقول أن ; , ,O I J K .متعامد و متجانس 

 نرمز إلى المستوي OIJ  ِـ ب ; ,P O i j و إلى المستوي OJK  ِـ ب ; ,P O j k... ، 

 إحداثيات نقطة-ب

كان إذا    مبرهنة: ; , ,O i j k معلما للفضاء و كانتM نقطة من الفضاء فإنه توجد ثلاثية أعداد حقيقية 

وحيدة    , ,x y z      :بحيثOM x i y j z k   

OIنضع برهان: i  ،OJ j    وOK k 

ليست من نفس المستوي و منه المستوي Kو O،I،Jالنقط OIJ 

 شعاع توجيه له فهما kو حيث Mلا يوازي المستقيم الذي يمر من

Mإذن متقاطعان ولتكن   .نقطة تقاطعهما 

Mالنقطة  تنتمي إلى   ; ,O i j و منه يوجد عددان حقيقيان 

x وy  :وحيدين بحيثOM x i y j  . 

Mالشعاعان  M وk مرتبطان خطيا و منه يوجد عدد حقيقي وحيدz 

Mث:  بحي M z k    :لدينا حسب علاقة شال. 

OM OM M M           :ومنهOM x i y j z k  . 

:مثال  

  ; , ,O i j k :معلم متعامد للفضاء حيثOI i، OJ j وOK k. 

ذات الإحداثيات Mعلم النقطة    2,3, 3 

 لتعليم نقطة  :طريقةM علمت إحداثياتها , ,x y z 

في معلم متعامد   ; , ,O i j k1يمكننا تعليم النقطm،2m،3m،1M،2M 3وM  

1ثم رسم متوازي المستطيلات 2 3 2 3 10m m M M m M M 

حيث:       1 ,0,0m x، 2 0, ,0m y، 3 0,0,m z 

    1 0, ,M y z، 2 ,0,M x z، 3 , ,0M x y 
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 إحداثيات شعاع -ج

  تعريف:  ; , ,O i j kللفضاء معلم. u   و لتكنشعاعM ة الوحيدة التي تحققالنقطOM u. 

هي uإحداثيات الشعاع   , ,x y z إحداثيات النقطةM في المعلم ; , ,O i j k ويمكن أن نكتب.
x

OM y

z

 
 
 
 
 

 

uيكتب بطريقة وحيدة على الشكل:    uو هكذا كل شعاع   x i y j z k  . 

 الحساب على الإحداثيات.5

 نتائج: ; , ,O i j k معلم للفضاء . 

إذا كان .1 , ,u x y z و , ,v x y z    شعاعين من الفضاء و كان :عددا حقيقيا فإن 

1. 0u       0يعنيx y z   

2. u v       يعنيx x  وy y   وz z  

إحداثيات .3 u v هي , ,x x y y z z      و  إحداثياتu هي , ,x y z   

إذا كانت .2 , ,
A A A

A x y z و , ,
B B B

B x y z :نقطتين من الفضاء فإن 

هي ABإحداثيات الشعاع .1 , ,
B A B A B A

x x y y z z   

منتصف القطعة المستقيمةإحداثيات  .2 AB هي, ,
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z   
 
 

 

 :الأشعة من نفس المستوي.أ

       ; , ,O i j k معلم للفضاء.  , ,u a b c، , ,v a b c   و , ,w a b c   .ثلاثة أشعة من الفضاء 

wبحيث yو xإذا وجد عددان حقيقيانوفقط  إذامن نفس المستوي  wو u،vتكون الأشعة      x u yv    

   و هذا يعني أن الجملة        
ax a y a

bx b y b

cx c y c

  
   
   

تقبل حلا      ,x y 2في            . 

 معادلات مستقيم معرف بنقطة و شعاع توجيه له.ب

 ; , ,O i j k ليكن معلم للفضاء . D النقطة لالمستقيم الذي يشم , ,
A A A

A x y z و , ,u a b c  .شعاع توجيه له 

   , ,M x y z D   يعنيAM u   أي
A

x x a  و
A

y y b   و
A

z z c   

0abcكانو هذا يعني إذا    أنA A A
x x y y z z

a b c

  
   :أي أن مثلا

   
   

0

0
A A

A A

b x x a y y

c x x a z z

   


   
 

0cمعدوما فإن مثلا في حالة  cأو a،bأما إذا كان أحد الأعداد :     0
A A

A

b x x a y y

z z

    



   

0aفإن مثلا في حالة cو a،bأما إذا انعدم عددان من الأعداد b :A

A

x x

y y


 

 كيفي. zو يبقى  
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نرمز إلى محور الفواصل ب ـِ :ت ااةةحالا Oxِإلى محور التراتيب ب ـ ، Oyِلى محور الرواقم ب ـ وا  Oz الجدول التالي يحدد الشروط الكافية و

اللازمة التي يجب أن تحققها , ,x y z ةنقط تإحداثياM :لكي تنتمي إلى المحور المعني 

 المحور Ox  Oy  Oz 
0y مميزاته z  0z x  0x y  

 

 نالمسافة بين نقطتي.6
 
 لعبارة التحليلية لطويلة شعاعا.ا

 ; , ,O i j k نعتبر الشعاع للفضاء. متعامد و متجانس معلم , ,u x y z  

OMالنقطة التي تحقق  Mو لتكن u نعلم أن .u OM. 

Mو 1M،2M،3Mنعتبر   :النقط المعرفة كما يلي 

1OM x i،2OM y j،3OM z k 1و 2OM OM OM   

OMMاغورس في المثلث القائمباستعمال مبرهنة فيث  :نحصل على 

2 2 2
OM OM M M      2و بما أن 2

3M M OM  :فإن 

                 2 2 2
3OM OM OM  

1OMباستعمال مبرهنة فيثاغورس في المثلث القائم M  :2نحصل على 2 2
1 1OM OM M M    :2و بما أن 2

1 2M M OM  :فإن 

2 2 2
1 2OM OM OM    :2نجد هكذا أن 2 2 2

1 2 3OM OM OM OM   :و منه 

                   2 2 2 2
OM x y z     2أي 2 2

u x y z   

ويلة الشعاعفي معلم متعامد و متجانس تحسب ط    مبرهنة:  , ,u x y z  :ِ2بـ 2 2
u x y z   

:طويلة الشعاع مثال 2,1,3u  هي 2 2 22 1 3u       14و منهu . 

 المسافة بين نقطتين.ب

ABعلما أن  AB سابقة على الشعاعو بتطبيق المبرهنة الAB :نحصل على المبرهنة التالية 

بين النقطتين ةفي معلم متعامد و متجانس تحسب المساف    مبرهنة: , ,
A A A

A x y z و , ,
B B B

B x y z :ِبـ 

     2 2 2
B A B A B A

AB x x y y z z      

:المسافة بين النقطتين مثال 1, 1,2A  و 0, 2,3B  هي     2 2 20 1 2 1 3 2 3AB         
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 عند إجراء الحسابات غالبا ما يفضل مربع المسافة على المسافة. :ملاحظة

 :معادلة سطح كرة مركزها مبدأ المعلم.3

 ; , ,O i j k للفضاء متعامد و متجانس معلم. .عدد حقيقي موجب تماما S سطح الكرة التي مركزهاO و نصف قطرهالتكن .

 , ,M x y z .نقطة كيفية من الفضاء 

 M S   يعنيOM    2أي 2
OM  2يعني  ذاو ه 2 2 2

x y z    

2إذن       2 2 2
x y z     هي معادلة لسطح الكرة S التي مركزهاO و نصف قطرها. 
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 نص التمرين رقم

 ABCD. رباعي وجوهJ  نقطة من الحرف AC 
بالمستوي  ABCDأنش ئ مقطع رباعي الوجوه  P الذي يمر من النقطةJ      

و الموازي للمستقيمين AB و CD .محددا طبيعته 
 

 

 ABCD .رباعي وجوهI ،J وK ي عل الترتيب إلى الأحرف ثلاث نقط تنتم BC ، AC  و AD. 
المستقيمان  JK  و CD .غير متوازيين 

عين تقاطع المستوي  .1 IJK مع الوجهينABC  وACD. 

بين أن المستقيمين .2 JK و CD يتقاطعان في نقطةM و حيث أن المستقيم IM  محتوى في المستويين IJK 
و  BCDأنش ئ مقطع رباعي الوجوه .ABCD  بالمستوي IJK. 

 

 ABCDEFGH  مكعب. لتكن النقطI ،J وK حيثI منتصف FG،4 3FJ FE  2و 3DK DC 

 .FGو FEبدلالة الشعاعين AKو IJعبر عن كل من الشعاعين .1

مرتبطان خطيا. ماذا تستنتج بالنسبة للمستقيمين AKو IJالشعاعينبين أن  .2 IJ و AK؟ 
 

 ABCD .رباعي وجوهI منتصف BC وG مركز ثقل الوجهABCنعتبر النقطتين .H وK :المعرفتين بِـ 

    3
7

DH DG  1و
3

DK DI. 

 .AGو ADبدلالة الشعاعين AKو AHعبر عن كل من الشعاعين .1

 في استقامية. Kو A،Hبين أن النقط .2
 

 نعتبر على المكعبABCDEFGH النقطتينM وN  :1المعرفتين بِـ
3

EM EH  1و
3

AN AB. 

 .DBو  EAبدلالة الشعاعين MNعبر عن الشعاع .1

 من نفس المستوي؟ HBو MN،EAهل الأشعة .2

 

 ABCD  رباعي وجوه. لتكن النقطI منتصف AD،J منتصف BC وG مركز ثقل المثلثABC. 

DAعبر عن الشعاع .1 DB DC  مرة بدلالةDG و مرة أخرى بدلالة الشعاع DI DJ. 

 تنتمي إلى نفس المستوي. Jو D،G،Iبين أن النقط .2
 

 ABCDEFGH .مكعبP منتصف EH،Q منتصف AB وR منتصف CG. 

 تمارين


www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 61  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء                             مجلة 

 

1بين أن  .1
2

PQ HA AC       و أن 1
2

QR AC AH . 

بين أن المستويين .2 PQR و ACH .متوازيان 

بالمستوي  ABCDEFGHبين أن مقطع المكعب .3 PQR .هو سداس ي منتظم 

 

 ABCDEFGH .متوازي مستطيلاتO مركز الوجهEFGH وP مركز الوجهABCD. 

 .GBو EDبدلالة الشعاعين OPعبر عن الشعاع .1

 حيث: Mو Q،K،Lو لتكن النقط ABCDو قاعدته Oنهتم فيما يلي بالهرم الذي رأسه .2

 Q مركز ثقل المثلث ODC،K منتصف AB،M منتصف CD 4و
5

OL OP. 

 أثبت أن النقطO،K،M،P،Q وL .تنتمي على نفس المستوي 

    5أثبت أن 3 0KL KQ . ماذا تستنتج بالنسبة للنقطQ،K  ٍوL  ؟ 

 

  ; , ,O i j k معلم ديكارتي للفضاء. نعتبر النقط 2,1, 3A ، 2,5,1B، 4,0, 2C  15و 175, ,
2 2

H
   
 

. 

 متوازي أضلاع. ABCDبحيث يكون  Dعين إحداثيات النقطة .1

هي منتصف القطعة المستقيمة Iفي استقامية علما أن النقطة Hو I،Dبين أن النقط .2 AB. 
    

  ; , ,O i j k معلم ديكارتي للفضاء. نعتبر النقط 1, 2,2A ،32, 1,
2

B
  
 

و  1, 4,3C  . 

عين معادلات للمستقيم .1 AC. 

 إلى نفس المستوي ؟ Cو O،A،Bهل تنتمي النقط .2
 

 
 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; , ,O i j k  النقط 8,5,2A، 4,8,2B و 5,1,2C. 

 .BCو AB،ACاحسب المسافات .1

 قائم و متقايس الساقين. ABCبين أن المثلث .2
 

 
 

مد و متجانسالفضاء منسوب إلى معلم متعا ; , ,O i j k نعتبر النقط. 3, 2,2 3A ، 4,3,0B و 1,5,2C. 

عين معادلة لسطح الكرة .1 S التي مركزها النقطةO و تشمل النقطةA. 

إلى سطح الكرة Cو Bهل تنتمي النقطتان .2 S ؟ 

عين إحداثيات نقط تقاطع سطح الكرة .3 S مع محور الرواقم Oz. 
 

 
 

إلى معلم متعامد و متجانس نعتبر في الفضاء المنسوب ; , ,O i j k النقطتين 3,0, 3A  و 2,0, 2B . 

2بحيث Gعين إحداثيات النقطة .1 3 0GA GB  ماذا تمثل النقطة .G بالنسبة للنقطتينA وB ؟ 

نرفق بكل نقطة .2 , ,M x y z العدد الحقيقي f M :المعرف بِـ  2 22 3f M MA MB   

و لتكن   k
 مجموعة النقطM  التي تحقق:من الفضاء f M k حيثk .عدد حقيقي 

 عبر عن f M بدلالةx،y وz ثم عين المجموعتين 4 و 12. 

 ناقش حسب قيمk طبيعة المجموعة k
. 

 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths 62  السنة الثانية-الفصل الثالث / الجداء السلمي المتتاليات العددية  الهندسة في الفضاء  مجلة 




نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; , ,O i j kالنقط 0,0, 1E ، 0,0,2A، 0,0, 4B ،

 5,0,1Cو 5,0, 3D ليكن . Sسطح الكرة التي مركزهاE 3ونصف قطرها.

إلى نفس المستوي ؟ Dو A،B،Cهل تنتمي النقط .1
ما هي معادلة .2 S ؟ تحقق أنA،B،C وD تنتمي إلى Sعين نقط تقاطع. S .مع محاور الإحداثيات
الأوضاع النسبية للسطح aأدرس حسب قيم العدد الحقيقي .3 S  و المستوي a

P  ذو المعادلةz a.
ف قطر الدائرة مقطع سطح الكرةعين مركز و نص .4 S  بالمستوي 2P. 
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1 حل التمرين:  

بما أن المستويين  P  و ABC مستقيم يوازيان ال AB 

فهما يتقاطعان وفق مستقيم JK يوازي المستقيم AB. 

نرسم المستقيم JK الموازي للمستقيم AB مع K BC 

ية نرسم المستقيمبإتباع نفس المنهج IJ  ِالموازي لـ CD 

نقطة من  Iحيث  ADمقطع رباعي الوجوه.ABCD 

بالمستوي  P هو إذن الرباعيIJKL. 

بما أن  IL يوازي AB و KL يوازي CD فإن 

 متوازي أضلاع. IJKLالمقطع

2 حل التمرين:  

المستوي .1 IJK يقطع الوجهABC وفق القطعة IJ

وفق القطعة ACDو الوجه  JK. 

المستقيمان .2 JK  و CD ينتميان إلى المستويACD

 I. النقطةMو بما أنهما غير متوازيين فهما متقاطعان في نقطة

تنتمي إلى المستويين IJK  و BCDكذلك النقطة .M 

تنتمي إلى المستويين IJK  و BCD لأنها تنتمي إلى 

المستقيمين JK  و CDو منه المستقيم . IM محتوى في 

المستويين IJK  و BCD. 

ستقيمانيتقاطع الم .3 IM و BD في نقطةLمقطع رباعي الوجوه .ABCD هو إذن الرباعيIJKL. 

حلول مقترحة 

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3 حل التمرين:                   

1. 1 3
2 4

IJ IF FJ FG FE     

3
2

AK AD DK AD DC    :و بما أن 

AD FG وDC FE  :3فإن
2

AK FG FE  

1لدينا مما سبق:  .2
2

IJ AK  و منه فالشعاعان 

IJ وAK .مرتبطان خطيا 

المستقيمين نستنتج هكذا أن  IJ و AK .متوازيان 

4 حل التمرين:                   

1.  3 3
7 7

AH AD DH AD DG AD DA AG       

4و منه:           3
7 7

AH AD AG  

 1 1
3 3

AK AD DK AD DI AD DA AI        

3نعلم أن:    
2

AI AG  :1و منه 1 3
3 3 2

AK AD AD AG    

2نجد هكذا:           1
3 2

AK AD AG  

7نلاحظ أن:  .2
6

AK AH و منه الشعاعانAH وAK مرتبطان خطيا. إذنA،H وK .في استقامية 

5 حل التمرين:                 

MNلدينا باستعمال علاقة شال: .1 ME EA AN   

1و بما أن  
3

ME HE،HE DA  1و
3

AN AB :و  فإن 

1 1
3 3

MN DA EA AB   أي 1
3

MN EA DA AB   

1و هكذا نجد     
3

MN EA DB  

DBلدينا باستعمال علاقة شال:  .2 HB HD  

HDو بما أن  EA  فإن 1
3

MN EA HB EA   
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2نجد هكذا  1
3 3

MN EA HB   و منه فالأشعةMN،EA  وHB من نفس المستوي. 

6 حل التمرين:                   

0GAلدينا من جهة باستعمال علاقة شال وعلما أن .1 GB GC  : 

               3DA DB DC DG   

2DAلدينا من جهة ثانية     DI  2وDB DC DJ  :و منه 

       2DA DB DC DI DJ    

2من السؤال الأول نجد:  .2 2
3 3

DG DI DJ نستنتج أن النقط . 

   D،G،I وJ .تنتمي إلى نفس المستوي 

7 حل التمرين:                   

PQلدينا باستعمال علاقة شال  .1 PH HA AC CB BQ      1و بما أن
2

PH BC :فإن 

   1
2

PQ BC HA AC CB BQ    نعلم أن .BC CB  و بتعويضAC  ِ1بـ 1
2 2

AC AC 

1و علما أن   
2

BQ BA  فإن 1 1 1
2 2 2

PQ CB HA AC AC BA    و بما أن .AC BA BC  

1فإن     1 1
2 2 2

PQ CB HA AC BC    1. علما أن 1 0
2 2

CB BC  :1نستنتج هكذا أن
2

PQ HA AC     1 

لدينا       1 1 1 1
2 2 2 2

QR QR QR QA AC CR QA AH HG GR        :و بما أن . 

   1 1 1
2 2 2

QA QA BA   و 1 0
2

CR GR   :فإن   1 1
2 2

QR AC AH BA HG    

0BAنعلم أن                    HG     و منه 1
2

QR AC AH     2    

من العلاقة .2 1 نستنتج أن المستقيم PQ يوازي المستوي ACH و من العلاقة 2 نستنتج أن المستقيم 

    QR يوازي المستوي ACHو علما أنه يتوازى مستويان إذا و فقط إذا احتوى أحدهما على مستقيمين متقاطعين . 

المستويينكل منهما يوازي المستوي الآخر فإن      PQR و ACH .متوازيان 

المستوي .3 ABC زيينيقطع المستويين المتوا PQR 

و     ACH وفق مستقيمين متوازيين AC و QI و منه فإن 

منتصف القطعة Iالنقطة    BC  1و
2

QI ACينا كذلك: . لد 
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   J منتصف GH وK منتصف AE :حيث 

               1
2

JR CH  1و
2

KP AH. 

 و بما أن أقطار أوجه المكعب متقايسة فإن:   

           QI IR RJ JP PK KQ      

QJلدينا كذلك     IP KR  متوسطات للمكعب (. نستنتج مما ( 

بالمستوي ABCDEFGHسبق أن مقطع المكعب    PQR 

 .QIRJPKهو السداسي المنتظم  

8 حل التمرين:                   

GCلدينا: .1 FB EA  و منهGCAE متوازي أضلاع 

1إذن   1
2 2

EG AC   أيOG PC  و منهOP GC. 

OPلدينا حسب علاقة شال:   GC GB BF FC    

BFو بما أن:  CG OP    وFC ED  :فإن 

    OP GB OP ED   

نجد هكذا                                1
2

OP GB ED  

2.  

 لإثبات أن النقطO،K،M،P،Q وL نفس من 

 تنتمي إلى Lو P،Qالمستوي يكفي مثلا إثبات أن النقط 

المستوي  OKM. 

1ا:  لدين     1
2 2

AK AB DC DM   

و منه:                // //KM AD BC. 

يمر إذن المستقيم    KM من النقطةP.1
2

KP BC
  
 

 

تنتمي إلى المستوي Pنستنتج أن النقطة   OKM. 

تنتمي إلى المستقيم Qلدينا: النقطة     OM
2
3

OQ OM
   

تنتمي إلى المستوي Qو منه فالنقطة  OKM. 
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تنتمي إلى المستقيم Lلدينا: النقطة    OP
4
5

OL OP
   

و بما أن المستقيم  OP محتوى في المستوي OKM 

تنتمي إلى المستوي Lفإن النقطة   OKM. 

 4تعمال علاقة شال انطلاقا  من العلاقةنثبت باس
5

OL OP 2و العلاقة
3

OQ OM :أن 

2 1
5 5

KL KM OK     2و 1
3 3

KQ KM OK   :5و منه 3 0KL KQ . 

   في استقامية. Lو   Q،Kنستنتج هكذا أن النقط 

9 حل التمرين:                   

AD) مثلا (  متوازي أضلاع يعني ABCDالقول أن .1 BC. إحداثيات الشعاعBC هي 2, 5, 3  

هي Dأن إحداثيات النقطة ا فرضناإذ  , ,x y z فإن إحداثيات الشعاعAD هي 2, 1, 3x y z  . 

AD BC 2يعني 2x   1و 5y    3و 3z         4أيx  4وy   6وz   

هي إذن Dإحداثيات النقطة                         4, 4, 6  

هي Iإحداثيات النقطة .2 2,3, 1إحداثيات ،IH 21هي 153, ,
2 2

   
 

هي IDو إحداثيات  2, 7, 5 . 

3لدينا: 
2

IH ID    النقطو منهI،D وH في استقامية. 

10 حل التمرين:                   

من الواضح أن الشعاع .1 2, 2,1AC   شعاع توجيه للمستقيم AC. 

القول أن النقطة , ,M x y z تنتمي إلى المستقيم AC ي وجود عدد حقيقييعن  بحيثAM AC 

1أي أن  2x    2و 2y    2وz    1أي 2 2
2 2

x y
z

 
  

 
  

3لينا مثلا:  0
2 5 0

x y

x z

  
   

معادلات للمستقيم  AC. 

 .من نفس المستوي OCو OA،OBيعني أن الأشعة تنتمي إلى نفس المستوي Cو O،A،Bالقول أن النقط .2

xOAيحققان مثلا:  yو xهل يوجد إذن عددان حقيقيان yOB OC   :؟ أي
2 1

2 4
32 3
2

x y

x y

x y


   

   

  


 

3xنجد بعد حل الجملة:    2وy  تج أن النقط .  نستنO،A،B وC تنتمي إلى نفس المستوي. 
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11 حل التمرين:                   

لدينا: .1     2 2 24 8 8 5 2 2AB            5و منهAB  

5ACنفس الطريقة نجد:     بإتباع        50وBC  

ABلدينا من جهة:  .2 AC و منه المثلثABC .متقايس الساقين 

2لدينا من جهة ثانية:  2 2
AC AB BC    22 25 5 50  ه المثلثو منABC قائم في النقطةA. 

 و متساوي الساقين. Aقائم في النقطة  ABCنستنتج مما سبق أن المثلث

12 حل التمرين:                   

من الواضح أن نصف قطر سطح الكرة .1 S هي المسافةOA :5و لديناOA . 

سطح الكرة S هي مجموعة النقط , ,M x y z  التي تحققOM OA 2أي 2
OM OA 

ح الكرةو منه معادلة سط S   :2هي 2 2 25x y z   

2بما أن:  .2 2 24 3 0 25OB     فإن النقطةB تنتمي إلى سطح الكرة S. 

2لدينا:  2 21 5 2 30   30و 25إحداثيات النقط . و بما أنC لا تحقق معادلة سطح الكرة S نستنتج أن النقطةC  لا تنتمي إلى سطح

الكرة S. 

نعلم أن معادلة المحور .3 Oz :0هي
0

x

y


 

 

و بالتالي القول أن , ,M x y z نقطة مشتركة بين S و Oz  :يعني

2 2 2 25
0
0

x y z

x

y

   
 
 

 

تقبل هذه الجملة حلين هما 0,0,5 و 0,0, 5. 

ح الكرةو هكذا يتقاطع سط     S مع محور الرواقم Oz في النقطتين 0,0,5E و 0,0, 5F . 

13 حل التمرين:                   

هي Gيمكن إتباع عدة طرق. نقترح فيما يلي الطريقة التالية:  نفرض أن إحداثيات .1 , ,x y z. 

2إحداثيات الشعاع  3GA GB   هي إذن , ,x y z   2و منه 3 0GA GB   يعنيx y z o   

إذن:         0,0,0G       النقطةG هي إذن النقطةO .مبدأ المعلم 

هي مرجح الجملة المثقلة Gالنقطة          ; 2 , ;3A B. 

2.   :لدينا     2 2 22 3 0 3MA x y z       و     2 2 22 2 0 2MB x y z      

2 و منه:         2 2 2 6 6 18MA x y z x z         2و 2 2 2 4 4 8MB x y z x z      
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: انجد هكذ  2 2 2 12f M x y z    

 4 هي مجموعة النقط , ,M x y z  :من الفضاء التي تحقق  4f M  :2أي 2 2 12 4x y z    

2ن: و هذا يعني أ  2 2 16x y z    و هي معادلة سطح الكرة التي مركزهاO  4و نصف قطرها. 

  12 هي مجموعة النقط , ,M x y z  :من الفضاء التي تحقق  12f M   :2أي 2 2 12 12x y z     

2هذا يعني أن:  و  2 2 0x y z        أيx y z o      ومنه   12 O  

        f M k     2يعني 2 2 12x y z k       2أي 2 2 12x y z k    

2بما أن     2 2 0x y z      نقوم بدراسة إشارة 12k  

                          12-                      k 
12kإشارة   -              0+                                

 

 :نميز إذن ثلاث حالات

>:1لحالةا   12k  

 المجموعة             k
 .هي مجموعة خالية 

2:12kلحالةا     

 المجموعة            k
  هي المجموعة O. 

<:3لحالةا    12k  

 المجموعة            k
 هي سطح الكرة التي مركزها النقطةO  12و نصف قطرهاk  

14 حل التمرين:                   

)مثلا( من نفس المستوي. لدينا ADو AB،ACإلى نفس المستوي إذا و فقط إذا كانت الأشعة Dو A،B،Cتنتمي النقط .1
 0,0, 6AB ، 5,0, 1AC  و 5,0, 5AD . 

ABبحيث:  yو xهل يوجد عددان حقيقيان        x AC y AD  ؟ 

 AB x AC y AD    5يعني 5 0
5 6

x y

x y

  

   

3بعد حل الجملة السابقة: . نجد
2

x   3و
2

y . 

 تنتمي إلى نفس المستوي. Dو A،B،Cنستنتج أن النقط  

معادلة .2 S   :هي 22 2 1 9x y z    

2لدينا)مثلا(: 2 2 2 9EA EB EC ED    و منه النقطA،B،C وD تنتمي إلى S. 
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تكون  , ,M x y z نقطة مشتركة بين S و المحور Ox  يعني 22 2 1 9
0

x y z

y z

    


 
أي  

2 8
0

x

y z

 


 
 

نجد بعد حل هذه الجملة نقطتين مشتركتين إحداثياتهما   2 و 2,0,0 2 2,0,0. 

يتقاطع السطح   S مع Oy في النقطتين 0,2 و 2,0 0, 2 2,0 و يتقاطع مع Oz في النقطتينA وB. 

نلاحظ أن المستوي .3 a
P يوازي مستوي الإحداثيات ; ,P O i j:نميز إذن ثلاث حالات . 

 إذا كان   ; 4 2;a       يكون السطح S و المستوي a
P .منفصلين 

 إذا كان 4;2a  يكون المستوي a
P مماسا للسطح S في النقطتينA وB. 

 إذا كان 4;2a  ن المستويفإ a
P يقطع سطح الكرة a

P وفق دائرة مركزها ينتمي إلى المحور Oz. 

4.  2  ينتمي إلى 4;2 و منه المستوي 2P  ةيقطع سطح الكر S 

 .Hو ذلك وفق دائرة نرمز إلى مركزها ب ـِ 

بما أن النقطة تنتمي إلى كل من المحور  Oz و المستوي 2P:2z   

هي Hإحداثيات النقطة فإن  0,0, 2. 

تنتمي إلى السطح Pالنقطة   S 3و منهEP بتطبيق مبرهنة فيثاغورس في . 

2يكون لدينا: EHPالمثلث  2 2
EP EH HP 2الحساب . نجد بعد 2HP . 

مقطع  S بالمستوي 2P هي الدائرة التي مركزهاH 2و نصف قطرها 2 
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 المدة:ساعة واحدة      /علوم تجريبية شعبة  /           نموذج الفرض الأول

 التمرين الأول: 

ABCD متوازي أضلاع في المستوي والنقطةI هي المسقط العمودي للنقطةA على DC  

1نفرض أن 
3

DI DC. 

1 .h هو التحاكي ذو المركزI  ويحوّلD إلىC. 

 IDبدلالة ICأ ـ اكتب الشعاع

 hـ استنتج نسبة التحاكي ب

2 .E  صورةA بالتحاكيh وM نقطة من القطعة AD وN  صورةM بالتحاكيh. 

 في استقامية. Nو C ،Eأ ـ بيّن أنّ النقط

صف القطعةمنت Mإذا كانت Nب ـ ما القول عن النقطة AD؟ 

3DC. نفترض أن 3 a وAD a  حيثa .عدد حقيقي موجب تماما 

DC.الجداء السلّمي aأ ـ احسب بدلالة DA 

3cosب ـ بين أن 
3

ADC . 

 .ACالطول  aجـ ـ باستعمال علاقة الكاش ي احسب بدلالة

:التمرين الثاني (𝑢𝑛)   متتالية حسابية حدها الاول  𝑢0 = 𝑟  واساسها    2 = 4. 

𝑢𝑛 اكتب عبارة الحد العام  (1  .𝑛 بدلالة    

 . 𝑢39و     𝑢2ثم احسب       (𝑢𝑛)ه تغير المتتالية  عين اتجا (2

𝑆𝑛    : حيث 𝑆𝑛المجموع    𝑛  احسب بدلالة  (3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 

′𝑆      : حيث   ′𝑆احسب المجموع  (4 = 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯+ 𝑢39 

 

 تهى الموضوع نا

 

A B

CD
I
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 يبيةشعبة علوم تجر-حل موضوع الفرض الأول

 حل التمرين الأول:

ABCD متوازي أضلاع في المستوي والنقطةI هي المسقط العمودي للنقطةA على DC 

1نفرض أن 
3

DI DC. 

1 .h و التحاكي ذو المركزهI ويحوّلD إلىC. 

ID :1بدلالة ICأ ـ كتابة الشعاع
3

DI DC  3معناهDI DI IC   2ومعناهIC ID  

 .2هي  hب ـ نسبة التحاكي

2 .E  صورةA بالتحاكيh وM نقطة من القطعة AD وN  صورةM بالتحاكيh. 

 في استقامية:  Nو C ،Eأ ـ تبيان أنّ النقط

لدينا h D C  ، h A E و h M N  ولدينا M AD  إذنD ،A وM  في استقامية وبما أن التحاكي يحافظ على الاستقامية
 في استقامية. Nو C ،Eفإنّ النقط

القطعة منتصف Mب ـ التحاكي يحافظ على المرجح وبصفة خاصة على المنتصف ، فإذا كانت AD فإنN تكون منتصف EC. 

3DC. نفرض أن 3 a وAD a  حيثa .عدد حقيقي موجب تماما 

DC.الجداء السلّمي aأ ـ حساب بدلالة DA    :
22 21 3. .

3 3
a

DC DA DC DI DC a    

3cosن أن ب ـ تبيا
3

ADC  :
2

2

. 3cos
33

DC DA a
ADD

DC DA a
  


 

 :ACالطول aجـ ـ باستعمال علاقة الكاشي حساب بدلالة

2 2 2 2 2 232 cos 4 2 3 2
3

AC AD DC AD DC D a a a        2ومنهAC a. 

دها االولمتتالية   (𝑢𝑛) حل التمرين الثاني: 𝑢0  حسابية ح = ها    2 𝑟  واساس = 4. 

 .𝑛 بداللة    𝑢𝑛 كتابة عبارة الحد العام .1

0nنعلم أن عبارة الحد العام العم لمتتالية حسابية تكتب من الشكل :
u u nr   :2بالتعويض نجد 4

n
u n   

 . 𝑢39و     𝑢2ثم احسب       (𝑢𝑛).عين اتجاه تغير المتتالية  2

,4أساس هذه المتتالية موجب تماما اتجاه التغير: بما أن  0r r اذن متتالية متزايدة 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com
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 . نعوض في عبارة الحد العام 𝑢39و     𝑢2حساب: 

2

39

2 4(2) 2 8 10
2 4(39) 2 156 158

u

u

    
    

  

𝑆𝑛    : حيث 𝑆𝑛المجموع    𝑛  احسب بداللة .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 

0 1

0

2

...

( 1)
2

2 2 4( 1)
2

4 4( 1)
2

( 1)(2 2 )
2 4 2

n n

n

S u u u

u u
n

n
n

n
n

n n

n n

   

    
 

     
 

    
 

  

  

  

′𝑆      : حيث   ′𝑆احسب المجموع .4 = 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯+ 𝑢39 

2 3 39' ...
158 10(39 2 1) 3192

2

n
S u u u   

     
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهى التصحيح

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com
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 ة واحدةالمدة:ساع /     علوم تجريبية شعبة  /           ثانينموذج الفرض ال

 التمرين الأول : 

في هذا التمرين يوجد ستة أسئلة كلها مستقلة 

.:ادرس اتجاه تغيّر كلّ من المتتاليات المعرفة كما يلي 

، من  nمن أجل كلّ  أ( n

1
u n² 1

2
          من أجل كلّ  (بn  من ،

n n

n
u

5
  

، من  nمن أجل كلّ  (ج
nu 2n² 2n 5    

.من بين المتتاليات nu تالية، عيّن المتتاليات الحسابية:ال المعرفة على 

 أ(
nu 5n 12                 ب )

nu n² n 1                    0 (ج

n 1 n

u 4

2u 2u 3


  

 

. nu  متتالية حسابية حيث
5u 4 و

10u 11  .عيّن هذه المتتالية . 

. من بين المتتاليات nu التالية، عيّن المتتاليات الهندسية: المعرفة على 

n أ(

nu 2                        )ب n

nu 3 7                   0( ج

n 1 n

u 2

u 3u 1


  

 

. nu  3متتالية هندسية بحيثu 24 5وu 96 .عيّن هذه المتتالية . 

. nu  متتالية حسابية حدّها الأوّل
0u 1  ومجموع الحدود الأولى لها هوS   :حيثS 1 8 15 ... 603    . 

86علما أن: Sأحسب         603u   

ثانيالتمرين ال : 

 كما يلي: 2020يتوزع سكان ولاية معينة سنة 

 450000 دن.نسمة يسكنون الم 

 250000 .نسمة يسكنون الريف 

 نسمة كلّ سنة. 10000وأنّ عدد سكان الريف يزيد بـ  %5نفرض أنّ عدد سكان المدن يزيد بنسبة 

 سنوات. 5احسب عدد سكان كلّ فئة بعد  .1
 اوز عدد سكان الولاية مليون نسمة.في أية سنة يتج .2

 

 انتهى الموضوع
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 علوم تجريبية-تصحيح الموضوع الفرض الثاني

 حل الموضوع الأول:

 1.نطبقّ الطريقة. 

لدينا    2

n 1 n

1 1 1
u u n 1 1 n² 1 n

2 2 2


         . 

. وبالتالي المتتالية، من nمن أجل كلّ  nu ايدة.متز 

 .2بما أنّ حدود المتتالية موجبة تماما، يمكن تطبيق الطريقة ب( 

 لدينا  

nمن أجل كلّ  1 ،n 1 5n  منه .n 1
1

5n


. 

وبالتالي المتتالية nu .متناقصة 

متتاليةالح(  nu  معرفة بالشكل nu f n  حيث ، f x 2x² 2x 5   3. يمكن تطبيق الطريقة. 

، من x. ومن أجل كلّ معرفة على  fالدالة  f ' x 4x 2 . 

بدراسة إشارة  f ' x:نجد ، 

        0,5            x 
           +     0          -    f ' x  

                   5,5            f x 
 

على المجال  0,5; ،0 f ' x الدالة ،f  متزايدة على المجال 0;. 

وبالتالي، المتتالية nu . متزايدة 

. أ( الحدّ العام من الشكّلn 0u u nr 0، حيثu 12 وr 5 . 

وبالتالي، nu  ها األوّل ها 12متتالية حسابية حدّ  .5وأساس

 

0uلدينا: ب(  1  ،1u 3  ،2u 7  ّ1ونالحظ أن 0 2 1u u u u  . 

وبالتالي، nu  .ليست متتالية حسابية 

 

n،  من  nلدينا من أجل كلّ ح(  1 n2u 2u 3   ونكتب .
n 1 n

3
u u

2
  . 

n 1 nu u 0  

nn 1
n 1

n 1

n
n

n 1

u n 1 5 n 15
nu n 5n5

5







 

   
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،من  nالمتتالية تحقق: من أجل كلّ 
n 1 nu u r  . 

  nu 3متتالية حسابية ذات األساس

2
. 

. ليكنr أساس هذه المتتالية و
0u .ها األوّل  حدّ

لدينا  10 5u u 10 5 r     11أي 4 5r  . 

rومنه  3  أساس المتتالية . nu  3هو 

لدينا أيضا  5 0u u 5 3      أي
04 u 15 . 

ومنه 
0u 19  هو  .19. الحدّ األوّل للمتتالية 

نستنتج أنّ  nu  ها األوّل ها  19هي المتتالية  التي حدّ  .3وأساس

، nوبمعنى آخر، من أجل كلّ عدد طبيعي 
nu 19 3n . 

. من الشكل  أ( الحدّ العامn

n 0u u q  مع
0u 1 وq 2. 

وبالتالي،  nu  ها  .2متتالية هندسية أساس

بنفس الطريقة، نستخلص أنّ ب(  nu 7هامتتالية هندسية أساس. 

ال يمكن وضعح( 
n 1 nu 3u 1   على الشكل

n 1 nu qu   مع(q 0وبالتالي .) nu .ليست متتالية هندسية 

.  ليكنq 0أساس هذه المتتالية وu .ها األوّل  حدّ

5لدينا  3

5 3u u q
  96أي 24q²  ونجدq² 4. 

qومنه  2   أوq 2. 

  من أجلq 2  لدينا أيضا ، 3

3 0u u 2    أي 3

024 u 2   . 
0uومنه  3 . 

  من أجلq 2 3، لدينا أيضا

3 0u u 2   3أي

024 u 2  . 
0uومنه  3. 

هندسيتان حيث  ه توجد متتاليتان  3uنستنتج أنّ 24 5وu 96: 

ها  ها األوّل  2المتتالية التي أساس ها  3وحدّ ها األوّل   2والمتتالية التي أساس  .3وحدّ

. nu  ها األوّل 0uمتتالية حسابية حدّ 1  ها هو Sحيث:   Sومجموع الحدود األولى ل 1 8 15 ... 603     

86علما أن: .Sحساب 603u   

ة هو €نالحظ  1تب على الشكل:اليجاد الحد الموالي: و بالتالي عبارة الحد العام تك 7ألن كل مرة نضيف  7أن أساس هذه المتتالي 7
n

u n   و.

0u 1. 
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اذن: 

86 01 8 ... 603 (86 0 1)
2

603 187 26274
2

u u
S

         
 

   
 

  

 حل الموضوع الثاني:

1 .n ليكنعدد طبيعي . 
nR مقدرا باآلالف، و ،عدد سكان  الريف

nU عدد سكان المدن و
nT  العدد اإلجمالي لسكان الوالية في السنة

 2005 n. 

لدينا 
0U 450 و

0R 250. 

  ّكلّ سنة، إذن: %5المدن يزيد بنسبة سكان عدد بما أن 
n 1 n n nU U U 0,05 1,05 U      

المتتالية nU متتالية هندسية أساسهاq  حيثq 1,05  :وبالتالي 

n n

n 0U U q 450 1,05  . 

5ومنه 

5U 450 1,05 574  . 

  آالف نسمة كلّ سنة، إذن: 10بـ  يزيدبما أنّ سكان الريف 
n 1 nR R 10   

المتتالية nR متتالية حسابية أساسهاr  حيثr 10  :وبالتالي 

n 0R R nr 250 10n    

5Rومنه  250 10 5 300   . 

. نجد أنّ عدد سكان الوالية سيتجاوز مليون نسمة في السنة 2 2005 9  2014أي. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهى التصحيح

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


5min Maths       نماذج امتحانات الفصل الثالث        مجلة 
 

 ساعتانالمدة: /     علوم تجريبية شعبة  /           اختبار الفصل الثالثنموذج 

 التمرين الأول : 

.I  المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس( ; , )O i j.  

)لتكن  1,2), ( 2,1), (2, 1)A B C     ثلاث نقط من المستوي 

 .قائم ABCبرهن ان المثلث .      

.II1. الشعاع الناظمي للمستقيم  أوجد( )D 3الذي معادلته 5 0x y  .  

)ماهي وضعية.2 )D  بالنسبة للمستقيم( ')D 2الذي معادلته 6 12 0x y  . 

)أكتب معادلة المستقيم .3 '')Dو يوازي  المبدأ  الذي يشمل الذي يشمل( )D. 

ثانيالتمرين ال : 

المتتالية العددية nu :0معرفة كما يلي 1u  من أجل كل عدد طبيعي وn   :1 فإن
3 2
4n nu u  . 

 . 3uو  1u  ،2u.أحسب 1

. بيّن أن المتتالية2 nu.متزايدة تماما 

3. nvالمتتالية العددية المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn: 8 بـn nv u  . 

بيّن أن -أ         nv. متتالية هندسية  يطلب تحديد أساسها وحدّها الأول 

أكتب عبارة -بـ         
nv بدلالةn ثم إستنتج ،

nu  بدلالةn.أحسب 
lim n

n
u

. 

0حيث :    nSالمجموع n.أحسب بدلالة4 1 ...n nS v v v      

ثالثالتمرين ال :  

ABCDEFGH .مكعب في الفضاء 

ABنضع  i  ،AD j وAE k؛ ونزود الفضاء بالمعلم , ; ;A i j k. 

في المعلم Hو C  ،F  ،Gعيّن إحداثيات النقط  .1 , ; ;A i j k. 

اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم .2 BH .ثمّ عيّن معادلتين له                

لتكن النقطة .3 4, 3; 3L    

 في استقامية Lو B  ،Hبين أن النقط  أ ـ

اكتب معادلة للمستوي  ب ـ p الذي يشمل النقطةL  ويوازي المستوي , ;p A j k.                                         انتهى الموضوع 
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 شعبة علوم تجريبية –لث حل نموذج اختبار الفصل الثا

 حل التمرين الأول:

.I  علينا حساب ,AB AC .
1
1

AB
 
  

و   
3

3
AC

 
  

.و منه:   3 3 0AB AC      :أيAB AC اذن المثلثABC  قائم 

.II1. الشعاع الناظمي للمستقيم  داجاب( )D 3الذي معادلته 5 0x y  .  

3vالشعاع الناظمي هو:  i j   

). وضعية2 )D  بالنسبة للمستقيم( ')D 2الذي معادلته 6 12 0x y  . 

)لدينا شعاع توجيه المستقيم   ')D 6هو 2u i j     :و منه/ /u v   :ينتج عليه( ) / /( ')D D  

)و بالتالي  )D  و ( ')D مستقيمان متوازيان. 

).أكتب معادلة المستقيم 3 '')D الذي يشمل الذي يشمل  المبدأ و يوازي( )D. 

)لتكن , )M x y نقطة من المستقيم( '')D   و منه./ /OM v :يشمل  المبدأ(   أي(
3

1
x

y 
  

يعني:
( 1) (3) 0

3 0
3 0

x y

x y

x y

  
  
 

  

)و بالتالي معادلة المستقيم   '')D  :3هي 0x y . 

 حل التمرين الثاني:

المتتالية العددية nu:0 معرفة كما يلي 1u  من أجل كل عدد طبيعي وn 1   :فإن
3 2
4n nu u   . 

 . 3u و 1u ، 2u الحدود باحس (1

1 0
3 3 3 112 1 2 2
4 4 4 4

u u                   ،2 1
3 3 11 33 652 2 2
4 4 4 16 16

u u                   3و
323
64

u     

أن المتتالية ..تبيان2 nu1: علينا اثبات أنه: تماما زايدةمت 0
n n

u u   

     3. nvالمتتالية العددية المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn: 8 بـn nv u  . 

تبيان أن -أ         nvها األولتحديد أساسها وحدّ  مع  متتالية هندسية . 
  :nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :                      

 1 1
3 3 3 3 8 3 38 2 8 6 8
4 4 4 4 4 4n n n n n n nv u u u u u v 


            . 

n ،1كل عدد طبيعي من أجل أي :
3
4n nv v  . إذن المتتالية nv أساسها  هندسية 

3
4

q   ّ0ها األولوحد 0 8 7v u    . 

 : nبداللة nvكتب عبارةأ -ـ ب        

n :0من أجل كل عدد طبيعي            
n

nv v q   : 37و منه
4

n

nv
    
 

. 
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كتابة           
nu  بداللةn: 

n :8nمن أجل كل عدد طبيعي             nv u   : 8 و منهn nu v  : 37. إذن 8
4

n

nu
     
 

. 

limحسبأ -  جـ         n
n

u


: 

                3lim lim 7 8 8
4

n

n
n n

u
 

        
   

3lim ألن :         0
4

n

n

   
 

 الحظ أن : )   
30 1
4

 ) . 

المجموع حساب  (2
nS بداللةn : 

 

1

1

0 1 0

31
1 4... 7

31 1
4

n

n

n n

q
S v v v v

q





                           

 ، إذن :  

1328 1
4

n

nS

         
 

 حل التمرين الثالث:

إحداثيات النقط  .1 1;1;0C  ، 1;0;1F  ، 1;1;1G و 0;1;1H 

لدينا  .2 1;0;0B و 0;1;1H إذن 1;1;1BH   ومنه BH  :
1 1
0 1
0 1

x k
y k
z k

   
 

ومعناه  
1x k

y k
z k

  


k .مع  1 0
1 0

x y
x z
  
   

 أ ـ .3 3, 3; 3BL    3ومنهBL BH   إذن النقطB  ،H وL .في استقامية         

للمستوي معادلة ب ـ   p  4هيx  
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ساعتانالمدة: /     علوم تجريبية شعبة  / *مقترح*اختبار نموذج 

 التمرين الأول :

 : اختر الاجابة الصحيحة مع التعليل في كل ما يلي

1)     𝐶, 𝐵, 𝐴   ثلاثة نقط من المستوي حيث :  𝐴(−2; 1) (1; 3) ,  𝐵(4.5)  ,  

 : نسبته 𝐵 الى 𝐶 ويحول  𝐴الذي مركزه  ℎالتحاكي

𝑘        ( أ = 𝑘ب(                    2− = 𝑘           ج(             2 = 12
𝛼من اجل كل    (2 ∈  ℝ لدينا :

𝑐𝑜𝑠2𝛼  ( أ = 1+cos2𝛼2     )ب𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1−cos2𝛼2         )ج𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1+2 cos𝛼2 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗من المستوي التي تحقق    𝑀مجموعة النقط  (3 ⃗⃗ .𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = : هي  0

.(𝐴𝐵)  المستقيم   ج(          𝐴𝐵ب(       الدائرة التي قطرها        [𝐴𝐵]محور القطعة  ( أ

ثانيالتمرين ال :

 (𝑢𝑛)  ها الاول متتالية حسابية حد  𝑢0 = 𝑟  واساسها    1− = 2. 

𝑢𝑛 اكتب عبارة الحد العام  (5 .𝑛 بدلالة    
. 𝑢119و     𝑢4ثم احسب       (𝑢𝑛)عين اتجاه تغير المتتالية  (6

𝑆𝑛      : حيث 𝑆𝑛المجموع    𝑛  احسب بدلالة  (7 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛
′𝑆        : يثح   ′𝑆احسب المجموع (8 = 𝑢4 + 𝑢3 + ⋯+ 𝑢119
ثالثالتمرين ال :

,   𝑂; 𝑖)المستوي منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑗  ) .

;𝐴(3نعتبر النقط     2)     ,    𝐵(2;−2)  ,    𝐻 (92 ; 12)  . (Δ)   المستقيم الذي يمر بالنقطة𝐵 ,  𝑢⃗ (   .اظمي له شعاع ن    (1−1

,𝐶علم النقط    (1 𝐵, 𝐴     والمستقيم(Δ)   .في المعلم السابق

𝑥بين ان  (2 − 𝑦 − 4 =    .(Δ)معادلة للمستقيم            0

.   (Δ)  احسب المسافة بين النقطة     والمستقيم (3

  . (Δ)على المستقيم     𝐴للنقطة  المسقط العمودي  𝐻بين ان النقطة  (4

  . (Δ)  والمستقيم   𝐴احسب بطريقة ثانية المسافة  بين النقطة   (5

.   3وطول نصف قطرها     𝐴التي مركزها    (𝐶)عين معادلة للدائرة   (6
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𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ )         : من المستوي  حيث  𝑀عين ثم انش ئ مجموعة النقط    , [𝐴𝐵]منتصف القطعة   𝐼نعتبر النقطة    (7 ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ).𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0    

 

 

 

 

 

 انتهى الموضوع
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 ساعتانالمدة: /      تقني رياضي +رياضياتشعبة  /          اختبار الفصل الثالثنموذج 

 التمرين الأول : 

المستوي منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j ،m وسيط حقيقي 

( )
m

 :مستقيم معادلته( 1) (2 3) 5 0m x m y    . 

)و المستقيم   A(1;5)حتى تكون المسافة بين النقطةm.عين قيمة 1 )
m

.معدومة 

)و المستقيم  B(5;1)حتى تكون المسافة بين النقطةmعين قيمة  .2 )
m

  4تساوي. 

ثانيالتمرين ال : 

ب حدود  متتابعة لمتتالية هندسية. عيّن هذه الأعداد علما أنّ: بهذا الترتي  a ،b ،cالأعداد  
ac 10b

a b c 35


   

 

ثالثالتمرين ال : 

( )S (4;3;2)اسطح كرة مركزه   5و نصف قطرها. 

).اكنب معادلة سطح الكرة1 )S. 

).اكتب معادلة المستقيم2 )D الذي يشمل النقطةO و شعاع توجيههk . 

)أوجد نقطة تقاطع .3 )Dمع( )S. 

رابعالتمرين ال : 

 :عرض عليه البنك كيفيتينف .دينار 50000مبلغ  إيداعشخص  أراد

 أيمن المبلغ الابتدائي،   %5,5 كلّ سنة بمبلغ ثابت يساوي يستفيد في السنة، حيث  %5,5بفوائد بسيطة قدرها  يداعال  .1
 دينارا.  2750

من المبلغ المدخر في السنة الجارية.  5%كلّ سنة بمبلغ يساوي  هرصيدفي السنة، حيث يزيد  5%بفوائد مركبة قدرها  يداعال  .2
 .فالزيادة في هذه الحالة ليست ثابتة

I .نسمي :الكيفية الأولىnS المبلغ المدخر بعدn .سنة 

 .3Sو 2Sو 1Sو 0Sاحسب .1

nاحسب أ(  .2 1S  بدلالةnS.  
استنتج طبيعة المتتالية ب(      nS. 

 .nبدلالة  nSعبّر عن ج(    

II. نسمي  :الكيفية الثانيةnC  المبلغ المدخر بعدn .سنة 

 .3Cو 2Cو 1Cو 0Cاحسب .1
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1nC أ( احسب .2   بدلالةnC. 
المتتاليةطبيعة استنتج ب(      nC. 

 .nبدلالة  nCعبّر عن ج(   
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 حل نموذج الاختبار / شعب : رياضيات + تقني رياضي

 حل التمرين الأول:

( )
m

 :مستقيم معادلته( 1) (2 3) 5 0m x m y    . 

)و المستقيم   A(1;5)حتى تكون المسافة بين النقطةmعين قيمة ت.1 )
m

.ة  معدوم

)معناه  )
m

A  أي :
5( 1) (2 3) 5 0
7( 1) 0 1

m m

m m

    
    

  

1mأجل اذن من      (1;5)المسافة بين النقطةتكونA   و المستقيم( )
m

.ة  معدوم

)و المستقيم  B(5;1)حتى تكون المسافة بين النقطةmعين قيمة ت .2 )
m

 4تساوي. 

 

 

 

2 2

2

2

2 2

2 2 2

2

11 9
( ), 4

( 1) (2 3)

11 9
4

( 1) (2 3)

11 9 16 ( 1) (2 3)

1
41 38 79 0 79

41

m

m
d B

m m

m

m m

m m m

m

m m
m


  

  

 
  
    

      
 

    


  

ة  :وبالتالي  )و المستقيم  B(5;1)حتى تكون المسافة بين النقطةmقيم )
m

 أو    :هي.4تساوي 
1

79
41

m

m

 





 

لثاني:حل التمرين ا  

ها ب حدود  متتابعة لمتتالية هندسيةبهذا الترتي  a ،b ،cاألعداد   هذه األعداد علما أنّ: 1أكبر من أساس . عينّ 
ac 10b

a b c 35


   

 

a.2 :حسب خاصسة الوسط الحسابي ادينا c b  و بالتالي: 
2

ac 10b b 10b b 10

a b c 35

     


  
 

ها متتالية هندسية يعني€و بما  /€: أن .b
a c b q

q
  نعوض نجد :€

. 35

10 10 10 35

b
a b c b b q

q

q
q

     

  
 qيعني تصبح المعادلة بداللة   

210 :م نجداقنوحد الم ةاليتتأساس هذه الم€ 10 10 35q q q    210 :أي 25 10 0q q   

1: اذن
2

q   2 اوq  2  أخدادن نq  و نجد :€
10 5
2

. 2*10 20

b
a

q

c b q

  

  
,5:و منه  10, 20a b c    

:حل التمرين الثالث  
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( )S (4;3;2)اسطح كرة مركزه   5و نصف قطرها. 

)معادلة سطح الكرة .1 )S:2 2 2( 2) ( 3) ( 4) 25x y z       

)معادلة المستقيم .2 )D الذي يشمل النقطةO ه )فهو حامل المحور  . kو شعاع توجيه ; )O k و هو ناتج من تقاطع 

:ن المستويي 
 
 

; ,

; ,

P O i k

P O j k
 :معادلته اذن  

0
0

x

y


 

 . 

)نقطة تقاطع  .3 )Dمع( )S ققتح: 
2 1

( 4) 25
9

z
z

z

 
     

)يتقاطعو منه  )Dمع( )S في النقطتين   0;0;9 , 0;0; 1B A  . 

 حل التمرين الرابع:

I. :الكيفية األولى 

 لدينا:. 1

  
0S 50000  ،

1S 52750  ،
2S 55500  ،

3S 58 250 

بالتمعّن في الحدود . أ( 2
0S و

1S و
2S و

3S  2بإضافة  له اليتنمّر من حدّ إلى الحدّ النالحظ أننا ة،  750  :وبصورة عام

، من  nمن أجل كلّ 
n 1 nS S 2 750   

معنى ذلك أنّ  nS ها األوّل متتالية حسابية حدّ
0S 50000 ها rوأساس 2 750. 

n، من  nمن أجل كلّ ب(       0S S nr 50000 2750n   . 

II. :الكيفية الثانية 

 . لدينا:1

  0C 50000  ،1C 52 500  ،2C 55125  ،3C 57 881,25 

ة:1,05 الضرب فيب له اليتنالحظ أننا نمّر من حدّ إلى الحدّ ال 3Cو 2Cو 1Cو 0C. أ(  بالتمعّن في الحدود2  ،  وبصورة عام

، من  nمن أجل كلّ 
n 1 n n n

5
C C C 1,05 C

100
      

 لك أنّ معنى ذ nC  ها األوّل هندسيةمتتالية 0Cحدّ 50000 ها qوأساس 1,05. 

، من  nمن أجل كلّ ب(        nn

n 0C C q 50000 1,05   . 
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 ساعتانالمدة: /      تقني رياضي+رياضياتشعبة  /    *مقترح* اختبارنموذج 

 التمرين الأول : 

ABCD 1مربع طول ضلعهcm . c نصف دائرة قطرها AB  مركزهاO .خراج المربع 

المستقيمان    OD و OC  يقطعان c في النقطتينE وF  الشكل ( . على الترتيب )أنظر 

أ(   برهن أن   (1   محور القطعة AB . هو محور تناظر للشكل 

استنتج أن المستقيمين  ( ب DC و EF . متوازيان 

2) h التحاكي الذي مركزهO  ويحول النقطةD  إلى النقطةE . 

 . hبالتحاكي  Cأ( ما هي صورة 

5هي :  hب( برهن أن نسبة التحاكي        
5

  . 

على Fو Eالمسقطين العموديين للنقطتين  Kو H( لتكن النقطتان3 AB . 

)أ(   بين أن      )H h A  و استنتج صورةK . 

 مربع . EFKHب(  برهن أن الرباعي    

 . EFKHو  ABCDج(  قارن بين مساحتي المربعين 

ثانيالتمرين ال : 

  A(2 ;1) , B(5.7) , C(3,-1)في المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس نعتبر النقط: 

,𝑀(𝑥( مجموعة النقطEلتكن ) 𝑦)       من المستوي التي تحقق𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =   [𝐵]هي دائرة قطرها   (𝐶)و     27

. 𝐵⃗ثم أحسب  𝐴𝐶و  𝐴𝐵.حسب الأطوال 1  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  𝐵𝐴𝐶̂للزاوية  0.01استنتج قيمة مقربة إلى  ; ⃗ 

 ((𝐶)مركز الدائرة  N)سمي  (𝐶) (  وE.أكتب معادلة  لكل مجموعة )2

 (C( و )E.أدرس وضعية )3           

 B( عند النقطة C.اكتب معادلة المماس للدائرة )4

ثالثالتمرين ال : 

ليكن D المستقيم الذي يشمل النقطة 1;2;1A  ويوازي الشعاع 1; 1;2u   ليكن المستقيم، و   

المعرف بِـ : 
10 0

2 4 0
x y z

x y z

   
    

 . 

( عين التمثيل الوسيطي للمستقيم 1 D . 

( عين تقاطع2 D  مع  . 

 اقلب الصفحة

A B 

D C 

F E 

O 

c) 
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رابعالتمرين ال : 

( )
n

v :متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية 

                                             
 2 2

1

0

3 2

1
2

n n
v a v a a

v


    






  

       a عدد حقيقي 

)بحيث تكون  a( عين قيمة 1 )
n

vمتتالية حسابية 

)بحيث تكون  a( عين قيمة2 )
n

v.متتالية  هندسية 
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