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  Polynésie, juin 1999 (1التمرين)   
n :( بين انه من اجل كل عدد طبيعي1) 3  2 1   n   7يقبل القسمة على   

استنتج ان     3 12 2   n    و  7مضاعف لـ 3 22 4   n     7مضاعف لـ 
 7على  2n(عين بواقي قسمة 2)
عدد طبيعي و نعتبر  pليكن (3)

p
A 2 : حيث 32 2 2p p p

p
A     

 إذا كان )أ(  3p n   فما هو باقي قسمة
p

A  7على 
3بين أنه إذا كان (ب)   1p n    فان

p
A   7يقبل القسمة على 

3ادرس الحالة  (ج)   2 p n   
1000100010000b  : المكتوبان في النطام الثنائي على الشكل   و   نعتبر   (4)       و  1001001000a   

من الشكل     و    تحقق أن  
p

A   ؟ 7هل يقبلان القسمة على 

 
 Polynésie, juin 1999 (1التمرين) حل

لنضع  p n خاصية ال 32 1n      7مضاعف لـ 
نستعمل البرهان بالتراجع على  (1) p n 0: الخاصية صحيحة من اجلn   لان 3 02 1 0   7مضاعف لـ  

ان   :اي nنفرض الخاصية صحيحة من اجل كل    32 1 0 7n    ومنه نستنتج أن 32 1 7n     ونبرهن ان 
     3 1

2 1 7
n   اي 3 32 1 7n   

لدينا    32 1 7n    و منه 3 3 32 2 2 7n     اي ان 3 32 8 7n   يعني  وهذا 3 32 1 7n  
3إذن  3(2 1)n   و منه الخاصية صحيحة من اجل كل عدد طبيعي  اذن   7مضاعف لـ 32 1n   7مضاعف لـ  

 
 : 7على  2دراسة بواقي قسمة  (2)
   02 1 7   و 12 2 7 و  22 4 7    و 32 1 7  

 : من اجل : و منه  3تشكل متتالية دورية دورها هو  7على  2إذن بواقي قسمة  3n k  : n2 1 7   
 و من اجل  3 1n k   : n2 2 7    3من اجل و 2n k    : n2 4 7  

 
3p( )أ( إذا كان3) n     3منه 6 92 2 2n n n

p
A      حيث 3k2 1 7  منه 1 1 1 7

p
A     

أي    3 7
p

A   
3ب( إذا كان)   1p n      3منه 1 6 2 9 32 2 2n n n

p
A

         منه 2 4 1 7
p

A       
أي          0 7

p
A  7منه مضاعف لـ 

3ج( إذا كان)   2p n       3فان 2 6 4 9 182 2 2n n n

p
A

        
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فان     3 2 1 1 3 3 63 22 2 2
n nn

p
A

      منه 4 2 1 7
p

A      أي 0 7
p

A    7منه مضاعف لـ

9( في النظام الثنائي4) 6 31 2 1 2 1 2a        2اذن 32 2 2p p p
a          3معp 

PAمن الشكل       اذن      

12لك   وكذ   8 41 2 1 2 1 2b          2أي 32 2 2p p p
a      4معp  اذنbمن الشكل

PA

3pلأن   7لا يقبل القسمة على   aالعدد  n      و لدينا في هذه الحالة 3 7
p

A       اذن 3 7a   
3لأن   7يقبل القسمة على  bالعدد  1p n  و  1n     وفي هذه الحالة 0 7

p
A     ن  اذb    7مضاعف لـ

9Liban, juin 199 : (2)التمرين

ونضع :  nنعتبر العدد الطبيعي غير المعدوم   
 4 3a n   5و 2b n   و;d PGCD a b 
. مقابل( أتمم الجدول ال1)  
           dماذا يمكن الاسنتاج بالنسبة للعدد  
5( احسب 2) 4a b  ثم استنتج القيم الممكنة لـd           
E     :7ر المعادلة : ( نعتب3) 4 3k n  

 عددان طبيعين غير معدومين  kو  nحيث  
n;ثم جميع الحلول  E)أ( عين حلا خاصا للمعادلة    k  لها
n;)ب( استنتج جميع الثنائيات الطبيعية    k   حلولE   4بحيث 3 7n k

5بحيث يكون n( عين جميع الاعداد الطبيعية4)  2n  7يقبل القسمة على  
 7dبحيث يكون  r. استنتج من الأسئلة السابقة  قيمة العدد  7على  nباقي القسمة الاقليدية للعدد  rليكن ( 5)  

؟  1d  يكون rمن أجل أي قيمة للعدد  -

Liban, juin 1999 (2)حل التمرين 

( إتمام الجدول :1)  
1يظهر انه لما  7n  7فانd   لا فان  1dوا 

5( حساب 2) 4a b  
5 4 20 15 20 8 7a b n n  5اذن 4 7a b

d يقسم العددينaوbومنهd 5يقسمa 4و يقسمb

5ومنه يقسم    4a b   أي انd  7لقسم 
7او  1هي  dومنه نستنتج ان القيم الممكنة لـ 

n a b d

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

n a b d

8 35 42 7

9 39 47 1

10 43 52 1

11 47 57 1

12 51 62 1

13 55 67 1

14 59 72 1

15 63 77 7

16 67 82 1

17 71 87 1
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(3     )7 4 3k n    E  

  Eحل خاص للمعادلة 1;1)أ(  نلاحظ ان الثنائية 

 ومنه نجد :  
7 4 3

7 1 4 1 3

k n

   
7اذن      1 4 1 0k n 

7ومنه  1 4 1k n   7يقسم   4وهذا يعني 1k   
 فحسب مبرهنة   7لا يقسم  4وبما أن    
1أي ان   1kيقسم   4غوص فان  العدد   4k p   

1وبنفس العمل نجد :     7n p  

n;ومنه مجموعة الحلول   k : هي 
1 7

,
1 4

n p
p N

k p
 

n;)ب( استنتاج جميع الثنائيات الطبيعية    k    :4بحيث 3 7n k   7أي ان 4 3k n  ومنه 

      (1 4 0k p     1و 7 0n p  1(  معناه/ 4

1/ 7

p

p
  0pاذن    

1اذن الثنائيات التي تحقق هي :      7 ;1 4p p    0حيثp  
5بحيث   n( تعيين الاعداد الطبيعية4)    2n  5: أي  7يقبل القسمة على 2 0 7n 
 ليكن جدول بواقي القسمة التالي :   

... 7n 0 1 2 3 4 5 6 

5 2 ... 7n 2 0 5 3 1 6 4 

5من الجدول ينتج ان  2n  1اذا كان  7يقبل القسمة على 7n  7أي ان 1n m   حيثm طبيعي 
 
7n(  لدينا 5)   r  ( لدين3ومن الأسئلة السابقة )  4ا 3 7n k  1عندما 7n  

5وأيضا يكون          2 7n k   1عندما 7n  
1وبالتالي  لما يكون      7n أي (1r   فان العددين )a  وb  7ومنه   7يقبلان القسمة علىd  

  1dوبالتالي   7لا يقبلان القسمة على  bو  aالعددان  rمن اجل كل القيم الأخرى للعدد  -  

 
 

 France Juin 1999  (3)التمرين
n  4عدد طبيعي ، نعتبر الاعداد 10 1n

n
a     ،2 10 1n

n
b    ،2 10 1n

n
c    

 . 3a  ,3b  ،3cو  2cو  2a  ,2bو  1a  ,1b  ,1c( )أ( احسب 1)
 ncو naدان بكم رقم في النظام العشري يتكون العد -)ب(     

 عدد اولي .3b، و ان  3يقبلان القسمة على   ncو naبين ان  -       
2nر معدوم :  غي  n)ج(بين انه من اجل كل عدد طبيعي  n n

b c a   
  6aاستنتج تحليلا الى جداء عوامل أولية للعدد-    

غير معدوم :n)دـ( بين انه من اجل كل عدد طبيعي    ; ;2
n n n

PGCD b c PGCD c  
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)هـ( استنتج ان    
nb  وnc   . اوليان فيما بينهما 

المعادلة  2( نعتبر في المجموعة 2)    3 3 1...b x c y E   
)أ(بين ان المعادلة      E 2تقبل على الأقل حلا في. 
خوارزمية اقليدس للعددين )ب( استعمل       

3b  ،3c  ثم عين حلا خاصا  للمعادلة E، 
 هذه المعادلة . 2)ج(  حل في    

 
 France Juin 1999  (3)التمرينحل     
    4 10 1n

n
a     ،2 10 1n

n
b    ،2 10 1n

n
c    

1( )أ( حساب الاعداد : 1) 39a   ,
1 19b   ,

1 21c   2و 399a   ,
2 199b   و

2 201c   و
3 3999a   ,3 1999b   ،3 2001c  . 

)ب( من تعريف الكتابة العشرية لعدد يمكن القول ان    
na و

nc   لهما 1n رقما 
تبيان ان  -   

na و
nc   لدينا  3يقبلان القسمة على : 10 1 3  ومنه 10 1 3n   

و     4 1 3  ومنه 4 10 1 0 3n     اذن 0 3
n

a   وهذا يعني
na    3يقبل القسمة على 

و  10 1 3n    و 2 1 3   ومنه 2 10 1 0 3n     اذن 0 3
n

c   وهذا يعني
nc  3يقبل القسمة على 

1999لدينا  عدد اولي :3bتبيان ان     44,7 . 
لا يقبل القسمة على اي من الاعداد التالية  1111العدد    1;2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41;43    

 عدد اولي3bفهو اذن اولي  ومنه 
2n)ج( تبيان ان :    n n

b c a   بتعويض
nc  و

nb  
      2 10 1 2 10 1n n

n n
b c      . 

    2 2 2

22 10 1 4 10 1n n

n n nb c a          2ومنهn n n
b c a  

2n: من المساواة   6aاستنتاج تحليل الى جداء عوامل أولية للعدد-   n n
a b c  نجد 

      6 3 32 3
1999 2001 1999 3 23 29a a b c          

)دـ( تبيان ان :       ; ;2
n n n

PGCD b c PGCD c  2: لدينا 10 1n

n
b    ،2 10 1n

n
c     

2ومنه      10 1 2 10 1 2 2n n

n n
c b           2اذن

n n
c b   1ومنه 2

n n
c b    وبالتالي نجد 

        ; ,2
n n n

PGCD b c PGCD c  
اوليان فيما بينهما :  نضع   ncو  nb)هـ( استنتاج ان   ;

n n
d PGCD b c  ومنه ;2

n
d PGCD c  وبما ان

2 10 1n

n
c     فانه فردي وبالتالي ;2 1

n
d PGCD c   ان أي ; 1

n n
d PGCD b c   وبالتاليnb  

 اوليان فيما بينهما  ncو
2)   3 3 1...b x c y E   1999. وهذه تعني 2001 1x y   3 1999b   ،3 2001c  نهما اوليان فيما بي  
اي    1999;2001 1PGCD   و منه حسب مبرهنة بيزو المعادلة E  2تقبل على الأقل حلا في . 
 ثم القسمات المتتابعة بخوارزمية اقليدس نجد : 3bعلى  3c: بقسمة 3b  ،3c)ب( خوارزمية اقليدس للعددين    
  3 3  2001 1999 1 2   2c b       3و   1999 2 999 1b        3اذن 3999   999   2 999c b    
3ومنه     3999   999    ( 3 1)c b b     3ومنه ينتج 31000 999 1b c   
اذن    1000; 999   حلا خاصا للمعادلة E، 

 المعادلة : 2)ج(  حل في    
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3لدينا     3

3 3

1000 999 1

1

b c

b x c y

 
  

بالطرح نجد :     3 31000 999x b y c   )*(... 

 
3b  يقسم  3999 y c   وبما ان

3b  ،3c  اوليان فيما بينهما فانه حسب مبرهنة غوص
3b يقسم 999 y  ومنه

3999 .y b k   999ومنه 1999y k    
في )*( نجد وبالتعويض     3 3 31000 .x b b kc   ومنه  31000 .x kc  
31000اذن    .x c k   : 1000وبالتالي 2001.x k   
اذن مجموعة الحلول هي :        1000 2001. ; 999 1999k k    
 

  Asie Juin1999: (4)التمرين
المعادلة :   2نعتبر في المجموعة  8 5 1...x y E   

( جد حلا خاصا للمعادلة 1) E  هذه المعادلة . 2، ثم حل في المجموعة 

8يحققان :  bو  aعددا طبيعيا حيث يوجد عددان طبيعيان  N( ليكن2) 1

5 2

N a

N b

 
  

 . 

)أ( بين ان الثنائية  ;a b  حل للمعادلة E. 
 . 44على N)ب( جد باقي القسمة الاقليدية للعدد

8 المعادلة :2( حل في المجموعة 3) 5 100x y  
قطع  8قطعة نقدية لفندق ،حيث دفع كل ذكر  144( في القرن الثامن ، دفع مجموعة من الاشخاص من الجنسين 4)

 قطع نقدية .  5نقدية و دفعت كل انثى 
 ما هو عدد الذكور و عدد الاناث في هذه المجموعة .

 
  Asie Juin1999:(4)التمرينحل 

                                                   8 5 1...x y E   
( الثنائية 1)           2; 3  : حل خاص للمعادلة   8 2 5 3 1          

لدينا :   
   

8 5 1

8 2 5 3 1

x y 
   

 بالطرح نجد :    8 2 5 3 0x y      ومنه   8 2 5 3x y    

  5 / 8 2x  وبما ان 5;8 1PGCD   فانه حسب مبرهنة غوص 5 / 2x    2أي 5x k  
5ومنه       2x k   
وبالتعويض في       8 2 5 3x y     نجد   8 5 5 3k y    3أي 8y k    8اذن 3y k     

 
  5 2; 8 3 ;S k k k      

8(  لدينا  2) 1

5 2

N a

N b

 
  

  

)أ( الثنائية  ;a b  حل للمعادلة E : 8 1a N   5و 2b N    8ومنه 5 1 2 1a b N N       
وهذه تعني :    8 5 1a b   ومنه ;a b  حل للمعادلة 
 : 44على N)ب( باقي القسمة الاقليدية للعدد 
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السؤال السابقلدينا من   ;a b  : 5حل للمعادلة ومنه 2a k   : وبالتالي 8 5 2 1 40 17N k k    

40اذن   17N k    وتعني 17 40N   17اذن باقي القسمة هو
8حل المعادلة )*( :  (3) 5 100x y   : 

بما ان     2; 3  حل خاص للمعادلة E فان 200; 300  )*(حل خاص للمعادلة

لدينا اذن :  
   

8 5 100

8 200 5 300 100

x y 
   

وباتباع نفس الخطوات السابقة  نجد مجموعة الحلول : 

  5 200; 8 300 ;S k k k    

8عدد الاناث : ومنه  yعدد الذكور و  x( من المعطيات نكتب :نسمي 4) 5 100x y  
5اذن حلول المسألة هي حلول المعادلة )*( ومنه    200x k  8و 300y k    0حيثx  0وy

5اذن    200 0

8 300 0

k

k


 

40ومنه   

37,5

k

k


 

اي   38, 39k    وبالتعويض في قيمx  وy

نجد       ; 10,4 ; 5,12x y 

Pondichery, mai 2000:  (5)ينالتمر 

1(  )أ(  من اجل  1)  6nللعدد الاقليدية القسمة بواقي 7على3nاحسب
n :63)ب( برهن انه من اجل كل عدد طبيعي   3n nالقسمة على ان7يقبل استنتج لهما3nو 63nثم

7نفس باقي القسمة على  
 7على   10003)ج(  باستعمال النتائج السابقة , احسب باقي القسمة الاقليدية  للعدد  
كيفيnمن اجل  7على   3nة  الاقليدية  للعدد )د( بصفة عامة كيف يمكن حساب بواقي القسم 
مع3nفانn)هـ( استنتج انه من اجل  كل عدد طبيعي   7اولي

:         2n(   نضع من اجل  2) 
1

2 1

0

1 3 3 ... 3 3
n

n i

n

i

u

1)أ(  بين أن :   
3 1

2

n

nu

7قابلا القسمة على  nuبحيث  يكون   n)ب(  عين قيم العدد الطبيعي   
6u)ج(  عين جميع  قواسم   

ry, mai 2000Pondiche (5)حل التمرين  

     ( )أ(1)  
2 1 03 9 2[7] , 3 3 3[7], 3 1 1[7]

6 5 4 33 1[7]., 3 5[7], 3 4[7], 3 3 2[7] 6[7]

 6نلاحظ ان بواقي القسمة دورية ودورها     
63)ب( برهان ان :    3n n 7يقبل القسمة على

6 63 3 3 3 1n n n    63ونعلم ان 63اذن    [7]1   7يقبل القسمة على   1
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63وبالتالي العدد :               3n n  63أي ان :     7يقبل القسمة على 3 0 7n n   
63و من الموافقة      3 0 7n n   : 63نجد 3 7n n     63وهذا يعني انn  3وn   لهما نفس باقي القسمة

 7على 
1000)ج(  لدينا     6 166 166اذن      4

1000 6 43 3 63وبما ان     3 43و    [7]1 4[7] 
10003فان        4[7] 
63(  )أ(    وبما ان 1)د(  من السؤال  )   1[7]  : يمكن الاستنتاج ان     63 1 [7]

k
k    63ومنه 1[7]k    

6وبالتالي  :   13 3[7]k      6و 23 2[7]k     6و 33 6[7]k     6و 43 4[7]k     6و 53 5[7]k     
يكون من اجله    nفانه  لا يوجد عدد طبيعي     5او   4او   6او   2او  3او   1)هـ(  من  هذه البواقي وهي :      
3n  7يقبل القسمة على   

  7اولي مع   3nفان  nوبالتالي  من اجل كل  عدد طبيعي     
 
  ومنه :  3واساسها   1 حدا لمتتالية هندسية  حدها الأول nع  و هو مجم nu(  )أ( 2) 

         0

1 1 3
1

1 1 3

n n

n

q
u u

q
1ومنه             

3 1
2

n

nu 

3عندما يكون    7قابلا القسمة على  nu)ب(  يكون      1[7]n   
6( ) د(  نجد ان   1ومن السؤال  )         53 5[7]k    6 أي انn k    6أي  مضاعف للعدد  

 :  6u)ج(  تعيين قواسم      

            
6

3 3 2

6

3 1 1
3 1 3 1 2 7 13

2 2
u       : 3وعدد قواسمه 2 2 12  

   364,  182,   11,  52,   28,  26,   14,   13,    7,  4,   2,   1هي :    6uاذن قواسم      

 

  juin 2000  eunionRa L :(6)التمرين
5nمن أجل كل عدد طبيعي     نعتبر العددين الطبيعيينa  وb   :بحيث 

3 2 12a n n n   و  
22 7 4b n n     

يقبلان القسمة على  bو  a(بين أن  1)   4n. 
2(نضع  2)  1n    3وn  

 
  و   القاسم المشترك الأكبر لـ   dوليكن  

 n.مستقلة عن  و   )أ(أوجد علاقة بين 
 . 5قاسم لـ  d)ب( بين أن  

إذا وفقط إذا كان 5مضاعفان للعدد   و )ج( بين أن العددين   2n
 
 .5مضاعفا لـ ـ 

5dالتي من اجلها يكون  n)د( عين قيم     

( بين أن 3)   2 1n  وn  .أوليان فيما بينهما 
 .bو  aالقاسم المشترك الأكبر للعددين n.( )أ( عين حسب قيم4)

 .12nو   11n)ب( تحقق من النتائج المحصل عليها في حالة         
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  La Reunion  juin 2000 :(6)حل التمرين
 ومنه كل من  bو  aجذر لكل من  4أي ان العدد  0bو 0aنجد  4n( من أجل 1)
  a  وb قسمة على يقبلان ال 4n   :وعليه نكتب      4 4 2 1b n p n n n       
) باستعمال القسمة على     4n) 
و       4 4 3a n Q n n n n      باستعمال القسمة على ( 4n)  
 
2( لدينا  2 1n   3 وn     و ;d PGCD. 

 n.لابد من التخلص من  و تربط  n.)أ( لإيجاد علاقة مستقلة عن 
نلاحظ ان :      2 2 3 2 1 5n n       

52هي:  والعلاقة التي تربط  اذن   . 
 

فإنه يقسم  ويقسم  يقسم  dبما أن  )ب( 2  أيd  ومنه. 5يقسم  1,5d  
تعني  5مضاعفان للعدد   و ن االعددبرهان ان : )ج(  2n

 
 .  5 مضاعفا لـ

2يقسم  5ومنه  يقسم  5نفرض  -   1n  يقسم بالتالي 2 1 5 2 4 2 2n n n       
  2nيقسم  5فانه حسب مبرهنة غوص  2اولي مع  5وبما ان   
بالتالي يقسم  3nيقسم  5ومنه  يقسم  5نفرض   -   3 5 2n n     

و بالعكس إذا كان 2n  2فإن   5مضاعف للعدد 5n k    25ومنه  kn  مع*
k  

و   و بالتالي  5 2 3 5 5 5 1k k k          أي ان  5مضاعف للعدد 
و يكون ايضا     2 1 2 5 2 1 5 2 1n k k        أي ان   5مضاعف للعدد 

 5مضاعفين للعدد  و إذن يكون 
5d)د(     (معناه 0 5   و 0 5   )( ومنه من السؤال )ج 2 0 5n   اذن 2 5n   

حتى يكون  nأي ان قيم      ; 5PGCD    : 5هي 2n k   حيثk طبيعي 
( بما أن  3)    12121  nn  فهذا يعني وجود عددان صحيحانu  وv  يحققان . 2 1 . 1u n v n    
بيزو  مبرهنةفإنه حسب  ومنه  12 n  و.n أوليان فيما بينهما 
 
تعيين  ()أ(:4) ;PGCD a b d  حسب قيمn : 

 
         

      
; 4 3 ; 4 2 1

4 3 ; 2 1

PGCD a b PGCD n n n n n

n PGCD n n n

    

   
  

4و     0n  لان( ;PGCD a b 5عدد موجب ( ومنهn   
ونضع       3 ; 2 1PGCD n n n     ونبرهن انd  
لدينا من جهة   ;PGCD n يقسمn  ومن جهة أخرى . ;PGCD n يقسم  اذن فانه يقسم 
 2 1n  ولينا ايضا . ;PGCD n  هو قاسم مشترك لـn  2و 1n (3سب)الاوليين فيما بينهما ح 
اذن    ; 1PGCD n   أي انوn اوليان فيما بينهما 
يقسم وبما ان    3n n  وهو اولي معn فانه حسب غوص  3يقسمn 
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2و  3nقاسم مشترك للعددين  وهذا يبين ان      1n  وبالتالي يقسم قاسمهما المشترك الاكبرd  
/واخيرا     3d n   و/ 2 1d n  ومنهd 2قاسم مشترك لـ 1n و 3n n  وهذا يبين ان/d   

d/و 0و  0dاذن مما سبق :)         و/ d  اذن )d   
لدينا           ; 4 .PGCD a b n d  

5حسب ما سبق اذا كان   -  2n k   أي (2n فان 5ليس مضاعف ل ) ; 1PGCD    
وعليه    112;3  nnnPGCD  إذن    414;  nnbaPGCD 

5واذا كان  - 2n k   ( 2n  فان  5مضاعف للعدد  ) ; 5PGCD    )حسب السؤال السابق( 
إذن                 ; 4 5 4PGCD a b n n     

الخلاصة :         5 4 ... 2 5
; 4 .

4 5 2

n n
PGCD a b n d

n n k

     
  

 

يكون  11n)ب( في حالة  2n  (5ليس مضاعف  1. )   5ليس مضاعفا للعدد 
وبالتالي  ; 4 11 4 7PGCD a b n       (  3 211 11 12 11 1078 7 154a       و  

   2
2 11 7 11 4 161 7 23b         

يكون  12nفي حالة  2n  1440)  5مضاعف للعدد 40 36a     200و 40 5b     ) 
 و      ; 5 4 5 12 4 40PGCD a b n     

 
  Asie juin 2000 (7)التمرين

عيًن  -(1) 2688;3024PGCD  
تحقق انَ المعادلتين   -)أ( -(2) 2688 3024 3360... 1x y   و 8 9 10... 2x y   . متكافئتين 

تحقق انَ  -)ب( 1; 2  حل خاص للمعادلة 2   . 
نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  -(3) ; ; ;O i j k المستويين P و P  اللذين معادلتاهما 
على الترتيب :    : 2 2 0P x y z     و  :3 5 0P x y z    
بيَن أنَ المستويين  -)أ( P و P  يتقاطعان وفق مستقيم D . 

ثيات نقطبيَن أنَ إحدا -)ب( D تحقق المعادلة 2  ثمَ استنتج ، E  مجموعة نقط D  التي إحداثياتها أعداد
 صحيحة.

 
    Asie juin 2000 (7)حل التمرين 
تعيين  -(1) 2688;3024PGCD  
  72688 2 3 7    4و 33024 2 3 7       ومنه  42688;3024 2 3 7 336PGCD      
التحقق انَ المعادلتين -(  )أ(2) 1  و 2 . متكافئتين 

2688 3024 3360x y    8نجد    336بقسمة طؤفي المعادلة بالعدد 9 10x y   
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ومنه المعادلتان          1  و 2 . متكافئتان 
التحقق انَ  -)ب( 1; 2  حل خاص للمعادلة 2  : 

    8 1 9 2 10     ومنه الثنائية 1; 2حل خاص للمعادلة 2 
(3    )  : 2 2P x y z     و  :3 5 0P x y z     

بيان أنَ المستويين  -)أ( P و P  يتقاطعان وفق مستقيم D  : 

  1;2; 1n   و 3; 1;5n   1هما الشعاعان الناظميان للمستويين  وبما ان 2

3 1



 فان المستويين غير متوازيين  

ومنه فانهما متقاطعين وفق مستقيم        P P D  
بيان أنَ إحداثيات نقط -)ب( D تحقق المعادلة 2: 

    ; ;M x y z D      2معناه 2

3 5 0

x y z

x y z

   
   

5وتعني أيضا      10 5 10

3 5 0

z y z

x y z

   
   

  

8وبالجمع نجد :     9 10x y    ( 2وهي نفسها المعادلة                 ) 
إحداثيات نقط نستنتج أنَ     D تحقق المعادلة 2 
استنتاج   - E  مجموعة نقط D  :التي إحداثياتها أعداد صحيحة 

                         
   

8 9 10

8 1 9 2 10

x y  
    

 ومنه نجد بالطرح      8 1 9 2 0x y    

اذن      8 1 9 2x y     

لدينا    
 

9 / 8 1

8;9 1

x

PGCD





ومنه حسب غوص    9 / 1x  1أي 9x k   : 9ومنه  نجد 1x k  

وبالتعويض نجد     8 9 9 2k y       8 اذن 2y k     حيثk 
نستنتج انَ مجموعة نقط        D  : التي إحداثياتها أعداد صحيحة هي 

     9 1; 8 2;E M k k z      حيث  2;k z   
 
 

 ry, juin 2001Pondiche: (8)التمرين

المعادلة  ذات المجهولين   مجموعة الفي ( نعتبر 1 ,n m :
 
11 24 1n m   (.....1) 

 ( تقبل على الأقل حلا .1برر أن المعادلة ) -)أ(  
 ( .1باستخدام خوارزمية إقليدس عين حلا خاصا للمعادلة ) -)ب(  
 ( .1حلول المعادلة )عين مجموعة  -)ج(  
(  ليكن 2 ,n m (  1ثنائية كيفية من الاعداد الطبيعية  حلا للمعادلة ) 

11بين أنه يمكن ان نكتب  :  -)أ(      24(10 1) 10(10 1) 9n m   . 
1110بين أن :  -)ب( 1  يقسم 1110 1n   2410. و ان 1  10)24يقسم 1)m  

n   :نذكر انه من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم    1 21
..... 1

1

n
n na

a a a
a

 
    


   (2) 
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11بحيث   Mو Nاستنتج من السؤال السابق  وجود عددين صحيحين     24(10 1) (10 1) 9N M   

2410بين ان كل قاسم مشترك لـ  -)ج( 1 1110و 1  1فهو يقسم كذلك 
1110يقسم  1. بين أن -(د) 1  2410و 1 . 
11استنتج مما سبق  -ه 24(10 1;10 1)PGCD  .

Pondichery, juin 2001  (8)حل التمرين

11لدينا  -( )أ(1)   24 1PGCD ( ; بحيث   vو  uإذن حسب مبرهنة بيزو يوجد عددان صحيحان  (
  11 24 1u v   يكفي أن نضع   .n u  وm v  .

باستخدام خوارزمية إقليدس  :     -)ب(
24 11 2 2

11 2 5 1

  
  

إذن :      
1 11 2 5

1 11 24 11 2 5

1 11 11 24 5

( )

  
    
   

11الحل الخاص هو :           5( ; )

11  لدينا –)ج(  24 1

11 11 24 5 1

n m 
   

11بالطرح  طرفا من طرف نجد :  11 24 5 0

11 11 24 5

n m

n m

   
  

( ) ( )

( ) ( )

24يقسم  11بتطبيق مبرهنة غوص :  5m( أي   5mيقسم  11اوليان فيما بينهما فان  24و 11و بما ان   (
5 11m k 5ومنه 11m k 24لمثل نجد وبا 11n k   : وبالتالي مجموعة الحلول هي

 24 11 11 5S k k k Z   ( ; );

( )أ( بالنشر نجد : 2   11 24 11 24 1 11 24 110 1 10 10 1 10 1 10 10 10 10 9n m n m n m          

11وبما ان :        24 1n m  11فان 24 110 10n m11ومنه 24 110 10 0n m تالي  وبال
11 2410 1 10 10 1 9( ) ( )

n m   
1110)ب( اثبات أن  :   1  يقسم 1110 1n  :

يمكن ملاحظة ان :      11 1110 1 10 1
n

n   

ومن  المساواة      1 21 1 ..... 1n n n
a a a a a

          : يمكن أن نكتب

 11 11 11 11 11 2 11 110 1 10 1 10 1 1 10 10 10
n

n n        ( )( ( ) ... ( 1110إذن( 11110يقسم 1n 

2410و بنفس الطريقة  نبين  ان  :   1  2410يقسم 1m ( )

    24 24 24 24 24 2 24 110 1 10 1 10 1 1 10 10 10
m

m n        ( ) ... ( )

2410وهذا يعني    1  10)24يقسم 1)m 

1110بما ان   - 1  1110يقسم 1n   هذا يعني  يوجد عدد  صحيحN  : بحيث 11 1110 1 10 1n
N  
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2410و بما ان    1  10)24يقسم 1)m    هذا يعني  يوجد عدد صحيحM   : بحيث
 24 24(10 1) 10 1m

M       24حيث 24 2 24 11 10 (10 ) ... (10 )m
M

       10وM M   
     

   
11 11 2 11 11 10 10 10( ( ) ... ( )

n
N

      24و 24 2 24 110 1 10 10 10 m
M

    ( ( ) ... ( )  
11ولدينا سابقا        24(10 1) 10(10 1) 9n m        11ومنه 24(10 1) (10 1) 9N M     
1110قاسما مشتركا لـ   dليكن  –)ج(   1  2410و 1   ومنهd     يقسم  مجموع  مضاعفاتهما 
1110يقسم   dإذن :    1 N( 10)24و  يقسم     ( 1)M   

11يقسم  فرقهما    dوبالتالي           24(10 1) (10 1)N M       أي انd  1يقسم العدد  
)د(    لدين    10 1 9    اذن 1110 1 9   ه  ومن 1110 1 0 9       1110يقسم  1وهذا يعني 1 

2410يقسم  9وبنفس الطريقة نبين أن :                1 
                    10 1 9   ومنه 2410 1 9 التالي  : وب 2410 1 0 9   

2410)هـ(  من السؤال  )ج( بينا ان كل قاسم مشترك لـ    1 1110و 1  1فهو يقسم كذلك  
  1اذن قاسمهما المشترك الأكبر يقسم العدد         
2410لعددين  هو قاسم مشترك ل 1و في السؤال )د(  بينا ان         1 1110و 1   

11اذن             2410 1 10 1 9PGCD   ( ; ) 

 
 juin ord  N du meriqueA 2001 ( 9)التمرين

14صحيح   فان العددين الصحيحين   n( بين انه من اجل كل عدد1)    3n  5و 1n    اوليان فيما بينهما 

87  :المعادلة     2(  نعتبر في 2)   31 2E  x y  
 اوليان فيما بينهما  31و  87)أ( تأكد باستعمال السؤال الأول  ان العددين     
))ب( استنتج ثنائية      );u v  : 87من الاعداد الصحيحة بحيث 31 1u v  
0)ج( استنتج حلا خاصا      0( ; )x y  للمعادلةE  
87المعادلة     2(  لتكن في 3)   31 0x y     ...E  

x;)أ( برهن التكافؤ المنطقي التالي :      y  حل للمعادلةE    0تكافئ 0;( )x x y y    حل للمعادلةE 
  E)ب(  حل المعادلة    
 Eعة حلول المعادلة )ج( استنتج  مجمو    
 
 Amerique du Nord   juin 2001 ( 9التمرين) حل  

5( يمكن ان نكتب : 1) 14 3 14 5 1 70 15 70 14 15 1( 4 1) ( )n n n n  

)بحيث :  14vو  u 5اذن يوجد  عددان صحيحان      ) (14 3 5 1) 1 n u n v منه حسب  و
14مبرهنة بيزو فان 3n  5و 1n    اوليان فيما بينهما  من اجل كل عدد صحيحn  
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14( نجد   1نعوض في العددين من السؤال )  6nمن اجل  )أ((2)   3 14 6 3 87n                                         
5و    1 5 6 1 31n    اوليان فيما بينهما  31و  87ومنه نستنتج ان العددين 

))ب(  استنتاج ثنائية  );u v  : 87بحيث 31 1u v 
 14vو  u 5( يوجد عددان صحيحان 1ال )اوليان فيما بينهما  فانه حسب السؤ  31و  87بما أن   

87يحققان :  5 31 4)1( ;ومنه الثنائية   1 4;( ) 5 1u v  تحقق المطلوب 
0)ج(  استنتاج حلا خاصا  0( ; )x y   87  :للمعادلة 31 2E  x y  

87يمكن ان نكتب :  2 ـبالضرب ب  10 3 8)1 2( 0اذن الثنائية  2 0 8;( ) 10; 2x y  حل                      
 خاص للمعادلة 

87(  )أ(   3)  31 0x y  

  ;x y  حل للمعادلةE   :  87 تعني 31 2x y  
87 ومنه      31 2x y    0تكافئ 0 0 0 87 31 2 87 31x x y y x y 
0و     087 31 2x y   0اذن 0 87 31 2 2x x y y   أي ان

0 087 31 0x x y y     0و هذا يعني 0;( )x x y y    حل للمعادلةE  
87)ب(      31 0x y  : 87تعني 31x y  

  yيقسم   87اوليان فيما بينهما فانه جسب مبرهنة غوص  31و  87وبما ان  31yيقسم   87وهذه تعني ان 
87yلدينا اذن :     k    : 31و نعوض فنجدx k   حيثk عدد صحيح 
31هي :  Eاذن حلول المعادلة     ;87k k   : 87حيث 31 31 87 0k k 

 E)ج( استنتاج  حلول المعادلة 
0( )أ(  فان 3حسب السؤال  )  0;( )x x y y    حل للمعادلةE  0أي 0( ) 3; 1 ;87x x ky y k 
0ومنه     31x x k   0و 87y y k   وبالتالي حلول المعادلةE   : 31هي 10;87 28k k 

 
 Polynésie, juin 2001  (11)التمرين

( نعتبر في مجموعة الاعداد الصحيحة  المعادلة :  1)      91 10 1 . 1x y   

عين حلا خاصا للمعادلة  ( تقبل على الأقل حلا ثم عين حلا خاصا لها1بين ان المعادلة ) ( أ) E   ثم عين حلا خاصا
للمعادلة  :  91 10 412 . 2x y  

)ج( حل المعادلة  2 
23( بين ان الاعداد 2)  1n

n
A    حيث   8تقبل القسمة علىn  عدد طبيعي 

( نعتبر المعادلة :  3)  3 2. . 3296 3A x A y    حيثx  وy   صحيحان 
)أ( عين الثنائيات     ;x y  حلول المعادلة 3  
)ب( بين ان المعادلة    3 ينه تقبل حلا وحيدا من الاعداد الطبيعية يطلب تعي 
 
 Polynésie, juin 2001 (11التمرين) حل   
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أوليان فيما بينهما  فحسب مبرهنة بيزو توجد ثنائية من الاعداد الصحيحة  14و  11()أ( العددان 1)     ;u v  
.91تحقق:         10. 1u v      2اذن المعادلة تقبل حلا في  
91)ب( لدينا         9 10 1     1ومنه 91 9 10      اذن   91 1 10 9 1    

اذن   الثنائية                1; 9 (1) حل خاص للمعادلة  
ومنه نجد            412 1 ;412 9 412; 3708    حلا خاصا للمعادلة 2 
)ج( الثنائية     412; 3708  حل خاص لـ 2 : تعني    91 412 10 3708 412    

91و          10 412x y    ومنه   91 10 91 412 10 3708x y     
وبالتالي :         91 412 10 3708x y      ( ...1) 
يقسم الجداء  14       91 412x   412يقسم  14فانه حسب مبرهنة غوص  11أولي مع  14وبما أنx 
412أي  ان :        10x k          10ومنه 412x k    
(  نجد : 1وبالتعويض في  )        91 10 10 3708k y       : 91 اذن 3708y k   
اذن الحلول للمعادلة      2  : هي   ; 10 412;91 3708x y k k     

23( تبيان ان الاعداد 2)  1n

n
A    8تقبل القسمة على   

  لدينا :         2 23 3 9 1 8 1 8
n

n n n       ومنه 23 1 0 8n    
3(  )أ( حل المعادلة  3)   2. . 3296A x A y     

2لدينا              3 6

3 3 1 3 1 728A
        2و 80A      :  728تصبح المعادلة. 80. 3296x y   

91فان  :  المعادلة تصبح  :    8على  قابلة للقسمة   3216و  728و   84بما ان الاعداد        10 412x y   
اذن حلولها  هي حلول المعادلة       2      ومنه   ; 10 412;91 3708x y k k    
0x)ب(  الحلول ينبغي ان تكون موجبة           0وy        : 10أي 412 0k       91و 3708 0k      

وبالتالي :       
41,2

3708 / 91 40,7

k

k


  

41kوبالتالي      

ومنه الحل  الوحيد الموجب للمعادلة       3  : هو   ; 2;23x y  

 
 بتصرف   Pondichéry juin 2002  (11)لتمرينا   

احسب  (1) 6 5(4 1),(4 1)PGCD    ، 
   (2 )a  1عدد طبيعي غير معدوم ويختلف عن  .p . عدد طبيعي 

1pقاسما للعددين  d)أ( ـ أثبت أنه إذا كان    
a  1و 1p

a
   فإنd  يكون قاسما للعدد 1p

a a  . 

)ب( ـ أعط القيم الممكنة لِـ   14 1,4 1p p
PGCD

   . 

( نعتبر المتتالية 3) n
u : 0المعرفة بِـ 0u  1و 1u   ومن أجل كل عدد طبيعيn  ,2 15 4n n nu u u   . 

 أوليان فيما بينهما . 3uو 2u)أ( ـ تحقق من أن العددين     
n   ،1)ب( ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي     4 1

n n
u u   

 هو عدد طبيعي . n  ،nu)جـ( ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي    
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n  :)د( ـ عين من اجل كل عدد طبيعي     1 ,
n n

PGCD u u. )يمكن استعمال خوارزمية أقليدس( . 

( نعتبر المتتالية 4) n
v المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  : 1بِـ

3
n nv u  . 

)أ( ـ برهن أن    n
v ة هندسية يطلب تعيين اساسها وحدها الاولمتتالي 

)ب( أكتب   
nv ثم

nu  بدلالةn . 
)جـ( ـ استنتج    14 1,4 1n n

PGCD
   من أجلp . عدد طبيعي 

 .7على  4nبواقي قسمة  nلعدد الطبيعي( )أ(   ادرس حسب قيم ا5)  
حيث :  nSالمجموع  n)ب(  احسب بدلالة         

0 1 3.....n nS v v v   . 
9حيث العدد  n)جـ(  عين قيم العدد الطبيعي         8nS n   7يقبل القسمة على. 

 
    Pondichéry juin 2002  (11)التمرين حل  

حساب  (1) 6 5(4 1),(4 1)PGCD   : 
5 104 1 2 1 1023     6و 124 1 2 1 4095      

1023و    3 11 31    24095و 3 5 7 13       ومنه 6 5(4 1),(4 1) 3PGCD    
   (2 )a  1عدد طبيعي غير معدوم ويختلف عن  .p . عدد طبيعي 

1pقاسما للعددين  d)أ( إذا كان   
a  1و 1p

a
   فإنd  يقسم العدد فرقهما أي يقسم 

          1 11 1 1p p p p p
a a a a a a

          ومنهd  يقسم العدد 1p
a a  

)ب( القيم الممكنة لِـ     14 1,4 1p p
PGCD

   : 

4aنضع         1في العددينp
a  1و 1p

a
  : 1 نجد 4 1p p

a      1و 11 4 1p p
a

    
ونضع    14 1,4 1p p

PGCD d
     اذن/ 4 1p

d   1و/ 4 1p
d

   ومنه / 4 4 1p
d  )حسب )أ 

/اي   4 3p
d  ( ومنه/ 3d  او/ 4p

d  14( إضافة الى انه يقسم العدد الفردي 1p   
4لا يقسم  dوبالتالي   p  ومنه ينتج/ 3d   ومنه القيم الممكنة لـd    : 3او  1هي  
(3:)0 0u  1و 1u  و  

 2 15 4n n nu u u   . 
 أوليان فيما بينهما: 3uو 2u)أ( ـ التحقق من أن     
2بالحساب نجد      5u     3و 21u   ولضح انهما اوليان فيما بينهما 

1)ب( ـ البرهان بالتراجع أن :      4 1
n n

u u    
0nمن اجل        :1 1u   و 1 04 1 4 0 1 1u u      اذن محققة 

2أي  1nونبرهن صحتها من اجل  nنفرض الخاصية صحيحة من اجل كل   14 1
n n

u u  : 
2لدينا    15 4n n nu u u    1و لدينا فرضا 4 1

n n
u u   : وبالتعويض نجد 
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  2 15 4 5 4 1 4 16 5
n n n n n n

u u u u u u        

ولدينا من جهة اخرى     14 1 4 4 1 1 16 4 1 16 5
n n n n

u u u u           ومنه المساواة محققة 

 اذن الخاصية صحيحة من اجل كل عدد طبيعي   
: )جـ( ـ برهان أن   

nu  هو عدد طبيعي : لدينا
1 4 1

n n
u u    نبرهن ذلك بالتراجع 

0nمن اجل     : فان
0 0u  1و 1u   عددان طبيعيان 

  1nونبرهن صحتها من اجل  nنفرض الخاصية صحيحة من اجل  
من الفرض ان   

nu 4فان  هو عدد طبيعي 1nu   أي
1nu   عدد طبيعي ومنه فان

nu هو عدد طبيعي من اجل كلn 
)د( ـ تعيين:      1 ,

n n
PGCD u u مية أقليدس( :. )يمكن استعمال خوارز 

نضع    1 ,
n n

PGCD u u D  ( ومنه/ nD u  1و/
n

D u ( اذن )/ 4
n

D u  1و/
n

D u  ومنه   )
 1/ 4

n n
D u u      أي / 4 1 4

n n
D u u   1/وبالتاليD    1أي انD   

اذن     1 , 1
n n

PGCD u u    1اي انnu   و
nu اوليان فيما بينهما 

( )أ( ـ برهان أن  4)  n
v  1هندسية حيث

3
n nv u   : 

      
1 1

1 1 4
4 1 4

3 3 3
n n n nv u u u          ومنه

1

4 1
4 4 4

3 3
n n n nv u u v

      
 

 

ومنه    n
v  وحدها الاول   4هندسية اساسها

0 0

1 1

3 3
v u    

)ب( كتابة   
nv ثم

nu  بدلالةn : 

  
0

1
4

3

n n

nv v q       و 1 1 1 1
4 4 1

3 3 3 3

n n

n nu v        اذن 1
4 1

3

n

nu   

)جـ( ـ استنتاج    14 1,4 1n n
PGCD

   من أجلn : عدد طبيعي 

لدينا     1

1

1
4 1

3

n

nu


    و 1
4 1

3

n

nu    1و 4 1
n n

u u    

و منه ينتج  1

13 4 1n

n
u


     و 3 4 1n

n
u      اذن 

وبالتالي :        1

1 14 1,4 1 3 ;3 3 ;n n

n n n n
PGCD PGCD u u PGCD u u


       

من السؤال السابق لدينا و      1 , 1
n n

PGCD u u    ومنه 14 1,4 1 3n n
PGCD

     حيثn طبيعي 

 : 7على  4nبواقي قسمة  ةسا( )أ( در 5)  
   04 1 7   و 14 4 7  و 24 2 7  و 34 1 7 

 ومنه : 3دورها هو  و تشكل متتالية دورية  7على  4nبواقي قسمة 

     
 

 3k4 1 7  و   3k 14 4 7     و   3k 24 2 7   

3هو مجموع :  nSالمجموع  با)ب(  حس  1n  حد لمتتالية هندسية 
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  
3 1 3 1

3 1

0 1 3 0

1 1 1 4 1
..... 4 1

1 3 1 4 9

n n
n

n n

q
S v v v v

q

 
 

         
 

. 

حيث العدد ب  nن قيميعيت)جـ(  
 
9 8nS n   معناه 7يقبل القسمة على  : 9 8 0 7nS n     

لدينا   8 7n n   و 3 19 4 1n

nS
     ومنه 9 8 0 7nS n    تعني 3 14 1 0 7n

n
     

ومن بواقي القسمة لدينا    3 14 4 7n    وبالتالي نجد 3 0 7n     ومنه 4 7n   
7اي     4n k   حيثk عدد طبيعي 
  

  Polynésie, juin 2002: (12)التمرين     

              n   2عدد طبيعي اكبر او يساوي   . 
2و  n( بين ان العددين 1)     1n  اوليان فيما بينهما 
2و   3nحيث :   و ليكن العددان (  2)     1n  ونضع,PGCD  

  ثم استنتج القيم الممكنة  للعدد   2)أ(  أحسب               
 5مضاعف للعدد  2nاذا وفقط اذا كان  5من مضاعفات   و )ب( بين ان            

3حيث :  bو  a( نعتبر العددين 3)  22 3a n n n  22و 1b n n  
  1nيقبلان القسمة على   bو  aبين ان العددين   
3( )أ( نضع 4)  ;2 1d PGCD n n n    يقسم العدد  بين انd   ثم بين انd  

  nبدلالة   bو  aللعددين    نتج القاسم المشترك الأكبر )ب(  است   
  2001nمن اجل   )ج(  تطبيق : عين  

 2002nمن اجل   عين                 
 
  Polynésie, juin 2002: (12)التمرين حل  

1( يمكن ان نكتب :  1)    2 1 2 1 2 1( ) 2n n n  n    يوجد اذن عددانu وv   : بحيث
( )2 1 1u n v n    ومنه حسب مبرهنة بيزو فان  العددينn  2و 1n  اوليان فيما بينهما 

2و   3n و  PGCD,(  )أ(  2)   1n  
2 2 3 2 1 5n n  

  5و  1هي   ومنه القيم الممكنة  لـ   5أي يقسم   2يقسم   فان  و  يقسم  وبما ان   
0تعني       5من مضاعفات   و )ب(   0و  5 3(  أي  )  5 0 5n   و

2 1 0 5n) 
2ومنه )       5n  2و 4 5n    ( و منه  )2 0 5n   2و 4 0 5n   ( أي ان  )

2 0 5n  2و 2 0 5n    2(  وبالتالي 0 5n   
 5مضاعف للعدد  2nكان اذا وفقط اذا  5من مضاعفات   و اذن    
 (3    )3 22 3a n n n  22و 1b n n   
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2لدينا     2 3 1 3 1 3a n n n n n n n n n  
22جذر لكثير الحدود  1ونلاحظ أيضا ان العدد     1n n   22ومنه 1 1 2 1b n n n n 
3nفان  2nا ان وبم   n  2و 1n   عددان طبيعيان 
  1nيقبلان القسمة على   bو  aومنه ينتج ان  العددين    
3nوبالتالي يقسم    3nيقسم   ومنه    PGCD,(  )أ(  لدينا  4)   n  

2أي يقسم   يقسم   و        1n    3هو قاسم مشترك للعددين   اذنn n   2و 1n  
  dيقسم   ونعلم ان القواسم المشتركة لعددين هي قواسم القاسم المشترك الأكبر لهما  ومنه     
)ول  لدينا   ومن السؤال الأ    )2 1 2. 1n n  (n  2و 1n  3اوليان فيما بينهما ( بضرب الطرفين بـn 
3نجد :   2 1 3 2. 3n n n n n    
3وبما ان    ;2 1d PGCD n n n   اذنd  3يقسمn n   2ويقسم 1n  
2يقسم    dومنه    1 3 2. 3n n n n      3 أي انه قاسم  لـn  
2و  3nهو قاسم مشترك لـ   dاذن     1n  وهذا يعني    و  وبالتالي قاسم مشترك للعددينd  قاسم

 قاسم  لـ  dن   اذ   و  للقاسم المشترك الأكبر لـ 
 dوبالتالي     قاسم  لـ  dو  dيقسم   وهكذا برهنا ان    

لدينا    )ب(   
; 1 3 ; 1 2 1

1 3 ; 2 1

PGCD a b PGCD n n n n n

n PGCD n n n
 

3و نعلم     ;2 1d PGCD n n n     1ومنه 1n d n  
 ومنه    5  لـ مضاعفان و  ( )ب(  العددان 2. اذن حسب السؤال  ) 5مضاعف للعدد  2nاذا كان    -    
1اذن :     5( )أ(  أن  2باستعمال ) ينتج  5n     اذا كان (2n  5مضاعف للعدد ) 
  5ليسا مضاعفان لـ  و  عددان (  )ب(  ال2فانه حسب  )  5ليس مضاعف للعدد   2nاذا كان     -     
 ( 5ليس مضاعف للعدد  2n) اذا كان    1nاذن  :    1( )أ(  أن  2ومنه ينتج  باستعمال )   
 )ج(  تطبيقات :   

2فان  2001nمن اجل          1999n  2000. اذن    5فهو ليس مضاعف للعدد 
2فان  2002nمن اجل        2000n   اذن    5فهو  مضاعف للعدد .

1 5 2001 5 10005n 
 وبينا ان   8006000bو   8020008000aلدينا   2001nملاحظة :  من اجل   

   8020008000;8006000 2000PGCD  
وبينا ان :     8014005bو   8032034010aلدينا   2002nمن اجل    

8032034010;8014005 10005PGCD  

 
  France, juin 2002   )11(التمرين 

المعادلة  :    2نعتبر في    6 7 57...x y E    . 
عيَن الثنائية   -( )أ(1) ,u v  6التي تحقق 7 1u v  تج حلا خاصا للمعادلة ،ثمَ استن E . 
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المعادلة   2حل في  -)ب( E . 
نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  -(2) , , ,O i j k    المستوي P عادلة ذي الم

6 7 8 57 0x y z     ولتكن مجموعة النقط D تقاطع P  مع المستوي , ,O i j  . 
بيَن انَه  توجد نقطة وحيدة من هذه المجموعة    D يينهاإحداثياتها اعداد طبيعية  يطلب تع 
(3)-     , ,M x y z  نقطة من P    حيثx ،y،z  . اعداد طبيعية 

 فردي . y)أ(بيَن أن     
2نضع :   -)ب( 1y p   حيثp . عدد طبيعي 
بيَن ان  باقي قسمة العدد  -     p z 1هو  3على  
3عددا طبيعيا حيث :  qليكن  -)ج( 1q p z     . 

4برهن أنَ :          7x p q    ثمَ استنتج  ان القيم الممكنة للعدد ،q  1و  4هي 
من Mاستنتج  كل النقط  -)د(  P . ذات الإحداثيات الطبيعية 
 

France, juin 2002   )11(حل التمرين 

                 6 7 57...x y E    
تعيَين الثنائية   -( )أ(1) ,u v  6التي تحقق 7 1u v   ثمَ استنتاج حلا خاصا للمعادلة، E: 
واضح ان      6 1 7 1 1     ومنه 1;1   حل خاص  ومنه   6 57 7 57 57    اذن الحل الخاص للمعادلة 
   E  هو    0 0, 57,57x y    

المعادلة   2الحل في  -)ب( E     لدينا :
   

6 7 57

6 57 7 57 57

x y 
   

 وبالطرح نجد :                                    

   6 57 7 57 0x y       ومنه        6 57 7 57x y     

 
 

 
7 / 6 57

6,7 1

x

PGCD





ومنه حسب مبرهنة غوص     7 / 57y       57اذن 7x k   

7ومنه                    57;x k k      : وبالتعويض  نجد 
                         6 7 7 57 57 6 6 57;k y y k y k k           

                                                                  7 57; 6 57 ;S k k k      
تبيان انَه  توجد نقطة وحيدة من -(2)   D : إحداثياتها اعداد طبيعية 

    , ,M x y z D 6نيتع 7 8 57 0

0

x y z

z

   
 

6ومنه     7 57

0

x y

z

 
 

اذن      
7 57

6 57

0

x k

y k

z

 
   
 

    . 

   3, ,x y z    0تعني

0

x

y


 

7اذن    57 0

6 57 0

k

k

 
  

8,14ومنه  

9,5

k

k


 

9kوبالتالي       

ومنه النقطة هي                                              9 6;3;0M  
 فردي : yبيان أن  -( )أ(3)

     , ,M x y z P  6تعني 7 8 57 0x y z      : 7وتكتب كما يلي 57 6 8y x z     منه و 
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      7 1 2 3 4 28y x z      7وتعني 1y   2مضاعف للعدد   

اي ان        7 1 0 2y    ومنه 1 2y   وبالتاليy                                       فردي 

2نضع :   -)ب( 1y p   حيثp : عدد طبيعي 

اثبات ان باقي قسمة العدد  -         p z 1هو  3على : 

 2 1y p    ومنه 6 7 2 1 8 57x p z     6اي 14 8 50x p z     3وتعني 7 4 25x p z    

3وتكتب    3 7 4 25x p p z      ومنه   3 4 25x p p z     : ويمكن ان نكتب 

     4 3 8 1p z x p        اي ان   4 1 3p z    ومنه   1 3p z  

3)ج(      1q p z      : َ4برهان أن 7x p q    

3لدينا      1q p z      3ومنه 1z q p      6و 7 8 57x y z    ومنه
   6 7 2 1 8 3 1 57x p q p         6أي ان 6 24 42x p q    4اذن 7x p q   

 :qالعدد  1و  4استنتاج القيم   -      

          4 7x p q    7ومنه 4x p q     وبما انx p  موجب فان القيم الممكنة للعددq  1و  4هي 

,)لانَ                                       ,x q p   ) أعداد طبيعية 

من Mاستنتاج النقط  -)د(    P :  ذات الإحداثيات الطبيعية 

                     
 

 
       

3 0 1 1
0 : 0 1

77 4 0

; ; 7;1;1 ; ; 6;3;0

p z p z
q p p أو

x px p

x y z z yxأو

              
  

  

                      
 

 
3 1 1 4

1:
37 4 1

p z p z
q

x px p

           
 

4)حالة مرفوضة                       1p x      ) 0;1;2;3p  اذن احداثيات النقط هي 
                            ; ; 3;1;4 ; 2;3;3 ; 1;5;2 ; 0;7;1x y z   

      

 Centres étrangers, juin 2002 (14)التمرين
 . pو 1أنه أولي إذا قبل قاسمين بالضبط هما  pنقول عن العدد الطبيعي 

، المعادلة نعتبر ، في المجموعة  E  ذات المجهولينx وy  : التالية  2 2 2...E x y p   حيثp. أولي 

2p( نضع 1)   بين أن المعادلة E . لا تقبل حلولا 

2p( نفرض أن 2) و ;x y  حل للمعادلة E . 
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 أحدهما زوجي والآخر فردي. yو xبرهن أن العددين )أ( ـ      
 .yولا xلا يقسم pبرهن أن  )ب( ـ      
برهن أن  )ج(ـ ـ       2 2,PGCD x y  2يقسم

p . 

 أوليان فيما بينهما .yو xاستنتج أن العددين  )د (ـ       
2هو مجموع مربعين تامين غير معدومين أي p( نفرض أن 3) 2

p u v   معu وv عددين طبيعيين غير معدومين 

)أ( ـ تحقق أن       2 2 ;2u v uv  هي حل للمعادلة E . 

)ب( ـ أعط حلا للمعادلة        E  5في حالةp   13ثم في حالةp  . 

ليس مجموع مربعين وأن المعادلة  p( في كل حالة من الحالتين التاليتين بين أن4) E . لا تقبل حلولا 

3p)أ( ـ   .   7)ب( ـp  . 
 

  étrangers, juin 2002Centres (14)التمرينحل 
   (1 )2p  المعادلة E  2تصبح 2 4x y   2و منه 24y x  و منه  2 2 2y x x    

2و عليه     0x   2و 0x ن لا*y 2و منهx   و*x  1اذنx  . 

المعادلة  E  2تصبح 3y  و عليه المعادلة  *و هذه المعادلة الاخيرة لا تقبل حلولا في ، Eلا تقبل حلولا في
2pمن اجل   *  . 

2p( )أ( نفرض2)   و ;x y حل لـ E . 

2xزوجيان أي  yو xنفرض ان   k  2وy k   حيث;k k  2عددان طبيعيان ، و منه 2 24 4k k p   

و منه    2 2 22 2 2k k p   2يقسم  2و منه
p يقسم  2نو منهp  و هذا تنافض لانp 2اولي وp   

 لا يمكن ان يكونا زوجيين  yو xومنه العددان    

2فرديان أي yو xنفرض ان  1x k  2و 1y k  حيث;k k ، عددان طبيعيان 

2و منه   2 2
x y p   تكافئ

  
 2 2 22 2 2 2 2 1k k k k p      2يقسم 2و منه

p  يقسم 2أيp  

2pاولي و pو هذا تناقض لان     ومنهx  وy لا يمكن ان يكونا فرديين 

 احدهما زوجي والاخر فردي yو xوبالتالي العددان       

xو منه   xيقسم  p)ب( نفرض ان pk حيثk 2و منه 2 2
x y p    تكافئ 2 2 21y p k  ، 
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21و       0k   1و منه k  0و عليهk    1اوk   

0kمن اجل      0نجدx   وهذا مرفوض لانx  غير معدوم 

1kو  من اجل      0نجدy   وهذا ايضا مرفوض لان العددينx وy عددان طبيعيان غير معدومين 

 . yو لا يقسم  xلا يقسم  p، و عليه  yيقسم  pو نصل الى نفس النتائج اذا فرضنا ان 

)ج( نضع   2 2;PGCD x y d  ،2/d x  2و/d y    2ومنه 2/d x y   2حيث 2 2
x y p  

d/2و منه     p   أي ان 21; ;d p p . 

d( )ب( فان 2حسب السؤال ) yو لا يقسم  xلا يقسم p)د( بما ان  p  2و
d p   1ومنهd  

 اوليان فيما بينهما . yو xاذن    

2( )أ(  لدينا 3 2
p u v    2و 2 2

x y p  

 2 2 ;2u v uv  حل لـ E ناه مع     2 222 2 2 22u v uv u v     ، 

ومنه نجد الطرف الايسر:      4 4 2 2 2 2 4 4 2 22 4 2u v u v u v u v u v       

والطرف الايمن :    2
2 2 4 4 2 22u v u v u v     ومنه المساواة محققة اذن الثنائية حل للمعادلة 

5pب( في حالة    2أي 2 5u v    نجد مثلا   ; 1;2u v    2اي 21 2p    و مما سبق نجد 

        2 2 2 2;2 1 2 ;2 1 2 3;4u v uv        حل لـ E  ، 

13pو في حالة        2أي 23 2p    اذن 5;12 حل لـ E . 

3p( )أ( في حالة 4    2، نكتب 2 3u v   2و منه 23u v   2و منه 3v   2لان 0u    

2و منه     1v   1و منهv  ( 1اوv    2مرفوض(   اذن 2u   ليس مجموع  3ليس مربعا تاما و منه  2، لكن 

مربعين و المعادلة        E  2تصبح 2 9x y     و منه  2 29 3 3y x x x     

2وبما ان    0y  3فانx   0وx     1أي انx   2اوx  

1xفي حالة        2نجد 8y    وهذه ليس لها حل في   

2xفي حالة      2نجد 5y    3وبالتالي المعادلة لا تقبل حلا في حالة   وهذه ليس لها حل فيp  
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7p)ب( في حالة    2نكتب 2 7u v    2ومنه 27u v    2و منه 7v   2أي 1v    2او 4v 

2في حالة     1v   ) المعادلة لا تقبل حلا  )حالة سابقة

2في حالة  4v    2فانv   2و 3u   لا تقبل حلا و  المعادلة E : 2تكتب 2 49x y 

2اي         249y x  2حيث 49x  وهو مربع تام  ومنه 2 1;4;9;16;25;36x 

3625161412
x

132433444548 
2 249y x 

yyyyyy

في كل الحالات لا يوجد حل للمعادلة   E  7في حالةp 

Amérique du Nord juin 2002 (51)التمرين

نعتبر E مجموعة الاعداد الطبيعية المكتوبة في النظام العشري على الشكلabba 2: حيثa   وb رقم كيفي

امثلة لعناصر المجموعة   E :2442  ,3773  ,1111 

: عدد عناصر المجموعة   (Iالجزء ) E 11التي اصغر عنصر في تحليلها هو العدد

الى جداء عوامل أولية 1441دد ( )أ( حلل الع1) 

)ب(بين ان كل عنصر من   E 11هو عدد يقبل القسمة على 

( )أ( ما هو عدد عناصر المجموعة 2)  E ؟

)ب( ماهو عدد عناصر المجموعة   E  ؟ 5 ولا على 2التي لا تقبل القسمة على

عنصرا من n( ليكن 3)  E   يكتب على الشكلabba

a( تكافئ العبارة )  3يقبل القسمة على  n)أ( بين ان العبارة )   b  3يقبل القسمة على )

 (7يقبل القسمة على  b( تكافئ ) 7يقبل القسمة على  nبين ان العبارة ) )ب( 

( استنتج من الأسئلة السابقة عدد عناصر المجموعة 4)  E  كأصغر معامل اولي في تحليلها 11التي تقبل العدد

اسة عناصر المجموعة در  (:IIالجزء )  E  يعادل سنة كبيسة 

لتكن  F  مجموعة العناصر من E التي تعادل سنة كبيسة
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من nنقبل انه من اجل كل    F يوجد عددان طبيعيانp وq   : 2000بحيث 4n p    2002و 11n q   

( نعتبر المعادلة 1)  4 11 2...p q e    حيثp وq    عددان صحيحان 

نائيةبين ان الث   6;2  حل للمعادلة e  ثم حل هذه المعادلة 

من n( استنتج ان كل 2)  F  2024يمكن ان يكتب على الشكل 44k  حيث  :k  يح عدد صح 

( باستعمال الالة الحاسبة عين اصغر العناصر الستة من3)  F  

  37,  31,  21,  23,  11,  17,  13,  11,  7,  5, 3,  2:  44ملاحظة: الاعداد الأولية الأقل من  

    Amérique du Nord juin 2002 (15)حل التمرين

1001:  1441( )أ( تحليل العدد 1) 7 11 13     

)ب( تبيان ان كل عنصر من   E 11هو عدد يقبل القسمة على : 

لدينا    3 210 10 10 1001 110 11 7 13 10abba a b b a a b a b             

اذن    11 7 13 10abba a b   وهذا يعني ان كل عنصر من E   11فانه يقبل القسمة على  

تعيين عدد عناصر المجموعة ( )أ( 2)  E: 

10لدينا     2a     ومنهa  1الى  2حالات للاختيار من  8له  

10ولدينا أيضا    0b   ومنهb  1الى  4خيارات من  14له  

8حسب مبدأ الجداء )الاختيار المتتالي ( لدينا اذن و    10 1 1 80     إمكانية للعددينa وb   

اذن عدد عناصر المجموعة    E 84هو  

)ب( عدد عناصر المجموعة   E  5ولا على  2التي لا تقبل القسمة على : 

اذا كان  5ولا على  2لا يكون قابلا للقسمة على  abbaالعدد     3;7;9a  

 5ولا على  2لا يقبل القسمة على  abbaد يكون فيها العد bحالات للعدد  14و  aحالات للعدد  3لدينا اذن 

اذن عدد عناصر المجموعة  E  3هو  5ولا على  2التي لا تقبل القسمة على 10 30   

n ( العدد3) abba اذا وفقط اذا كان  3يكون قابلا للقسمة علىa b b a    3يقبل القسمة على  

أي   2 a b  يقسم  3, اذن  3يقبل القسمة على 2 a b  فانه حسب مبرهنة غوص  2اولي مع  3, وبما ان 

يقسم  3  a b  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

 25  

 

يقسم  3وعكسيا اذا كان   a b  فانه يقسم 2 a b   يقسم  3أي ان a b b a     يقسم  3أي انn  

a( تكافئ العبارة )  3يقبل القسمة على  nالعبارة ) اذن   b  3يقبل القسمة على) 

ينا )ب( لد 11 7 13 10n abba a b     (وn  اذا وفقط اذا كان 7يقبل القسمة على  )
 11 7 13 10 7a b q    حيثq  

7يقسم  7فانه حسب مبرهنة غوص العدد  11اولي مع  7وبما ان   13 10a b   

7أي ان   13 10 7a b q    ومنه 10 7 13b q a    10يقسم  7وهذه تعنيb 

 (7يقبل القسمة على  b)  , اذن  bيقسم  7فان   14اولي مع  7وبما ان    

7bفان  bيقسم 7وعكسيا اذا كان    k  و 11 7 13 10n a b    ومنه 11 7 13 10 7n a k    

أي ان    7 11 13 10n a k    وهذا يعنيn  7يقبل القسمة على  

 (7يقبل القسمة على  b(   تكافئ ) 7يقبل القسمة على  nاذن )   

( استنتاج عدد عناصر 4)  E  كأصغر معامل اولي في تحليلها: 11التي تقبل العدد 

 ولا على  2يجب ان يكون غير قابل للقسمة علىnهذا يعني ان العدد  11اذا كان اصغر معامل في تحليلها هو    

 .  7ولا على  5ولا على  3 

nاذن من العدد   abba  نجد ان 3;7;9a  و a b 7و  3غير مضاعف للعددb   

 وهكذا نجد :  

  

 

  (:IIالجزء ) F  هي مجموعة العناصر من E التي تعادل سنة كبيسة 

nعدد طبيعي من F ونقبل وجود عددان طبيعيانp وq   : 2000بحيث 4n p    2002و 11n q   

( تبيان ان الثنائية1)  6;2  حل للمعادلة
 

 4 11 2...p q e  : 

واضح  ان    6;2 حل للمعادلة e   : لان   4 6 11 2 2    

ومنه نجد :    
   

4 11 2

4 6 11 2 2

p q 
  

وبالطرح نجد:     4 6 11 2p q    

يقسم  11العدد    4 6p   يقسم  11فان  4اولي مع  11وبما ان 6p   6ومنه 11p k   حيثk  
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2وبالتعويض نجد    4q k   

اذن مجموعة حلول المعادلة    e: هي 6 11 ;2 4k k   حيثk 

من n( استنتج ان كل 2) F  2024يمكن ان يكتب على الشكل 44k : 

2000لدينا    4n p    2002و 11n q   2002اي 11 2000 4q p    4اذن 11 2p q  

وحلولها هي حلول   e  6اي ان 11p k   ومنه 2000 4 6 11 2024 44n k k      

2024اي  44n k    اذن كل عنصر من F 2024يكتب على الشكل 44n k  

( اصغر العناصر الستة من3)  F    مع العلم ان :n abba  2024و يكتب 44n k  

وهي  kوبتعويض قيم     2;7;12;17;22;45  نجد قيمn  : 2112;2332;2552;2772;2992;4004  

 
 

 Antilles, juin 2003 (16)التمرين

( )أ( احسب 1)  21 6  و 41 6  و 61 6 
 اوليين فيما بينهما  342و  847ن ان العددين )ب( بي   
الاعداد الطبيعية حيث :   nbو  na. نضع   n( ليكن العدد الطبيعي غير المعدوم2)   1 6 6

n

n n
a b   

 nbو  naعين قيم أخرى لـ    -( أ1؟  من خلال السؤال )  1bو   1a)أ( ماهي قيمتي    
1na)ب( احسب         1وn

b     بدلالةna  وnb 
nلا يقسم  5)ج( برهن انه اذا كان  العدد    na b     1لا يقسم   5فان 1n n

a b   
nلا يقسم  5فان  nاستنتج  انه من اجل كل  عدد طبيعي غير معدوم  -     na b    
1naاوليان فيما بينهما فان  nbو na( برهن انه اذا كان )د       1وn

b   اوليان فيما بينهما 
 اوليان فيما بينهما nbو   naفان    nاستنتج انه من اجل كل  عدد طبيعي غير معدوم  -   
 
  Antilles, juin 2003 (16)التمرينحل   

( )أ( الحساب :   1)    21 6 1 2 6 6 7 2 6      
                           4 2

1 6 7 2 6 73 28 6     
               6

1 6 73 28 6 7 2 6 847 342 6      
 اوليين فيما بينهما : 342و  847)ب( تبيان ان العددين       
 نجد :   342و  847باستعمال القسمة الاقليدية للعددين      
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    847 342 2 163 ; 342 163 2 16 ;163 16 10 3 ;16 3 5 1             1اخر باقي غير معدوم هو 
 اذن العددان اوليان فيما بينهما        

     (2   ) 1 6 6
n

n n
a b     

1nنجدها من اجل     1bو   1aمتا  )أ(  قي         : 1 1 11 6 1 6 6a b      
1ومنه        11, 1a b  
2nوبنفس العمل نجد من اجل         3وn    : 2

2 21 6 6a b     و 3

3 31 6 6a b   
2( نجد :   1ومن السؤال )    27, 2a b    3و 373, 28a b   ... وهكذا 

1na)ب( حساب            1وn
b     بدلالةna  وnb: 

                 
1

1 1 6 1 6 6 1 6 6 6
n

n n n n n n n n
a b a b a b a b



           
وبالتالي نجد :              1 1 6 6 6

n n n n n n
a b a b a b        

1اذن                            

1

6n n n

n n n

a a b

b a b





 
  

 

nلا يقسم  5)ج( برهان انه اذا كان       na b   1فانه لا يقسم 1n n
a b  : 

لدينا  :            1 1 2 7 2 5
n n n n n n n

a b a b a b b        
5نعلم ان   

n
b  لا يقسم  5. فاذا كان   5يقبل القسمة علىn na b    فانه لا يقسم 2

n n
a b   

م  وبالتالي لا يقس     2 5
n n n

a b b    1لا يقسم    5ومنه 1n n
a b  

 الاستنتاج : بالتراجع  -  
1nمن اجل          :5  1لا يقسم 1 2a b   1فالخاصية صحيحة من اجلn  
nلا يقسم  5أي  nجل  نفرض الخاصية صحيحة من ا     na b    وبالتالي لا يقسم 2 5

n n n
a b b  

وبما ان      1 1 2 5
n n n n n

a b a b b      1لا يقسم    5فان 1n n
a b  

)د( برهان انه اذا كان        gcd ; 1
n n

p a b      فان 1 1gcd ; 1
n n

p a b    

1لدينا    

1

6n n n

n n n

a a b

b a b





 
  

1وهذا يكافئ     1

1 1

5

6 5

n n n

n n n

a b b

b a a

 

 

 
  

  )*( ... 

1اعداد طبيعية فان  nbو naوبما ان   1n n
a b    1و 16

n n
b a   5هي اعداد قابلة للقسمة على  

1naاذا كان           1وn
b   غير اوليين فيما بينهما فإنه يوجد عدد صحيحk  : بحيث 

                  1 .na k     1و .nb k     (  1لا يقسم  5بما ان 1n n
a b   5فانk    ) 

1نعوض في العلاقة )*(    1

1 1

5

6 5

n n n

n n n

a b b

b a a

 

 

 
  

نجد :     
 

5

5 6

n

n

b k

a k

 

 

 


 
 وهذا يعني ان العددين   

     na وnb يقسم  5أي ان  5مشترك هو  لهما قاسمn na b  ( 2وهو تناقض مع السؤال)ج( ) 
1naوبالتالي           1وn

b  اوليان فيما بينهما 
 اوليان فيما بينهما  nbو naالاستنتاج : يمكن ان نثبت بالتراجع ان   - 

2من الواضح ان :       27, 2a b   اوليان فيما بينهما 
1naاوليان فيما بينهما ونبرهن ان  nbو naنفرض ان        1وn

b  ن فيما بينهما اوليا 
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1naقاسم مشترك للعددين  dاذا فرضنا        1وn
b   فانd  1يقسم 1n n

a b   5أي يقسم
n

b  
5dوبما ان       فانd يقسم nb   1ويقسم ايضاn n n

b b a     أي يقسمna  أي ان 
1dاوليان فيما بينهما اذن حتما  nbو na. لكن الفرض  nbو naقاسم مشترك لـ  5      
1naأي ان       1وn

b   اوليان فيما بينهما 

 

 Asie, juin 2003:  (71)التمرين

أنشر العبارة  أ(). (1)  23 3 9 16n n n    معn. 

33، يكون العدد  nاستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي  11 48n n   3قابلا للقسمة علىn  . 

n،23بي ن أنه من أجل كل عدد طبيعي ب() 9 16n n  . هو عدد طبيعي غير معدوم 

 ، تكون المساواة التالية صحيحة : cو a  ،bبي ن أنه ، من أجل كل الأعداد الطبيعية غير المعدومة  (2)

   ; ;PGCD a b PGCD bc a b . 

 ، تكون المساواة التالية صحيحة : 2أكبر من أو يساوي  nأجل كل عدد طبيعيبي ن أنه ، من . (1)

   33 11 ; 3 48; 3PGCD n n n PGCD n    

 .48أ( عين مجموعة القواسم الطبيعية للعدد الطبيعي ) .(4)

التي يكون من أجلها  nبيعي استنتج مجموعة قيم العدد الط ب()
33 11

3

n n
A

n





 عددا طبيعيا . 

 Asie, juin 2003:  (71)التمرين حل 

لدينا :  nمن أجل كل عدد طبيعي ( 1)   2 3 2 23 3 9 16 3 9 16 9 27 48n n n n n n n n        

  2 33 3 9 16 3 11 48n n n n n     . 
23بما أن   9 16n n   33هو مجموع أعداد صحيحة فإنه يكون عددا صحيحا وبالتالي 11 48n n  

3nيقبل القسمة على      . 
23مميز كثير الحدود ب( 9 16x x  111هو   2ومعامل

x موجب( إذن من أجل كل  3هو(x  ،
23 9 16 0x x    ومنه من أجل كل عدد طبيعيn ،23 9 16n n   هو عدد صحيح موجب تماما أي هو عدد    

 طبيعي غير معدوم .
bcيقسم  وبالتالي bcيقسم dإذن bو aقاسما للعددين dنفرض (2) a ومنهd قاسم مشترك للعددينb وbc a  

bcو bقاسما للعددين dنفرض :عكسيا  a  إذن هو قاسمbc وbc a ومنهd يقسم الفرق bc bc a  أيd 
 .bو aقاسم مشترك للعددين dوبالتالي aيقسم 

bcو bهي نفسها مجموعة القواسم المشتركة للعددين  bو aخلاصة مجموعة القواسم المشتركة للعددين  a  وبالأخص
   gcd ; gcd ;p a b p bc a b  

48aنستعمل النتيجة السابقة بوضع : (1)   ،3b n  23و 9 16c n n   
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33إذن    11bc a n n  ومنه   3gcd 48; 3 gcd 3 11 ; 3p n p n n n    
448أ( ) (4) 2 3   هي :  48، مجموعة القواسم الطبيعية للعدد 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48 . 

 ب()
33 11

3

n n
A

n





3؛ لدينا   0n    لكي يكونA  33يجب أن يكون 11 0n n  3وn  

33يقسم    11n n. 
  33 11 0n n   2معناه 11

3 0
3

n n
   
 

0nويكافئ    11و أ

3
n  

0nأي    2أوn  . 
3n   33يقسم 11n n  معناه 3gcd 3 11 ; 3 3p n n n n     ينتج . (1)ومن gcd 48; 3 3p n n   

3nويكافئ أن    ومعناه  48يقسم 3 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48n    
0nباعتبار    2أوn   نجد 0;3;5;9;13;21;45n 

 
  Metropole sept 2003 (81)التمرين  
123بحيث :  vو  u( )أ( عين عددين صحيحين 1)   2003 1u v   اولي 2443مع العلم ان 
بحيث :  0k)ب( استنتج عددا صحيحا   0123 1 2003k   
x  :)ج( بين انه من اجل كل عدد صحيح   123 456 2003x   اذا وفقط اذا كان 0456 2003x k  
بحيث :  x)د( عين جميع الاعداد الصحيحة   123 456 2003x  
1بحيث :  n)هـ( بين انه يوجد عدد صحيح وحيد   2002n     و 123 456 2003n  
1عددا صحيحا حيث :  a(  ليكن 2) 2002a   

)أ( عين     ;2003PGCD a   
بحيث :  mاستنتج انه يوجد عدد صحيح     1 2003am   
 بحيث :  xفانه يوجد عدد صحيح وحيد   b)ب( بين انه من اجل كل عدد صحيح   

    0 2002x    و 2003ax b  
 

    sept 2003 Metropole(81)حل التمرين
123بحيث :  vو  u( )أ( تعيين عددين صحيحين 1)   2003 1u v   اولي  2443: مع العلم ان 
 يحققان المعادلة  vو  uاوليان فيما بينهما ومنه حسب مبرهنة بيزو يوجد عددان صحيحان   2443و  123العددان   
2003بالقسمات المتتابعة نجد :     123 16 35    123و 35 3 18     35و 18 1 17     و

18 17 1 1    

ومنه  
 

 
 

1 18 17 18 35 18 2 18 35

2 123 35 3 35 2 123 7 35

2 123 7 2003 123 16 114 123 7 2003

        

        

        

  

114uلدينا اذن      7وv   114 123 7 2003 1    
بحيث :  0kج عددا صحيحا )ب( استنتا  0123 1 2003k  : 
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114من السؤال السابق لدينا    123 7 2003 1     114ومنه 123 7 2003 1      أي ان
 114 123 1 2003 أي 123 114 1 2003 ومنه

0 114k 

)ج( تبيان ان :  123 456 2003x   اذا وفقط اذا كان 0456 2003x k :
عددا صحيحا بحيث  xليكن   - 0456 2003x k  (1  ومن السؤال السابق لدينا   ) 0123 1 2003k 

قات نجد : ومن خواص الضرب في المواف  0123 456 1 456 2003k     (1 )
( نجد : 1( من )2وبطرح )     0123 456 0 2003x k    اوليان فيما بينهما فان  2443و  123وبما ان

   0456 0 2003x k    اذن 0456 2003x k

وعكسيا اذا كان  -   0456 2003x k ل )ب( لدينا ومن السؤا 0123 1 2003k    ومنه
 0456 123 456 1 2003k   أ(    لكن( 0456 2003x kومنه 0123 123 456 2003x k  )ب(

اذن بطرح )أ( من )ب( نجد     123 456 0 2003x    أي ان 123 456 2003x 

بحيث :  xعداد )د( تعيين جميع الا  123 456 2003x   :
ومن النتيجة السابقة  نجد ان الاعداد التي تحققها هي الاعداد  0456 2003x k أي 456 114 2003x  

456اذن    114 2003x k    حيثk 456صحيح  لكن  عدد 114 51984 25 2003 1909     
1909اذن      2003x k   حيثk  عدد صحيح
1وحيد  بحيث :  n)هـ( تبيان انه يوجد   2002n     و 123 456 2003n  :
هو احد حلول الموافقة السابقة  nالعدد    123 456 2003x    : 1909فهو اذن من الشكل 2003n k 

1مع  1909 2003 2002k      1908أي 2003 93k     1908وتعني 93

2003 2003
k  

kومنه القيمة الوحيدة للعدد      1909وبالتالي  0هيn 

(  )أ( تعيين 2) ;2003PGCD a   : 1حيث 2002a  
عدد اولي فانه أولي مع جميع الاعداد الأقل منه ومنه  2443بما ان    ;2003 1PGCD a 

بحيث :  nو mاوليان فيما بينهما فانه حسب مبرهنة بيزو يوجد عددان صحيحان  2443و aان وبما    
2003 1am n 

وهذه تعني   1 2003am n  أي 1 2003am يوجدنه نستنتج انهومm: بحيث 1 2003am 

بحيث :    xفانه يوجد   b)ب( تبيان انه من اجل كل    2003ax b  0و 2002x 

لسابق لدينا من السؤال ا   1 2003am   ومنه بضرب الطرفين بالعددb  نجد 2003b am b  

فاذا كان    2003ax b  : فاننا نحصل بطرح الموافقتين 0 2003ax abm   أي   0 2003a x bm 

وهذا يعني  a x bm  وبما ان   2443يقبل القسمة على ;2003 1PGCD a   يقسم   2443فان x bm

اذن     0 2003x bm   أي 2003x bm   2003و بالقسمة الاقليدية نجدbm q r  
اذن     2003rحيث   2003x r   2003وr

 France Juin 2004  (91التمرين)
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(1) x  عدد طبيعي . برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومk  ،
  2 11 1 ... 1k k
x x x x x

       
 .   nيقسم  dعددان طبيعيان غير معدومين حيث  nو d   أ (ـ (.)2)  n dk  

1d، العدد 1ن واكبر م aبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
a   1يقسم العددn

a  . 
20042استنتج أن العدد  (ب) 1  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على . 
d;و  nو mين الطبيعيين  ( )أ( ليكن العدد3) PGCD m n  ونضع    .m dm   و.n d n  
muبحيث :    vو   uبتطبيق مبرهنة بيزو بين انه  يوجد عددان صحيحان   nv d  

)موجبين  تماما  . بين   :  vو   u)ب( نفرض عددين  1) ( 1) 1mu nv d d
a a a a        1ثم بين انd

a   هو
1muالقاسم المشترك الأكبر  للعددين :   

a    1وnv
a  

عين  أ (. )تطبيق(4)   63;60PGCD . 
بين أن :   (ب)            63 60 3 31 1 1a a a a     . 
استنتج أن : (جـ)          63 60 31; 1 1PGCD a a a    . 

استنتج قيمة لِـ :  (د)               63 602 1;2 1PGCD   . 
 

   France Juin 2004 ( 91لتمرين)حل ا

بنشر العبارة  (1)   2 11 1 ... k
x x x x

      نجد 
    2 1 2 2 1( 1)(1 ... ) ( ... ) (1 ... ) 1k k k k

x x x x x x x x x x x
                 

إذن :     2 11 1 ... 1..... *k k
x x x x x

       
نستنتج أن  1x    1يقسمk

x   معk عدد طبيعي غير معدوم 

1d، العدد  aمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم برهان على أنه  ( )أ(2)  
a   1يقسم العددn

a  . 

nحيث kوجد عد طبيعي غير معدوم فإنه ي nيقسم  dبما أن    kd   ومنه 1 1 1
k

n kd d
a a a     

dبوضع 
x a  1نجد 1d

a x    1و 1n k
a x   

( فان : 1وحسب ) 1x    1يقسمk
x   1ومنهd

a   1يقسم العددn
a  

20042استنتاج أن العدد  )ب( ـ 1  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على . 
1dلدينا من السؤال السابق : العدد 

a   1يقسم العددn
a     2وبوضعa   2004وn      ولدينا ايضا 

 22004 2 3 167       20042ومنه 1 :22   يقبل القسمة على 1 3   32و 1 7   42و 1 15   
20042* استنتاج أن العدد  1  63يقبل القسمة على على  

663 64 1 2 1        و 6 33420042 1 2 1   
2aبوضع    2004وn   6وd  
20042فإن :  6يقبل القسمة على    2004بما أن 1  62يقبل القسمة على 1   20042أي 1  يقبل القسمة

 63على 
20042استنتاج أن العدد  * 1  9يقبل القسمة على . 

20042بما أن العدد  1  63و  63يقبل القسمة على 9 7  20042لعدد  فإن ا 1  9يقبل القسمة على 
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20042أو :  1 63 /k k
    ومنه 20042 1 9 7 9 /k k k

       20042ومنه العدد 1  
 9يقبل القسمة على   
 vو  uاوليين فيما بينهما اذا وفقط اذا وجد عددان صحيحان  mو  nددين ( )أ( تنص مبرهنة بيزو  ان الع3)

'بحيث  ' 1um vn   ( او' ' 1um vn   وبضرب الطرفين بالعدد  )d  : نجد. . ' . . 'u d m v d n d                             
um أي ان  vn d  (    اوum vn d  ) 

))ب(  اثبات ان :      1) ( 1) 1mu nv d d
a a a a       )*( 

1بالنشر  نجد:       1mu nv d d d
a a a a

     0ا يعني :   وهذmu nv d
a a

    وتعنيmu nv d
a a

   
muوبالتالي  :      nv d      وهذا يعنيmu nv d   

1dبقسمة طرفي العلاقة )*( بالعدد     
D a    : 1  نجد 1

( ) ( ) 1
1 1

mu nv
d

d d

a a
a

a a

 
 

 
وهذا يعني وجود عددين   

.1صحيحين  بحيث :  . 1d
A a B      1حيث

1

mu

d

a
A

a





1و  

1

nv

d

a
B

a





   

1dأوليان فيما بينهما  وان   Bو Aوهذا يعني  ان العددين   
D a     : هو القاسم المشترك الأكبر  للعددين

1mu
a    1وnv

a  
تعيين  أ ـ(. 4) 63;60PGCD . 

   63;60 60;3 3PGCD PGCD  60تقسم  3لأن 
ن أن : اتبي  (ب)   63 60 3 31 1 1a a a a     
بالنشر :       63 60 3 63 63 3 31 1 1 1a a a a a a a         
ـ برهان أن : (جـ) 63 60 31; 1 1PGCD a a a    . 

   63 60 60 3 31; 1 1; 1 1PGCD a a PGCD a a a       : 3لأن 1a    60يقسم 1a  
استنتاج القيمة لِـ :   (د) 63 602 1;2 1PGCD   . 
2aيض بتعو      : نجد 63 60 32 1;2 1 2 1 7PGCD      

 
 Asie juin 2004: (21)التمرين   
    a. عدد طبيعي غير معدوم 

نسمى  E  29مجموعة الأعداد الطبيعية التي تكتب على الشكل a 210 : . مثلا 9 1   ,213 9 2  ... 

2التالية :  a( دراسة المعادلة ذات المجهول العدد الطبيعي1) 9 2n
a   4حيثn   

 يكون فرديا. aفإن  aبرهن أنه إذا قبلت المعادلة حلا  ـ (أ)
 برهن أن المعادلة لا تقبل حلا. 4الموافقة بترديد باستعمال ـ (ب)
2التالية :  a( دراسة المعادلة ذات المجهول الطبيعي2) 9 3n

a   3حيثn   
3nاذا كان  برهن أنه ـ (أ)    3فانn  4بترديد  3او  1يوافق   

 يكون كذلك زوجيا . nيكون زوجيا ؛ واستنتج أن  aفإن  aبرهن أنه إذا قبلت المعادلة حلا   ـ )ب(
2nنضع  ـ )جـ( p  2حيثp   23العدد حللn

a .ثم استنتج أن المعادلة لا تقبل حلا 
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2التالية :  a( دراسة المعادلة ذات المجهول الطبيعي3) 9 5n
a   2حيثn   

 فرديا فإن المعادلة لا تقبل حلا. nبرهن أنه إذا كان 3الموافقة بترديد ـ باستعمال  (أ)
2nنضع  ( ب) p عدد طبيعي وحيد  أنه يوجد ()ج(2كما في السؤال ) ، برهنa  الذي يكون من أجله العدد

2 9a   5من قوى العدد . 

 Asie juin 2004:  (21)التمرينحل    
2 ن أنه إذا قبلت المعادلةابره ـ (أ) (1)  9 2n

a    حلاa  فإنa 4حيث  يكون فردياn   
2زوجي ومنه  aنفرض   9 2n

a    29تعني 2n
a     وهذه المعادلة لا يمكن ان تتحقق لان الفرق بين زوجيين هو

  يكون فرديا يجب ان aبالتالي اذا وجد عدد زوجي  و 
 :ن أن المعادلة لا تقبل حلاابره (ب) 

2نضع  يكون فرديا يجب ان aبما ان     1a k    2اذن 9 2n
a    24تكافئ 4 10 2n

k k   
ا ولدين   24 4 10 2 4k k     و 2 0 4n   4لانn   24اذن 4 10k k   2وn4غير متوافقان بترديد 

2اذن لا يوجد حل للمعادلة   9 2n
a   

 (2) 2 9 3n
a     

3nاذا كان  ن أنهابره ـ (أ)    3فانn  4بترديد  3او  1يوافق  : 
3nمن اجل       3 1 4    ومنه   3 1 4

nn    

زوجيا فان   nاذا كان   3 1 4n   واذا كانn  فرديا فان 3 1 4n     أي ان 3 3 4n  

2 اذا كانت ن أنابره  ـ )ب( 9 3n
a   حلا  تقبلa  فإنa  وجيا يكون ز : 

2فرديا فان مربعه ايضا فردي ومنه  aاذا كان    9a  ) زوجي )مجموع عددين فرديين هو عدد زوجي 
2, فهذا تناقض ,  ومنه اذا وجد حل للمعادلة  nعدد فردي من اجل كل عدد  3nلكن   9 3n

a   فانه زوجي 
2aفانه يكتب على الشكل  يكون زوجيا aبما ان  -   p  حيثp  2طبيعي  ومنه 24a p  
أي ان     2 0 4a     و منه 2 9 9 4a    أي 2 9 1 4a    

2لكن    9 3n
a    أي ان 3 1 4n  لكن هذه الموافقة لا يمكن ان تكون صحيحة  الا اذا كانn زوجيا 

2كان الخلاصة : اذا   9 3n
a   فانnيكون زوجيا . يجب ان 

23nالعدد تحليل  ـ )جـ(
a  2حيثn p  2وp   :2 9 3n

a    29تعني 3n
a  

      2
2 2 2 23 3 3 3 3 9n p p p p

a a a a a         

 ومنه توجد امكانيتان فقط وهي :  9و 3و  1هي :  9قواسم العدد  

    )*(3 3

3 3

p

p

a

a

  


 
0aوبما ان      3و 3p p

a a   فهذه لا تقبل حلولا 

   )*(3 9

3 1

p

p

a

a

  


 
2وبالجمع نجد :    3 10p    3أي 5p   3ليس قوة للعدد  5وهذه لا تقبل حلا لان العدد 
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2خلاصة : المعادلة   9 3n
a    لا تقبل حلا 

2فرديا فإن المعادلة nن أنه إذا كان ابره)أ((3)  9 5n
a    2حيث   ل حلالا تقبn   

2أي  فردي n: نفرض ان 3الموافقة بترديد باستعمال  1n k    2ومنه 1 25 5 5 5n k k    

وبما ان   5 2 3  و 2 25 2 3  أي 25 1 3  فان   25 1 3
k

   اذن 5 2 3n   

فان   aاذن اذا وجد حل  5 2 3n   أي 2 9 2 3a    

وبما ان   0 3a   او 1 3a   او 2 3a   3بترديد  1او  0فان مربعه يكون يوافق  

وبما ان    9 0 3  (فان 2 9 0 3a   او 2 9 1 3a    لكن ) 5 2 3n   

2اذن المقداران   9a   5وn  غير متساويين 
2فرديا فإن المعادلة nخلاصة:  اذا كان  9 5n

a    لا تقبل حلا 
2nنضع  ( ب) k  أنه يوجد عدد طبيعي وحيد  برهنونa 2العدد  الذي يكون من أجله 9 5n

a   : 

2المعادلة    9 5n
a     2تكتب 25 9k

a   أي  5 5 9k k
a a     ومنه توجد امكانيتان 

    )*(
5 3

5 3

k

k

a

a

  


 
0aوهذه لا تقبل حلا لان      5و 5k k

a a  

   )*(
5 9

5 1

k

k

a

a

  


 
2وبالجمع نجد :    5 10k    5أي 5k    1ومنهk    4وبالتاليa   

2المعادلةخلاصة :   9 5n
a     4تقبل حلا وحيداa    2من اجل كلn     

 
 

  Antilles, sept 2004 (21)التمرين

 اذكر صحة أو خطأ الجمل التالية مع التبرير   

  6هو   4442و  2444( القاسم المشترك الأكبر للعددين 1)  

2عددين طبيعيين غير معدومين فان    qو  p( اذا كان 2)  1pq    2يقبل القسمة على 1p     2و على 1q   

2فان  n(من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم  3)   1n   1دا ان يكون قابلا القسمة على  لا يمكن اب  

24للمعادلة  Z(مجموعة الحلول في4)  35 9x y   : هي الثنائيات 144 70 ;  99 24k k    k  
 

  Antilles, sept 2004 (21)التمرين حل   

 ( صحيحة لان : 1)    
   4002 2004 1 1998       2004و 1998 1 6       6اخر باقي غير معدوم هو 
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 (  صحيحة  :2)  
         2 1 2 1 2 1

q p
pq p q         :  و  نعلم ان  1 21 1 ... 1m m m

a a a a
        

اذن                  1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 2 ... 2 1
q q q

pq p p p p p
 

         

2اذن          1pq   2لقسمة على يقبل ا 1p   
وبنفس التحليل نجد :               1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 2 ... 2 1
p p p

pq q q q q q
 

         

2اذن               1pq   2 يقبل القسمة على 1q  
6n(  خاطئة   لانه من اجل  3)     : 62فان 1 63    1يقبل القسمة على   63و 

 ( خاطئة   .4)  
الثنائية   144;  99   :حل خاص للمعادلة  لان   24 144 35 99 9   

ومنه       24 35 24 144 35 99x y       أي   24 144 35 99x y   
يقسم    35      24 144x 144يقسم    35فان    24ولي مع وبما انه اx    144أي ان 35x k   
35اذن     144x k       : و بالتعويض نجد 24 99k y     
اذن الحلول هي :         144 35 ;  9 4; 9 2kx y k    

 

 ov 2004NCalédonie, -Nelle (22)تمرينال  

a وb . عددان طبيعيان غير معدومين 
1auحيث  vو uبرهن أن ه إذا وجد عددان صحيحان  ()أ(.1)  bv    فإنa وb . ليان فيما بينهما  أو 

استنتج أنه إذا كان  )ب(. 2
2 2 1a ab b     فإن ،a وb . ليان فيما بينهما  أو 

نريد  تعيين كل الثنائيات  (.2) ;a b ير المعدومة حيث من الأعداد الطبيعية غ 2
2 2 1a ab b   . 

كل ثنائية  ;a b . تحقق الشرط تسمى حلا 
bعندما يكون  aعين  )أ( a . 

تحقق من أن   )ب( 1;1  ، 2;3 و 5;8 . هي ثلاث حلول خاصة 
بي ن أن ه إذا كانت  ج( ;a b  ذا كان aحلا وا  b  2فإن 2 0a b  . 
بي ن أن ه إذا كانت  (. )أ(1) ;x y حلا يختلف عن 1;1   فإن ;y x x و ;y y x .هما كذلك حلان 

 ثلاث حلول أخرى .(.)ب( 2)استنتج من  ب(
نعتبر المتتالية (. 4) n

a  : ِ0حدودها أعداد طبيعية غير معدومة والمعرفة بـ 1 1a a   ومن أجل كل عدد
n  ،2ي طبيع 1n n n

a a a  . ()تسمى هذه المتتالية , متتالية فيبوناكشي( Fibonacci) 
n  ،برهن أن ه من أجل كل عدد طبيعي  -     1;

n n
a a   . هي حل 

1naو naاستنتج أن  العددين  -     . ليان فيما بينهما  أو 
 
 Calédonie, Nov 2004-Nelle (22)تمرينال حل 
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الصحيحين غير المعدومين  bو aللعددين  القاسم المشترك الأكبر dليكن()أ( 1)   
mbأي يقسم  bيقسم كل مضاعفات و   naأي يقسم  aيقسم كل مضاعفات  dومنه فان   

naوبالتالي يقسم     mb  ص يقسم ومنه على الخصوau bv  1وبما انau bv  أي انd  1يقسم 
1dوبالتالي :     وهذا يعنيa وb ليان فيما بينهما أو 

)ب(  العبارة     2
2 2 1a ab b    تعني

2 2

2 2

1

1

a ab b

a ab b

   


   
وهذي يعني : 

  1

( ) 1

a a b b b

b b a a a

    


   
1auوفي الحالتين يمكن ان نكتب :    bv 

u,في الحالة الأولى :     a v v b      وفي الحالة الثانية,u b a v a   

ليان فيما بينهما . bو aيعني ان العددين وهذا      أو 
(  تعيين الثنائيات 2) ;a b حيث 2

2 2 1a ab b  :
b)أ( في حالة     a  فان   2 2

2 2 2 2 2 1a ab b a a a       4أي ان 1a 

1a ومنه           لانa  موجب
)ب( التحقق أن    1;1  ، 2;3 و 5;8 : هي حلول : نعوض فنجد

واضح ان       1;1   )1حل حسب )أb a 

وفي حالة       2;3 : نجد 22 22 2.3 3 1  

في حالة      5;8 : نجد 22 2 25 5.8 8 (25 40 64) 1     

تبيان أن ه إذا كانت  )ج(    ;a b   ذا كان حلا واa b  2فإن 2 0a b  :
2لدينا       2 1a ab b    2فاذا كان 2 0a b   2فان 2

a ab b   1لا يمكن ان يكون مساويا
2وأيضا لا يمكن ان يكون       2

a ab b 1ا لـ مساوي   لانه سيكون في هذه الحالة موجبا تماما
2اذن في كل الحالات        2 0a b 

aطريقة أخرى: اذا كان     b  0فانa b  وبما انa  وb  موجبان فانa b موجب
وبالتالي :              2 2 0a b a b a b   

تبيان أن ه إذا كانت  (. )أ(1) ;x y حلا يختلف عن 1;1   فإن ;y x x .حلا
 ;x y : حل معناه 2

2 2 1x xy y  : ان 4أي 2 2 4 3 2 2 32 2 2 1x x y y x y x y xy     

و ;y x x حل فنعوض في المعادلة 2
2 2 1a ab b   : نجد

     2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 1y x y x x x y xy x xy x x y xy x             

و منه       22 2
2 2 2 2 2 2 1y xy x y xy x x xy y          

وبنفس الحساب نجد  ;y y x  هي أيضا حل
استنتاج ثلاث حلول أخرى: ب( 

بما أن        2;3  :هي حل فانه حسب السؤال )أ( الثنائيات
(3 2 ; 2) (1 ; 2)   3)حل  و ; 3 2) (3 ; 5)   حل

وبما ان  5;8  8)الثنائيات حل فان 5 ; 5) (3 ; 5)   8)حل و ; 5 8) (8 ;13)  حل
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1)اذن الحلول الجديدة هي :    ; 3)و (2 ; 8)و  (5 ;13) 
  (4)  n

a  :0حدودها طبيعية غير معدومة و 1 1a a   ، 2و 1n n n
a a a  . 

برهان أن   الثنائية        1;
n n

a a   لـ:   هي حل  2
2 2 1a ab b   

0لدينا نبرهن ذلك بالتراجع :    1 1a a    و
0 1 1a    0و 1a   الثنائية و 1;1   )حل حسب )أ 

  4اذن الخاصية صحيحة من اجل    
)1نفرض    ; )n na a  ( 3حلا , ومنه حسب  )1( )أ 1 1 2( ; ) ( ; ) ( ; )n n n n ny y x a a a a a        هي أيضا حل 
  nاذن الخاصية صحيحة من اجل كل عدد طبيعي    
1naو naج أن  العددين استنتا -    : ليان فيما بينهما  أو 
()ب( برهنا انه اذا كانت 1من السؤال)  ;a b  حلا فان العددينa وb نائية اوليين فيما بينهما  وبما ان الث
1( ; )n na a   حلا للمعادلة فانه ينتج انna 1وna  ليان فيما بينهما  أو 
 ملاحظة : يمكن البرهان عليها بالتراجع .  

 

  ,sept. 2005 FranceQCM  (21)التمرين

 المقترحة   اختر الجواب الصحيح من بين الاجوبة الاربعة  

نعتبر في مجموعة الاعداد الصحيحة المعادلة :  (1) 2 4 0 6x x   

 )أ( كل حلول المعادلة هي اعداد زوجية   
 )ب(  لا تقبل أي حل    

)ج(  الحلول تحقق :  2 6x  
)د(  الحلول تحقق :   2 6x    أو 5 6x  

24( نريد حل  المعادلة : 2)   34 2x y    .... E    حيثx وy   عددان صحيحان 
)أ(  كل حلول المعادلة      E  : هي من الشكل   ; 34= 7;5 24x y k k    وk عدد صحيح 
)ب( المعادلة      E  . لا تقبل أي حل 
)ج( حلول المعادلة    E  : هي من الشكل   ; 17= 7;5 12x y k k    وk عدد صحيح 
لة)د( حلول المعاد    E  : هي من الشكل   ; 7 ;= 5x y k k   وk عدد صحيح 
1 789n(  نعتبر العددين  3)    20051789وp       :لدينا اذن 

)أ(       4 17n   و 0 17p      ب(  العدد(p   )أولي        )ج 4 17p            )د( 1 17p  
 
  ,sept. 2005 FranceQCM  (21)التمرينحل  

 ( الجواب الصحيح هو )د(  1)  
اذا كان   -      2 6x  فان 2 4 6x   : ومنه     2 4 4 2 4 6 6 6 0 6x x         اذن صحيحة 
اذا كان  -       5 6x    فان 2 1 6x   ومنه     2 4 25 5 4 6 24 6 0 6x x         اذن صحيحة 
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12نجد :   2(  نختصر المعادلة على 2)  1  7 1x y   أوليان   17و  12ين  لمعادلة تقبل دائما حلولا لان العددوهذه ا
12يحققان   vو  uحسب  مبرهنة غوص  أي يوجد عددان صحيحان  فيما بينهما 1  7 1u v   

 ومنه الجواب )ب( خاطئ    
ج( يعطينا فكرة  وهي ان  الثنائية  ولايجاد  حلا خاصا  فان الجواب  )    7,5   : تحقق المطلوب

12 7 17 5 1    
12ولايجاد الحلول نتبع نفس الطرق المتبعة  :    1  7 1x y   12و 7 17 5 1     
1212 ومنه :     7 17 51  7x y       اذن   12 7 1  7 5x y     
يقسم الجداء   17      12 7x    7يقسم   17فانه حسب مبرهنة بيزو العدد  12وبما انه اولي معx    أي ان

7 17x k       :  7وبالتالي 17x k      : 5وبالتعويض نجد 12y k     
 اذن الجواب الصحيح هو   )ج(   
 (  الجواب الصحيح هو  )ج(  3)  

1789لدينا  :              17 105 4        ومنه 1789 4 17     2005و 2 1002 1     
            2005 200541 9 778 1    أي 220 1 2 105 001789 4 17     و 24 16 1 17   

                       1002 10022 1002 14 16 4 1 4 17 4 17           اذن 4 17p  
 

 

 Polynésie, juin 2005 (24)التمرين

0نعتبرالمتتالية العددية المعرفة بـ :    14u     و من اجل كل طبيعيn    :1 5 6
n n

u u     
  4uو  1u  ,2u  ,3u(  )أ(  احسب  1)   

 ؟  nu)ب( ماذا يمكن الاستنتاج بالنسبة للرقمين الأخيرين للحد :        
n     :بين انه من اجل كل عدد طبيعي  -(2)    2 4

n n
u u  

k   :استنتج انه من اجل كل عدد طبيعي    -        2 2 4
k

u    و 2 1 0 4
k

u    
 :    nرهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبيعي (  )أ( ب3) 

22 5 3.n

n
u

  
: n)ب(  استنتج انه من اجل كل عدد طبيعي       

  2 28 100
n

u   
 nوذلك حسب قيم    nuالعشرية ( لـ )الكتابة   14( عين الرقمين الأخيرين في النظام   ذا الأساس 4) 
( بين ان القاسم المشترك الأكبر لحدين متتابعين للمتتالية 5)   n

u   هو عدد ثابت , عين قيمته 
 
 Polynésie, juin 2005 (24)التمرين حل  

1: (   )أ(حساب الحدود 1)  64u     ,2 314u   ,3 1564u   4و 7814u    
2)ب(  يمكن القول ان  :     . . .14

k
u     2و 1 . . .64

k
u           64او   14الرقمين الأخيرين اما  

:    (  اثبات ان2)  2 4
n n

u u    
لدينا :       2 15 6 5 5 6 6 25 36

n n n n
u u u u           ونعلم ان 25 1 4    و 36 0 4 
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ومنه     24 36 0 4
n

u      : يمكن ان تكتب       2 24 36 4 0 4 4
n n n n n

u u u u u         
ومنه               2 4

n n
u u   

k   :استنتاج بالتراجع انه من اجل كل عدد طبيعي   -     2 2 4
k

u    و 2 1 0 4
k

u   
0kمن اجل            : فان 0 2 4u      0ونعلم ان 14u   أي 0 2 4u    اذن صحيحة 
1kونبرهن انها صحيحة من اجل   kنفرض انها صحيحة من اجل          أي نبرهن ان   2 1

2 4
k

u    
من الفرض:   2 2 4

k
u    و   2 2 22 1

4
k kk

u u u   ( ( ومنه 2)حسب )   2 1
2 4

k
u    اذن محققة من اجل

  kكل 
اذن      2 2 4

k
u    

و بنفس العمل  نبرهن ان       2 1 0 4
k

u        0.  من اجلk     محققة لان 1 64 0 4u    
ومنه      2 1 1 4

k
u u      وبالتالي من اجل كلk     فان

 
 2 1 0 4

k
u   

   (  )أ( البرهان بالتراجع ان 3)    
22 5 3.n

n
u

  
0nمن اجل            : 

2

02 5 3 28u         0و  نعلم 14u   02اذن 28u  محققة 
3أي نبرهن ان :   1nونبرهن انها صحيحة من اجل   nنفرض انها صحيحة من اجل     

12 5 3.n

n
u


   

22لدينا         5 3.n

n
u

      1وحيث  ان 5 6
n n

u u   
و         2 3 3

12 2 5 6 5 2 12 5 5 3 12 5 15 12 5 3n n n

n n n
u u u

  
                

3اذن       

12 5 3.n

n
u


      22وبالتالي  الخاصية محققة  من اجل كل عدد طبيعي أي 5 3.n

n
u

  
)ب(  استنتاج  ان   :      

  2 28 100
n

u   
لدينا :      

 
22 5 3n

n
u

   ونعلم ان 5 1 4     وبالتالي 5 1 4n      ومنه 25 25 100n    
وبالتالي        25 3 25 3 100n        اذن 2 28 100

n
u  

 :  nuالرقمين الأخيرين  لـ  ( تعيين4)    
من العلاقة الأخيرة        2 28 100

n
u     : نجد 14 50

n
u      14ومنه 50 ,

n
u m m   

وبما ان     2 2 4
k

u    و 14 2 4    ن  ينبغي ان يكو 50 0 4m    
زوجي فان      kاذن اذا كان         14 100

k
u      و اذا كانk    فردي   14 50 100 64 100

k
u     

 فردي  kفي حالة    64زوجي  و   kفي حالة   14أي ان الرقمين الأخيرين هما :     
(  القاسم المشترك الأكبر لحدين متتابعين للمتتالية 5)   n

u 
نلاحظ ان             0 1; 14;64 2PGCD u u PGCD     وبالتالي يجب برهان ان 1; 2

n n
PGCD u u  

1لعلاقة  لدينا من ا      5 6
n n

u u      15ان 6
n n

u u     
1nuو  nuهو القاسم المشترك الأكبر لـ  dفاذا كان      15فانه يقسم الفرق

n n
u u    أي انd  6هو احد قواسم العدد   

22ونعلم ان      5 3n

n
u

      22فانه لا يمكن ان يكون قاسما لـ    5ولا يقسم    3يقسم  3وبما ان 5 3n

n
u

   
وبالتالي       1; 2

n n
PGCD u u  

 
 
 Liban, juin 2005 : (25)تمرينال
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معادلة نعتبر ال. (1) E  :109 226 1x y  حيثx وy . عددان صحيحان 

خص المعادلة . ماذا يمكن استنتاجه فيما ي 226و 109عين القاسم المشترك الأكبر للعددين  أ() E ؟ 

برهن أن مجموعة حلول المعادلة ب() E هي الثنائيات من الشكل 141 226 ;68 109k k  حيثk . صحيح 

 e؛ ويوجد عدد طبيعي وحيد غير معدوم226أصغر من أو يساوي dجـ( استنتج أنه يوجد عدد طبيعي وحيد غير معدوم)
109يحقق 1 226d e  يطلب تعيين قيمتي(d وe.) 

لي  227برهن أن ( 2)  .عدد أو 

226aحيث aمجموعة الأعداد الطبيعية  Aنسمي. 1   نعتبر الدالتين .f وg للمجموعةA  . في نفسها 

f ترفق بكل عددa 109، باقي قسمة
a ؛ 227علىg ترفق بكل عددa 141، باقي قسمة

a  227على . 

تحقق من أن   أ ( 0 0g f    . 

برهن أنه من أجل كل  ب( 0a A   ، 226 1 227a  . 

ب( أنه من أجل كل )(1)جـ( استنتج من  0a A   ، g f a a   ما القول عن  . f g a a   ؟ 

 Liban, juin 2005 : (25)تمرينال لح
نحصل على  باستعمال خوارزمية أقليدسأ( ). (1) gcd 226,109 1p . 

يحققان yو xحسب مبرهنة بيزو يوجد على الأقل عددان صحيحان E 

نخمن من الثنائية  ب() 141 226 ;68 109k k   أن 141,68 حل خاص للمعادلة E  وبالتحقيق نجد
109 141 226 68 1     109. ومنه 226 109 141 226 68x y     أي   109 141 226 68x y   

نسميها 'E .226 يقسم 109 141x  و gcd 226,109 1p  يقسم 226إذن حسب غوص 141x  أي
141 226x k   معk   وبالتعويض في 'E 68نجد 109y k 226إذن 141x k  و

109 68y k   معk  وعكسيا بالتعويض     . 141 226 ;68 109k k   في E  نجد
   109 141 226 226 68 109 1k k    . 

109جـ( ) 1 226d e   109معناه 226 1d e  ومما سبق ينتج أن . 

226 141d k  109و 68e k   0وبما أن 226d   0معناه 226 141 226k    0فنجدk   أي
141d  68وe  . 

(2 .)227 15,07 لا يقبل 227دوالعد 3،5،7،11،13، 2هي227والقواسم الأولية التي تكون أصغر من
لي 227القسمة على أي منها إذن  أو 

أ(()1) 1090 0 227  إذن 0 0f   ومنه  141

0 0f     إذن   141

0 0 227f     أي 0 0g f     

 .227لا يقبل القسمة على العدد الأولي aنطبق المبرهنة الصغيرة لِـ فيرما يجب البرهان على الشرط أن لكيب(  )

لي مع كل  227 0حيث  aعدد أولي إذن هو أو  227a  ومنهa وحسب المبرهنة  227لا يقبل القسمة على
الصغيرة لفرما  226 1 227a  . 
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من أجل كل  جـ() 0a A   ،     141

227g f a f a        بما أن   109 227f a a  فإن
     141141 109 227f a a    إذن   109 141 227g f a a

    109ب(  .1وحسب 141 1 226 68    ومنه
 68

109 141 226
a a a

  بما أن 226 1 227a  فإن   68
226 1 227a   ومنه   68

226 227a a a  إذن
   227g f a a    

وبالمثل      109

227f g a g a        أي     109
141 227f g a a   ومنه   227f g a a   

 
 Antilles, juin 2005:  (26)تمرينال

 .  9على  7nبواقي القسمة الأقليدية للعدد  nعين حسب قيم العدد الطبيعي  أ ـ( 1)
برهن إذن  ب ـ 20052005 7 9 . 

ر أن ه من أجل كل عدد طبيعي أ ـ (.2) n ،بر  10 1 9n . 
امه . برهن العلاقة التالية :مجموع أرق Sعدد طبيعي مكتوب في النظام العشري ، نسمي  N )ب( ـ 9N S. 
  . 9قابلا للقسمة على  Sإذا وفقط إذا كان  9قابلا للقسمة على  Nاستنتج أن : يكون )جـ( ـ

20052005Aنفترض أن (. 1)  
 . Cمجموع أرقام العدد B.    Dمجموع أرقام العدد A     .Cمجموع أرقام العدد Bنضع :   

)أ( ـ برر أن  9A D . 
2005)ب( ـ علما أن  10000  برهن أن العدد ،A  رقما . 8020يكتب في التعداد العشري على الأكثر بِـ 

72180Bاستنتج أن   . 
45C)جـ( ـ برهن أن   . 

 . 15أصغر من  D، عين عنصرا حادا للعدد 45)د( ـ بدراسة قائمة الأعداد الطبيعية الأصغر من 
7D)هـ( ـ برهن أن   . 

 
 juin 2005Antilles ,:  (26)تمرينالحل 

 : 1على  7nبواقي قسمة    n/ ا( ندرس حسب قيم 1أ( ()1) 

     07 1 9   و  17 7 9   و  27 4 9   ، 37 1 9  طبيعيومنه من أجل كل عددk ، 
     37 1 9k   وعليه 3 17 7 9k    ؛ و 3 27 4 9k   . 

)ب(ـ  2005 7 9  ومنه 2005 20052005 7 9    2005و لدينا 3 668 1 3 1k      
2005اذن      3 668 17 7    إذن 20057 7 9  ومنه 20052005 7 9. 
أ(  نعلم ان  (.) 2) 10 1 9  ومنه من أجل كلn ، 10 1 9n n   أي 10 1 9n . 

)ب( برهان العلاقة  : 9N S  حيثN عدد طبيعي مكتوب في النظام العشري ، وS مجموع أرقامه 
1ـ نضع  1 0...

n n
N a a a a   1ومنه  مكتوب في النظام العشري 1 0...

n n
S a a a a     . 

 لدينا  
1

1 1 010 10 ... 10n n

n n
N a a a a


         ه من أجل كلبما أنوn 10 1 9n  )حسب السؤال )أ 

 فإن    1 1 0 1 1 01 1 ... 1 9 ... 9
n n n n

N a a a a a a a a                
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 اذن      1 1 0... 9
n n

N a a a a      أي 9N S . 
 : 9قابلا للقسمة على  Sإذا وفقط إذا كان  9قابل للقسمة على  Nاستنتاج أن :  )ج (

 N  معناه  9يقبل للقسمة على 0 9N   ومعناه 9N S  ويكافئ 0 9S  أيS  9يقبل للقسمة على . 
(3 .) 

20052005A   وB مجموع أرقام العددA    .C مجموع أرقام العددB.   D مجموع أرقام العددC . 
أ( ـ اثبات  أن )    9A D 

(ـ ب ـ  لدينا2من السؤال ) 9N S  حيثN ، و عدد طبيعي مكتوب في النظام العشريS مجموع أرقامه 
ينتج   9A B و ؛ 9B C و 9C D   ومنه بالتعدي نستنتج 9A D . 

20052005A)ب( ـ برهان أن العدد   2005رقما حيث  8020ى الأكثر بِـ يكتب في التعداد العشري عل 10000 
42005 10    2005ومنه 2005 42005 10       2005أي 80202005 10   802010إذنA  

10لدينا  10 0k
...

k مرة
بِـ 10kإذن يكتب العدد  1k   10رقما ومنه كل عدد أصغر منk ِيكتب بـk .رقما على الأكثر 

802010Aبما أن    فإن العددA  رقما على الأكثر .  8020يكتب بِـ 
9يكون مساويا لـ : Bفان العدد 1كلها  Aلو كانت ارقام   8020 72180   

رقما هي 2484أكبر الأعداد التي تتكون من 
2080

99....99
fois

72180مجموع هذه الأرقام هي      9 2080   

8020Aعلما أن   10  
9إذن  9يكون أصغر من أو يساوي  Aوكل رقم من العدد     8020B    72180أيB  . 

45C)جـ(  برهان أن    . 
72180Bلدينا من السؤال السابق         72180 ونعلم ان 99999   10>572180ومنه 
510Bإذن  ارقام   5يكتب في النظام العشري على الاكثر بـ Bأي ان     حيث 9B C 

5إذن  9يكون أصغر من أو يساوي  B)كل رقم من العدد    9C    45أيC  ). 
9أقل من Bلأرقام  Cومنه المجموع     5 45   45ايC  

 Cمجموع أرقام العددDحيث 15أصغر من Dتعيين عنصرا حادا للعدد )د(  
 (  45ن )في قائمة الأعداد الطبيعية الأصغر م      

Cنضع   ab إذن   في النظام العشريD a b  
 ( 31, العدد الذي له اكبر مجموع لارقامه هو  45)من بين جميع الاعداد الاقل من او تساوي    
45Cلدينا     0إذن 4a   0ولدينا أيضا 9b  ؛ 

0ومنه  4 9a b     0أي 13a b    13ومعناهD  . (13)العنصر الحاد من الاعلى هو 
7Dبرهان أن  )هـ(   . 

 ( )أ( 3لدينا حسب السؤال )   9A D معناه 9D A ( لدينا1.  ومن )ب( ) 7 9A   إذن 7 9D  
0وبما أن   13D   7فإنD  . 

 
 La Réunion, juin 2005 (27)تمرينال

استعمال النتيجة التالية : في هذا التمرين يمكن ; 1PGCD a b   يكافئ 2 2; 1PGCD a b  . 

نعتبر المتتالية  n
S  من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم المعرفةn  : 3 3 31 2 ...

n
S n   . 
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القاسم المشترك الاكبر للعددين  nنريد حساب من اجل كل عدد طبيعي
nS  و

1nS    

n  ,( برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1)  2

1

2
n

n n
s

 
  
 

 . 

2nالطبيعي غير معدوم حيث  kزوجي : نعتبر العددn دراسة الحالة التي يكون فيها (2) k  

برهن أن )أ(           2 22

2 2 1; 2 1 . ; 1k kPGCD s s k PGCD k k   من أجلk  عدد طبيعي غير معدوم 

:  )ب( عين     ; 1PGCD k k  . 

أحسب  )ج(   2 2 1;
k k

PGCD s s  

2الطبيعي غير معدوم حيث  kفردي : نعتبر العددnدراسة الحالة التي يكون فيها ( 3 1n k  
2ان ين)أ( ب     1k   2و 3k     اوليان فيما بينهما 
( أحسب )ب    2 1 2 2;

k k
PGCD s s   من أجلk . 

يكون من اجلها يطلب تعيينها  nمن الاسئلة السابقة انه توجد قيمة وحيدة للعدد استنتج (4) 
nS  1وnS    اوليين فيما

 بينهما 

 

 La Réunion, juin 2005: (72)حل التمرين

 (1) 3 3 31 2 ...
n

S n        ن بالتراجع أن ابرهال:  2

1

2
n

n n
s

 
  
 

 . 

1nمن اجل     :3

1 1 1s      و   2 2

1 1 1 1
1

2 2

n n    
    

   
 الخاصية صحيحة   

  1nونبرهن انها صحيحة من اجل   nنفرض صحة الخاصية من اجل  

نفرض اذن :     2

1

2
n

n n
s

 
  
 

ونبرهن ان     2

1

1 2

2
n

n n
s 

  
  
 

 

         
2

2
3 3 2

1

1
1 1 1 1

2 4
n n

n n n
s s n n n n

   
            

  
 

           2 2 2 2

22

1

1 1 1 2
4 4 2

4 4 4
n

n n n n
s n n n

   
      ن الخاصية محققة من اجل كل اذn  

0n  ومنه من اجل كل     2

3

1

1

2

n

n

p

n n
s p



 
   

 
  

2nزوجي : nدراسة الحالة التي يكون فيها  (2) k  

ن أن ابره )أ(          2 22

2 2 1; 2 1 . ; 1k kPGCD s s k PGCD k k     
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حسب السؤال السابق:   
2

22

2

2 2 1
2 1

2
k

k k
s k k

 
   
 

و  

      
2

2 2

2 1

2 1 2 2
2 1 1

2
k

k k
s k k

  
    
 

ومنه المجموعان لهما على الاقل 2
2 1k كقاسم مشترك

اذن   
        

    

2 2 22

2 2 1

2 22

; 2 1 ; 2 1 1

2 1 ; 1

k kPGCD s s PGCD k k k k

k PGCD k k

     

  

:  عيين ت)ب(     ; 1PGCD k k  نلاحظ ان :   1 1 1 1k k     ومنه حسب مبرهنة بيزو العددانk و
1k  بينهما وبالتالي اوليان فيما ; 1 1PGCD k k  

ب احس )ج(   2 2 1;
k k

PGCD s s  :

لدينا    ; 1 1PGCD k k   اية التمرين نجد :وباستعمال الخاصية المعطاة في بد   22 ; 1 1PGCD k k  

( )أ( فان 2ومنه من النتيجة )       2 2

2 2 1; 2 1 1 2 1
k k

PGCD s s k k     

2فردي :  n( دراسة  حالة 3 1n k  .
2)أ( تبيان ان    1k   2و 3k  ن فيما بينهما  :  كل قاسم مشترك لهذين العددين فهو قاسم لفرقهما اوليا 

2يقسم  dاذن اذا كان   1k   2ويقسم 3k   فانd يقسم    2 3 2 1 2k k     ومنه قيمd 2او  1هي

2وبما ان    1k   2و 3k   1فرديان فانd   اذن فهما اوليان فيما بينهما
ب احس( )ب    2 1 2 2;

k k
PGCD s s  :

وبنفس العمل السابق نجد:    2 2

2 1 2 1 1
k

s k k     و   2 2

2 2 2 3 1
k

s k k   

اذن     
          

      

2 2 2 2

2 1 2 2

2 2 2

; 2 1 1 ; 2 3 1

1 2 1 ; 2 3

k kPGCD s s PGCD k k k k

k PGCD k k

       

   

وبما ان  2 1;2 3 1PGCD k k    فان    2 2
2 1 ; 2 3 1PGCD k k   حسب المعطيات

اذن    2

2 1 2 2; 1
k k

PGCD s s k   

1nSو  nS بحيث nج قيمة للعددا(استنت4)   اوليين فيما بينهما:
2nمن الاسئلة السابقة نستنتج ان:  اذا كان   k  فان   2

1; 2 1
n n

PGCD s s k   ويكونnS  1وnS   اوليين
معناه  فيما بينهما 2

2 1 1k  0ومنه نجدk   0وهذا مستحيل لانs غير موجود

2اذا كان  و  1n k   فان   2

1; 1
n n

PGCD s s k    ويكونnS  1وnS  معناه  اوليين فيما بينهما
 2

1 1k  نجد 0kومنه  ان 1nأي توجد ثنائية وحيدة ومنه 1 2;s s 1و 1أي العددان
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 uinJ ranceF 2006:  (82)التمرين

الجملة    (  الهدف هو الحل في 1) 
 
 

13 19

6 12

n
S

n

 



 

)أ( برهن أنه يوجد ثنائية    ;u v  : 19من الاعداد الصحيحة بحيث   1  2 1.u v   
 ) لا يطلب إعطاء مثال لثنائية  تكون حلا (      

13)ب( برهن ان الثنائية حيث العدد    12 6 19N v u     هي حل للجملة S  

حلا للجملة  0n( )أ( ليكن 2)  S  بين انها تكافئ . 
 

0

0

19

12

n n

n n

 



 

)ب( برهن ان الجملة     
 

0

0

19

12

n n

n n

 



تكافئ    0 12 19n n  

( )أ( عين ثنائية 3)  ;u v  19حلا للمعادلة   1  2   1 u v    ثم احسب قيمة العددN  
)ب( عين جميع الحلول للجملة    S  ( (2)يمكن الاستعانة بالسؤال )ب( ) 
 13يكون الباقي  11وعند قسمته على   6يكون الباقي  12ه على عددا طبيعيا . عند قسمت n( نعتبر 4) 

228على  nنقسم العدد     12 19   ماهو الباقي ,r لهذه القسمة 
 
 France Juin 2006:  (82)التمرينحل   

لدينا           
 
 

13 19 13 19

6 126 12

n n k
S

n kn

        
 

(   )أ( برهان أنه يوجد ثنائية 1)   ;u v  :19   1  2 1.u v   
اوليين فيما بينهما فانه حسب مبرهنة بيزو توجد ثنائية  12و  11بما ان العددين      ;u v  من الاعداد الصحيحة 
19بحيث :       1  2   1 u v  
13)ب( العدد      12 6 19N v u     هي حل للجملة S  معناه العدد :N  : يكتب على الشكل 

        13 19N k   6و 12N k  
19ولدينا      1  2 1.u v   12تعني 1 19v u    اذن 

                  13 12 6 19 13 1 19 6 19 13 19 7N v u u u u            
اذن       13 19 7 13 19N u k        13أي 19N k    7وk u   
19ولدينا أيضا       1  2 1.u v   : 19تعني   1 12u v  
ة أيضا : ويمكن الكتاب     13 12 6 19 13 12 6 1 12 6 12 7N v u v v v           

6اذن           12N k    7وk v   

حلا للجملة  0n( )أ( اذا كان 2)  S  فان 
 

0

0

13 19

6 12

n

n

 



0وهذا يعني     0

0 0

13 19

6 12

n k

n k

 
  

  

و لدينا                                    
 

13 19

6 12

n

n

 



13وهذا يعني      19

6 12

n k

n k

 
  
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وبطرح  طرفي الجملتين نجد    
 

0 0

0 0

19

12

n n k k

n n k k

  
    

أي ان    
 

0

0

0 19

0 19

n n

n n

  


 
ومنه:    

 
0

0

19

12

n n

n n

 



 

لة )ب( برهان ان الجم    
 

0

0

19

12

n n

n n

 



تكافئ    0 12 19n n  

0nيقسم  11لدينا الجملة الأخير تعني      n   0يقسم  12وكذلك العددn n  
19اوليين فيما بينهما فان العدد  11و 12وبما ان العددين     12  0يقسمn n   وهذا يعني 0 0 19 12n n    
أي ان      0 12 19n n  
( )أ( تعيين ثنائية 3)   ;u v  :19تحقق   1  2   1 u v    

  12على  11باستعمال القسمة الاقليدية للعدد     
     19 1 12 7    12و 1 7 5     7و 1 5 2     5و 2 2 1     

ومنه      19 5 12 8 1     ومنه الثنائية 5;8  هي حل للمعادلة 
5uوبالتالي يمكن اخذ :              و نعوض في العددN  : نجد 

         13 19 7 13 19 7 5 678N u          
19ويمكن المرور بالموافقة :         1  2   1 u v    تعني 19   1 12u  أي 7   1 12u 
ونعلم ان      7 7 1 12   7كن ان نأخذ وبالتالي يمu   فيكون 12   1  19 7v    11ومنهv    

وبالتالي نجد         13 19 7 13 19 7 7 918N u            

)ب( تعيين جميع حلول   S( فان2:حسب السؤال )ب( )n  حل للجملة S  فهذا يكافئ 0 12 19n n  
وهذا يعني      678 12 19n     او ان 918 12 19n      ( أي 678 228n   او 918 228n  ) 
228من الشكل  nأي ان    678k   228او من الشكل 918k    حيثk عدد صحيح 
وبما ان    678 222 228    و 918 222 228   يمكن القول أيضا ان العددn معناه  حل للجملة 
   228 222n k    حيثk عدد صحيح 
 فهذا يعني : 13يكون الباقي  11وعند قسمته على   6يكون الباقي  12على  n( عند قسمة4)
  ( 6 12n    و 13 19n    أي أن  )n  حل للجملة S  228وبالتالي يكتب على الشكل 222n k  

وهذه الأخيرة تعني       222 228n    وبالتالي باقي قسمة العددn   222هو  228على 

 
   Calédonie, mars 2007Nouvelle (92)التمرين

 11على  106(  )أ( عين باقي القسمة الإقليدية  للعدد 1)
  5على   46)ب( عين باقي القسمة الإقليدية للعدد           

)ج( استنتج ان              406 1 11 وأن 406 1 5   
406)د( استنتج أن العدد           1  55يقبل القسمة على 

    (2 )x و y .عددان صحيحان نسبيان 
65أن المعادلة: )أ( بين         40 1x y   .. 1 .لا تقبل حلا 
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17)ب( بين أن المعادلة:        40 1x y  ( ..2 . تقبل  حلا على الأقل  ) 
           ( 2باستعمال خوارزمية إقليدس ، عين حلا خاصا للمعادلة ))ج(       
17عادلة  د( حل الم      40 1x y  ثم استنتج وجود عدد طبيعي وحيد 

0x  :حيث
0 40x   و 017 1 40x  

, برهن انه اذا كان  a( من اجل كل عدد طبيعي 3)   17 55a b كان  و اذا 40 1 55a    فان 33 55b a 
   

  Nouvelle Calédonie, mars 2007 (29)التمرين حل

 :11على  106(  )أ( تعيين باقي القسمة الإقليدية  للعدد 1) 
      5

10 2 56 6 36   و 36 3 11     ومنه 5 536 3 11   53و 243     
ومنه        53 1 11     اذن 106 1 11  
 :5على   46)ب( تعيين باقي القسمة الإقليدية للعدد    

لدينا                                      6 1 5        ومنه 46 1 5  
)ج( الاستنتاج ان      406 1 11 وأن 406 1 5  : 

لدينا               106 1 11   ومنه   4
106 1 11      اذن 406 1 11  

406)د( بيان ان       1   55يقبل القسمة على  : 

      
 

40

40

6 1 11

6 1 5

 



و    11;5 1PGCD    ومنه 406 1 55

 

ومنه  406 1 0 55  

65(  )أ( تبيان أن2)      40 1x y  :لا تقبل حلا 
        65,40 5PGCD   65و 40 1x y    فإن المعادلة 1لا يقسم  5وبما ان ، E ليس لها حلول 
)ب( تبيان أن        

 
17 40 1x y  الأقل:تقبل  حلا على 

                17,40 1PGCD     17و 40 1x y  ومنه  المعادلة E. تقبل على الأقل حلا 
 : ( 2)ج( تعيين حل خاص للمعادلة )    

            
     

       
   0 0

40 17 2 6; 6 40 17 2 ;17 6 2 5; 5 17 6 2

6 5 1; 1 6 5 6 17 6 2 17 1 6 3

17 1 3 40 17 2 17 7 40 3

, 7, 3x y

           

          

        

   

  

17)د( حل المعادلة           40 1x y : 

     
   

17 40 1

17 7 40 3 1

x y 
    

ومنه      17 7 40 3 0x y       و 
 

40 /17 7

40;17 1

x

PGCD





 

   40 / 7x   اذن
  

7 40 40 7x k x k      
نعوض في المعادلة  نجد      17 40 40 3k y    3ومنه 17 17 3y k y k      
اذن مجموعة الحلول      40 7;17 3 ;S k k k    

0حيث :  0xاستنتاج وجود       40x  و 017 1 40x  . 
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   017 1 40x    معناه
017 40 1x    ومنه

017 40 1x    اذن
0 40 7x k   

         
00 40 0 40 7 40 7 40 47x k k          

                 
00,175 1,175 1 33k k x              

( برهان انه اذا كان 3)     17 55a b  و 40 1 55a    فان 33 55b a : 

     
 

17

40

55

1 55

a b

a

 



ومنه      33

33 17 55b a    اذن 33 561 55b a  

و    33 560 55b a a            ومنه
   

 

14
33 40

33

55

55

b a a

b a

 

 
  

 

 
  Calédonie, mars 2008 .N: (11)التمرين

  12ارقام الكتابة في نظام التعداد  ذي الأساس      ,,  1 , ....,  2,  1,   4( لتكن الأرقام  1)
12مثلا :      27 12 12 7 11 144 10 12 7 1711               في النظام العشري  1711يكتب 

12:   12يكتب في النظام ذي الأساس   1N)أ( ليكن العدد  

1 1N    1, اكتبN  في النظام العشري 
3يكتب في النظام العشري :  2N)ب(  ليكن العدد   2

2 1131 1 10 1 10 3 10 1N           
 12في نظام التعداد ذي الأساس  2Nاكتب       

12بـ :   12يكتب في التعداد ذي الأساس  Nكل عدد طبيعي ( في كل ما يلي 2) 

1 1 0...
n n

N a a a a 
)أ(  بين ان      0 3N a  12لعدد مكتوب في نظام التعداد ذي الأساس   3.  استنتج خاصية لقابلية القسمة على  
 ؟  3يقبل القسمة على  2N, هل العدد   12التعداد ذي الأساس )ب(  باستعمال كتابته في نظام    
 تأكد من ذلك باستعمال الكتابة في النظام العشري -    
( )أ(  برهن أن : 3)    1 1 0... 11

n n
N a a a a      

  12الأساس  لعدد طبيعي مكتوب في النظام ذي 11استنتج خاصية لقابلية القسمة على   -      
 ؟ 11يقبل القسمة على  1N, هل العدد   12)ب( باستعمال كتابته في نظام التعداد ذي الأساس   

 تأكد من ذلك باستعمال الكتابة في النظام العشري  -    
12يكتب :  N( العدد4) 

4N x y العددين  . عين قيمx  وy التي يكون من اجلها العددN   33يقبل القسمة على  
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  N. Calédonie, mars 2008: (11)التمرينحل 
()أ( كتابة 1)

1N  : 12في النظام العشري حيث

1 1N    
    12 2

1 1 12 11 12 1 10 1606N         
1131عدة مرات :    12)ب(  نقسم  على  12 94 3     94 و 12 7 10 12 7        

12اذن :     2

2 7 3 7 12 12 3 7 144 10 12 3 1131N              
(2  )12

1 1 0...
n n

N a a a a 
)أ(  تبيان ان      0 3N a : 

    1

1 0 0 012 ... 12 12 3n

n
N a a a a a

        
 :  12لعدد مكتوب في نظام التعداد ذي الأساس   3استنتاج خاصية لقابلية القسمة على  
    0 012 3N a a   اذا كان الرقم الأخير 0 0 3a   (  يكون العدد  3)اي مضاعف لـN  3يقبل القسمة على 
12لدينا    )ب( 

2 7 3N    2فالعددN  3فهو اذن  يقبل القسمة على   12في نظام التعداد  3تنتهي كتابته بالرقم  
2في النظام العشري كتابته  -   1131N   3ومنه  العدد يقبل القسمة على   3مضاعف لـ   6مجموع  ارقامه 
( )أ(  برهان أن : 3)     1 1 0... 11

n n
N a a a a      

  12

1 1 0...
n n

N a a a a 
2ومنه :   

0 1 212 12 ... 12n

n
N a a a a         

وبما ان     12 1 11   فانه من اجل كل عدد طبيعيp  : 12 1 11p    
اذن :     0 1 2 ... 11

n
N a a a a       اي 1 1 0... 11

n n
N a a a a     

  12لعدد طبيعي مكتوب في النظام ذي الأساس  11ج خاصية لقابلية القسمة على ااستنت  -      
من هذه الكتابة :   

 
 1 1 0... 11

n n
N a a a a      اذا كان مجموع ارقامه  11يكون عدد يقبل القسمة على 

    1 1 0...
n n

a a a a     11يقبل القسمة على  
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12:  12)ب( في نظام التعداد ذي الأساس      2

1 1 12 11 12 1 10N        
1هو :  12ومجموع ارقامه في نظام التعداد ذي الأساس       11 1 10 22        
اذن    11مضاعف لـ  22      

1N  11يقبل القسمة على  
12ي الكتابة العشرية : ف -     2

1 1 12 11 12 1 10 1606N          1606و 11 146   
 11يقبل القسمة على  1Nومنه     
 لعدد مكتوب في النظام العشري بالطريقة التالية :  11: يمكن التأكد من قابلية القسمة على  ملاحظة    
 11ذات الرتبة الزوجية ( ناقص ) مجموع الأرقام ذات الرتبة الفردية (( يقبل القسمة على اذا كان )) مجموع الأرقام   
1N    :1في حالة     1606N     (   6 6 0 1 11     1(  اذنN  11يقبل القسمة على 
(4 )12

4N x y     تعيين قيمx  وy التي يكون من اجلها العددN   33يقبل القسمة على  
معناه   33يقبل القسمة على   Nالعدد    0 33N   ( اي اذا  كان 0 3N   و 0 11N  ) 
3yمن الشرط الأول نجد     k   4ومن الشرط الثاني نجد 11 'x y k    

3نحل الجملة :    

4 3 11 '

y k

x k k


   

3ومنه   

11 ' 3 4

y k

x k k


   

اي   4 0 11x y    و 0 3y   

   3و  2و  1و  4هي  kومنه قيم   1و  6و  3و  4هي  yالقيم الممكنة للعدد     
0yمن اجل      نجد 4 0 0 11x     ومنه 4 11x      اي 7 11x    7ومنهx   

3yمن اجل        نجد 4 3 0 11x     ومنه 7 11x      اي 4 11x    4ومنهx   
6yمن اجل        نجد 4 6 0 11x     ومنه 10 11x      اي 1 11x    1ومنهx   
9yمن اجل        نجد 4 9 0 11x     ومنه 2 11x     اي  9 11x    9ومنهx   
   

N)ن عشري( N k  x y k 
1156 12

740 1 7 4 4 
627 12

443 1 4 3 1 
198 12

146 1 1 6 2 
1151 12

949 2 1 1 3 

 
  Juin France 2009 (11)التمرين  
( أ( عين الثنائيات 1 ;x y  من الأعداد الصحيحة حلول المعادلة E      :8 5 3x y  

عدد صحيح بحيث يوجد عددان صحيحان mب( ليكن     ;p q  :   8يحققان 1m p    5و 4m q  
بين أن الثنائية  -     ;p q  حل للمعادلة E   و استنتج أن 9 40m  
  2444أكبر من  mجـ( عين أصغر عدد صحيح     
 عدد طبيعي   n( ليكن 2

لدينا  kأ( بين أنه من أجل كل عدد طبيعي      32 1 7k   

 (20092) تغيير للعدد. 7على   20161437ب( ما هو باقي القسمة الإقليدية للعدد     
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0aمع  1صغر من عددان طبيعيان كلاهما أ  bو   a( ليكن 3              
310Nحيث   :    Nنعتبر العدد a b                                                                                   

10نظام العشري    : يكتب في ال Nنذكر أن العدد 

00N a b 
  7التي تقبل القسمة على  Nنريد تعيين الأعداد الطبيعية    

تحقق أن  310 1 7   ثم استنتج كل الأعداد المطلوبةN  7التي تقبل القسمة على  

 

 Juin France 2009 (11)التمرينحل 

(    تعيين الثنائيات 1 ;x y  حلول المعادلة E  :8 5 3x y  
واضح أن أ(  1;1 حل خاص للمعادلة E  ومنه   8 1 5 1 0x y     أي   8 1 5 1x y   

5وبتطبيق مبرهنة غوص نجد                    1x k   8وبالتعويض في المعادلة  نجد 1y k  
5)اذن الحلول هي الثنائيات                    1;8 1)k k   معk    

8عدد صحيح بحيث  mب( ليكن  1m p      5و 4m q      أي ان
1

8

m
p


       و

1

5

m
q


  

8نعوض  في المعادلة      5 3x y        نجد
1 4

8 5 1 4 3
8 5

m m
m m

            
    

ومنه    ;p q  حل للمعادلة E     وهي من شكل الحلول في  السؤال السابق  أي
 8 1 8 1 5 1 9 40m p k k       

                                   5 4 5 8 1 4 40 9m q k k       
استنتاج أن  9 40m     بما ان : ;p q  حل للمعادلة E   40فان 9m k   [40]9تعنيm  

  2444أكبر من  mجـ( تعيين أصغر عدد صحيح  
2000mلدينا     40اه   معن 9 2000k      1991معناه

49.77
40

k   
50kومنه      40معناه 50 9 2009m     

 عدد طبيعي   n( ليكن 2
فان   kن أنه من أجل كل عدد طبيعي ابيتأ(   32 1 7k    

      3 32 2 8
k

k k       و   8 1 7 1 7k k     ومنه 32 1 7k  
 . 7على   20161437ب( باقي القسمة الإقليدية للعدد 

1437لدينا  2[7]   2016ومنه 20161437 2 [7]   2016ما ان وب 3 672    فان   672
2016 32 2 [7]   أي ان 

       
      

20162 1[7] 20161437منه و 1[7] 1اذن باقي القسمة الاقليدية هو 
310Nحيث   :    N( نعتبر العدد3  a b     10 أي

00N a b                                                                                
التحقق أن  310 1 7   

10لدينا  3[7]   310ومنه 27[7]  وبما ان 27 1 7   310فان 1[7]  
 7التي تقبل القسمة على  Nاستنتاج كل الأعداد المطلوبة  -

310لدينا 1[7]   310ومنه [7]a b b a      [7]ومنهN b a  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

 52  

 

  N  معناه  7يقبل القسمة على 0 7b a   7ومنهb a k   
  b{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} و  a{1,2,3,4,5,7,6,8,9}وبما ان     
)الثنائيات فان   , )a b  المطلوبة هي 

                             ,  1,1   ; 1, 8  ; 2,  2  ; 2 ,  9  ; 3,  3  ; 4,  4  ; 5,  5  ; 6,  6  ; 7,  7  ; 7,  0  ; 8,  1  ; 8,  8  ; 9,  2  ; 9,  9a b 

10: المطلوبة هي   N ينتج الأعداد و

00N a b  
  1441   ,1448  ,2442  ,2441  ,3443  ,4444  ,5445  ,6446  ,7447  ,7444  ,8441  ,8448  ,

1442  ,1441  

 

 ibanL 2009  (21)التمرين 

 أي ان :  2441لمكعب هذا العدد تنتهي بـ حيث الكتابة العشرية  nالهدف من التمرين برهان انه يوجد عدد طبيعي  
     3 2009 10000n  
 (1الجزء )  
 16على  22009( عين باقي القسمة الاقليدية للعدد 1)  
( استنتج ان : 2)   80012009 2009 16 
 (2الجزء )  
نعتبر المتتالية    

n
u   : 2المعرفة في مجموعة الاعداد الطبيعية بـ

0 2009 1u    ومن اجل كل عدد طبيعيn  
            51 1 1n nu u     

( )أ( بين ان 1)   
0
u  5يقبل القسمة على 

: nن باستعمال دستور ثنائي الحد انه من اجل كل عدد طبيعي )ب( بي     
 

  4 3 2
1 5 2 2 1n n n n n nu u u u u u      

ان الحد   n)ج( برهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبيعي      
n
u  15يقبل القسمة علىn 

  تحقق  ان  : (  )أ(2)    

250
3 2009 1u   ثم استنتج ان 2502009 1 625 

:  برهن ان  )ب(          80012009 2009 625 
 :  (3الجزء )   
80012009 العدد( باستعمال مبرهنة غوص والنتائج المحصلة في الاسئلة السابقة  بين ان 1)           2009 
 14444يقبل القسمة على         
 2441استنتج عدداطبيعيا حيث  الكتابة العشرية لمكعبه تنتهي بـ : ( 2)        
 

  Liban 2009 (21)حل التمرين   
 (1الجزء )    
 : 16على  22009( تعيين باقي القسمة الاقليدية للعدد 1)  
لدينا      2009 9 16   ومنه 22009 81 16  و 81 1 16  اذن 22009 1 16 
  1اذن الباقي هو     
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( استنتاج ان : 2)   80012009 2009 16 
8001لدينا    8000 12009 2009 2009     و 4000

8000 22009 2009  ان وبما 22009 1 16 : فان 
      

4000
22009 1 16   : وبالتالي 80012009 2009 16 

 ( :2الجزء )      
    

n
u   : 2متتالية معرفة بـ

0 2009 1u    ومن اجل كلn   : 51 1 1n nu u     
2009لدينا  ( )أ( 1)    4 2ومنه   5

2009 16 2أي  5
2009 1 2وبالتالي 5

2009 1 0 5  
أي  

0
u  5يقبل القسمة على 

)ب( باستعمال دستور ثنائي الحد نجد :    5 5 4 3 21 5 10 10 5 1n n n n n nu u u u u u         ومنه 
      51 1 1n nu u      ومنه 5 5 4 3 2

1 1 1 5 10 10 5 1n n n n n n nu u u u u u u           
وبالتالي :     

 

5 4 3 2
1 5 10 10 5n n n n n nu u u u u u      

ومنه نجد :        4 3 2
1 5 2 2 1n n n n n nu u u u u u      

)ج( البرهان بالتراجع ان    
n
u  15يقبل القسمة علىn : 

لدينا سابقا          
0
u فهي محققة  5يقبل القسمة على 

أي نفرض ان 1nونبرهن صحتها من اجل  nنفرض الخاصية صحيحة من اجل    
n
u 15يقبل القسمة علىn 

ونبرهن ان   
1n

u2يقبل القسمة على
5
n 15أي نفرض انn

nu k
   : 2ونبرهن ان

1 5 'n
nu k


  

        4
4 3 2 1 1 3 2

1 5 2 2 1 5 5 5 2 2 1n n
n n n n n n n n nu u u u u u k k u u u

 


           
 

 

ومنه           1 4 4 4 3 2 1 2
1 5 5 5 2 2 1 5 5 5 'n n n n

n n n nu k k u u u k l k
   

         حيثk وk طبيعيان 
:  nاذن من اجل كل 1nومنه الخاصية محققة من اجل       

n
u  15يقبل القسمة علىn 

  التحقق  ان  : (  )أ(2)    

250
3 2009 1u   : 

لدينا        51 1 1n nu u      2و
0 1 2009u     ومنه 5 10

1 01 1 2009u u      و 5 50
2 11 1 2009u u    

و       55 50 250
3 21 1 2009 2009u u         : 250اذن

3 2009 1u   
استنتاج ان   -    2502009 1 625 : 

nلدينا         
u  15يقبل القسمة علىn 3 ومنهu  3يقبل القسمة على 1

4أي  5
5 نستنتج ان   625 3 0 625u  

ومنه       3 1 1 625u     : وبالتالي 2502009 1 625 
برهان ان  :  )ب(       80012009 2009 625  

لدينا :          32
8001 8000 1 2502009 2009 2009 2009 2009        وبما ان 2502009 1 625  فان 

       80002009 1 625    : وبالتالي 80012009 2009 625 
 ( : 3الجزء )       

80012009( تبيان ان العدد 1)           2009  اي: 14444يقبل القسمة على 80012009 2009 0 10000  
لدينا سابقا             80012009 2009 16   و 80012009 2009 625  

80012009ومنه نستنتج ان العدد      2009N    625و  16مضاعف في آن واحد لكل من  
 ونعلم انه اذا كان عدد يقبل القسمة على عددين اوليين فيما بينهما فانه يقبل القسمة على جدائهما     
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16يقبل القسمة على جدائهما  Nفان العدد اوليان فيما بينهما  625و  16وبما ان       625 10000  
اذن                    80012009 2009 0 1000N    

أي   2441حيث  الكتابة العشرية لمكعبه تنتهي بـ :  n( استنتاج عددا 2)              3 2009 10000n   
نعلم ان:        

 
 80012009 2009 0 10000    أي 80012009 2009 10000  8001و لدينا 3 2667   

ومنه نجد        
3

26672009 2009 10000  2441تنتهي بـ  26672009أي ان  الكتابة العشرية لمكعب العدد 

 
   France & La Réunion, sep 2009 (11)التمرين

 11لى ع 2441()أ( عين باقي قسمة العدد 1)
 11على  102)ب(عين باقي قسمة العدد   

20092)ج( عين باقي قسمة العدد  2009  11على 
2nنعتبر العدد  nعددا طبيعيا . ومن اجل كل عدد طبيعي غير معدوم p( ليكن 2)

nA p   ونسمي .
 1;

n n n
PGCD A A d   

)أ( بين ان  
nd   2يقسمn  

)ب( عين شفعية العدد 
n

A   بدلالة شفعيةp  بين ذلك , 
)ج( عين شفعية العدد 

nd   بدلالة شفعيةp  
20092استنتج القاسم المشترك الاكبر للعددين  -    2009  20102و 2009  
  

   France & La Réunion, sep 2009 (11)التمرين حل
 

2009()أ(   لدينا 1)  11 182 7    اي  7هو  11على  2441قسمة العدد  ومنه باقي 2009 7 11  
 :11على  102)ب(تعيين باقي قسمة العدد   
52لدينا     32 11 2 10      ومنه 52 10 11  او 52 1 11    ومنه   2

52 1 11 ن اذ 102 1 11  
 1اذن باقي القسمة هو  

20092)ج( تعيين باقي قسمة العدد  2009  11على: 
     20010 200 92009 10 200 9 10 92 2 2 2 2 2

        وبما ان 102 1 11  فان   200
102 1 11  

9و    5 42 2 2    و 52 1 11   و 42 16 5 11    اذن 92 5 11   
وأخيرا       200

2009 10 92 2 2 1 5 11      اذن 20092 5 11    وبما ان 2009 7 11  فان 
   20092 2009 5 7 11      وبالتالي 20092 2009 2 11    2الباقي هو اذن 
(2  )2n

nA p   ونسمي . 1;
n n n

PGCD A A d   
1: لدينا   2nيقسم   nd)أ( تبيان ان  

1 2n
nA p


    (و/n nd A  1و/

n n
d A   ومنه )nd  يقسم فرقهما 

اي      1/ 2 2n n

n
d p p

      ومنه نجد   1/ 2 2 2 2 1 2n n n n

n
d

      اذنnd   2يقسمn 
n)ب( تعيين شفعية العدد 

A   بدلالة شفعيةp   
    2n

nA p   0و بما انn  2فانn  زوجي وبالتاليn
A  شفعيته من شفعيةp 
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)ج( تعيين شفعية العدد 
nd   بدلالة شفعيةp: 

حسب السؤال السابق فان      
n

A  و
1n

A  شفعيتهما من شفعيةp                                                                                       
زوجيا فان  pاذن اذا كان      

n
A  و

1n
A   وقاسمهما المشترك الاكبر تكون زوجية 

فرديا فان  pواذا كان      
n

A  و
1n

A  كبر تكون فردية وقاسمهما المشترك الا 
ومن النتيجة السابق   

2009A  و
2010A  فردي وبالتالي قاسمهما المشترك الاكبر عدد فردي 2441عددان فرديان  لان 

ورأينا سابقا ان   
nd   2يقسمn  2و لكنn  1كل قواسمه اعداد زوجية ما عدا   

اذن   2009 2010; 1
n

PGCD A A d    20092ومنه القاسم المشترك الاكبر للعددين 2009  20102و 2009 
 اذن هما عددان اوليان فيما بينهما  1هو   
 

  .009elle Caledonie  Novembre2N  (41)التمرين

 ( منفصلان2( و)1السؤالان )  
23(  ... Eالمعادلة  : )  نعتبر في( 1) 7 10 n

x y        حيث n  عدد طبيعيn 
)أ( عين ثنائية    ;u v  : 3من الاعداد الصحيحة بحيث 7 1u v   
استنتج حلا خاصا     0 0;x y للمعادلة (E) 
)ب( عين مجموعة الثنائيات    ;x y  من الاعداد الصحيحة حلول المعادلة(E) 
(  نعتبر المعادلة 2)   G  :2 2 23 7 10 n

x y   حيثx وy صحيحان 
)أ( بين ان     100 2 7  
برهن انه اذا كانت  -     ;x y حلا للمعادلة G  فان 23 2 7n

x   
 )ب( أكمل الجدول التالي :   

 7على  xباقي قسمة  4 1 2 3 4 5 6
 7على  23xباقي قسمة        

)ج( برهن ان :   2 1 7n   او 2 2 7n   او 2 4 7n   
استنتج ان المعادلة    G  لا تقبل حلولا 
 

    N.elle Caledonie  Novembre2009(41)التمرين حل   

  (1)  (E ...  )23 7 10 n
x y   

)أ( تعيين ثنائية    ;u v  3حيث 7 1u v   لدينا : 3 2 7 1 1      ومنه الثنائية 2;1 حل لها 
استنتاج حلا خاصا        0 0;x y للمعادلة (E) بضرب طرفي المساواة : 3 2 7 1 1     210بالعدد n :نجد 

     2 2 23 2 10 7 1 10 10n n n      أي 2 2 23 2 10 7 10 10n n n       ( ومنه الحل الخاص للمعادلةE) 
هو       2 2

0 0; 2 10 ;10n n
x y    
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)ب( تعيين الثنائيات       ;x y لمعادلة حلول ا(E بما ان : ) 0 0;x y  حلا خاصا لها فان
2

0 0

2

3 7 10

3 7 10

n

n

x y

x y

  


 
ومنه بالطرح نجد:        0 03 7x x y y   
يقسم  7لدينا    03 x x  قسم ي 7اوليين فيما بينهما فان  3و 7وبما ان العددين 0x x  اي

0 7x x k 

0ومنه      7x x k    0وبنفس العمل نجد ان 3y y k   0اذن 3y y k 

اذن الثنائيات    ;x y  حلول المعادلة(E: هي )   2 2; 2 10 7 ;10 3n n
x y k k     

  (2  ) G  :2 2 23 7 10 n
x y  :

)أ( تبيان ان     100 2 7  100: لدينا 7 14 2    واضح ومنه الموافقة صحيحة
برهان ان : -        23 2 7n

x  حيث  ;x y  حل للمعادلة G

2لدينا     2 23 7 10 n
x y   وبما ان 27 0 7y    فان 2 2 23 7 3 7x y x  

ومن جهة اخرى بما ان     2 210 10 100
n

n n     و 100 2 7  فان 210 2 7n n 
واخيرا اذا كانت الثنائية    ;x y حلا للمعادلة G و 2 23 7 2 7n

x y    فان 23 2 7n
x 

)ب( اكمال الجدول :     
7على  xباقي قسمة  4 1 2 3 4 5 6
7على  23xباقي قسمة  3566534

)ج( برهان ان :   2 1 7n   او 2 2 7n   او 2 4 7n  :
:  7على  2nبواقي قسمة   ندرس   

       3 2 1 02 1 7 ,  2 4 7 ;  2 2 7 ;2 1 7   

منه من العلاقة  و 32 1 7  و حسب خواص الموافقات لدينا من أجل كل عدد طبيعيp

 
   3 32 2 1 7

P
p     و 32 2 1 2 7p      :إذن 3 12 2 7p    و 3 22 2 1 4 7p   

إذن :    3 22 4 7p 

)ج( استنتاج ان المعادلة      G  :2 2 23 7 10 n
x y   : لا تقبل حلا

بما ان)       2 1 7n   او 2 2 7n   او 2 4 7n : و من الجدول السابق وجدنا )
     ( 23 0 7x   او 23 3 7x    او 23 5 7x    او 23 6 7x    23( فانx   2وn لا يتوافقان
وبالتالي المعادلة       23 2 7n

x   2  اذن المعادلة لا تقبل حلا 2 23 7 10 n
x y   لا تقبل حلا

Asie 2009 (53)التمرين  

حيث :   N( نريد في هذا السؤال تعيين كل الاعداد الصحيحة 1)  
 

5 13

1 17

N

N

 



 هو حل للجملة  231)أ( تحقق ان العدد  
1يمكن ان يكتب على الشكل   Nعددا صحيحا حلا للجملة . بين ان  N)ب( ليكن   17 5 13N x y   

17عددان صحيحان يحققان العلاقة    yو   xحيث     13 4.x y   
17لة  )ج( حل المعاد 13 4.x y    حيثx   وy  عددان صحيحان
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18بحيث :   k)د(  استنتج انه يوجد عدد صحيح   221N k 

)هـ( برهن التكافؤ المنطقي التالي :     18 221N   تكافئ 
 

5 13

1 17

N

N

 




بحيث :    k(  )أ( هل يوجد عدد طبيعي 2)  10 1 17k   ؟ 
بحيث :   m)ب( هل يوجد عدد طبيعي        10 18 221m   ؟

Asie 2009 (51)التمرينحل 

هو حل للجملة :    231( )أ( التحقق ان العدد 1) 
 

5 13

1 17

N

N

 



239 13 18 5  ومنه 239 5 13  239و 14 17 1  ومنه 239 1 17

هو حل للجملة 231اذن     
صحيح حل للجملة  معناه   N)ب(    5 13N   أي انه يوجد عدد صحيحy   5حيث 13N y 

حل للجملة  معناه أيضا  N و    1 17N    أي انه يوجد عدد صحيحx  1 حيث 17N x 

1للجملة يمكن ان يكتب على شكلين  Nاذن كل حل    17 5 13N x y     1وبالتالي 17 5 13x y  

17وينتج من هذه الكتابة ان     13 4x y   حيثx   وy  عددان صحيحان
17)ج( حل المعادلة     13 4.x y    : 

واضح ان الثنائية      1;1   حل خاص لها  ومنه تنتج الجملة
   

17 1  3 4

17 1 1  3 1 4

x y 

 




وبالطرح نجد :  

   17 1 1  3 1x y  يقسم 17ة تعني ان العدد هذه الكتاب 13 1y  بينهما فان13و17وبما ان اوليان فيما
يقسم  17حسب مبرهنة غوص    1y     1أي ان 17y k    1ومنه 17y k    حيثk عدد صحيح
التعويض في المعادلة وب      17 1 1  3 1x y     1نجد 13x k    حيثk  عدد صحيح

اذن الثنائيات حل المعادلة هي :    , 13 1;17 1x y k k  

18)د(  استنتاج:   221N k  :
1ل رأينا سابقا ان كل الحلو     17 5 13N x y     ومنه 1 17 1 13 18 221N k k    

)هـ( برهان التكافؤ المنطقي:        18 221N   تكافئ 
 

5 13

1 17

N

N

 




من السؤال السابق اذا كان       
 

5 13

1 17

N

N

 



18فان    221N k    اي ان 18 221N 

نبرهن  الان العكس اي نفرض ان  :     18 221N   221وهذا يعني 18N q    ويكتب على الشكل
    17 13 18 17 13 17 1 17 13 1 1N q q q            17ومنه 1N m   اي 1 17N 

: ويمكن أيضا ان نكتب     18 221N   وهذا يعني
 

221 18N q   ومنه نكتب 
          17 13 18 17 13 13 5 13 17 1 5N q q q            13اي 5N p  اي 5 13N 

بحيث :    k(  )أ( هل يوجد عدد طبيعي 2)     10 1 17k   ؟
  10kعلى الشكل  Nالجواب نعم  اذا كان       
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نعلم اذن ان   17لا يقبل القسمة على   14عدد اولي و   17حسب المبرهنة الصغيرة لفيرما :     17 110 1 17   
اي      1610 1 17   اذن يوجد عدد طبيعيk   16هوk     يحقق 10 1 17k   

بحيث :   m)ب( هل يوجد عدد طبيعي        10 18 221m    ؟ 

رأينا سابقا ان      10 18 221p    عني  ت 
 

10 5 13

10 1 17

p

p

 



  :نجد 13على 14وبحساب بواقي القسمة الاقليدية للعدد   

   110 3 13    و 210 9 13   و 310 1 13    و 410 3 13   و 510 4 13  و 610 1 13  
  5لكن لا يمكن ان يكون   1او   4او  3او   1او  3اذن بواقي القسمة هي اما :     
بحيث :  mاذن لا يوجد عدد صحيح     10 18 221m    

 
  Polynesie juin 2010  : (36)التمرين    
 ( مستقلان2( و)1الجزءان ) 
 (1الجزء )  
7نعتبر المعادلة   (1)   6 1x y    ..E  حيثx  وy  ا للمعادلة عين حلا خاص,طبيعيان 
( عين محموعة حلول المعادلة 2)  E 
 (2الجزء )  
في هذا الجزء نريد تعيين الثنائيات    ;n m  : من الاعداد الطبيعية غير المعدومة التي تحقق العلاقة 
      7 3 2 1n m    .. F  
. بين انه يوجد ثنائيتان فقط تحققان  4m( نفرض 1)   F 
 5m( نفرض الان 2)   
)أ( بين انه اذا كانت      ;n m  تحقق العلاقة F  فان 7 1 32n  
بين انه اذا كانت  32على  7n)ب( بدراسة بواقي القسمة الاقليدية للعدد     ;n m  تحقق العلاقة F فان 
 4يقبل القسمة على  nالعدد      
ذا كانت )ج( استنتج انه ا   ;n m  تحقق العلاقة F  فان 7 1 5n  
, هل توجد ثنائيات   5m)د(  عندما     ;n m  تحقق العلاقة F ؟ 
جميع الثنائيات نى عين ( ضع خلاصة.  بمع3)    ;n m من الاعداد الطبيعية غير المعدومة التي تحقق العلاقة F 
   

    Polynesie juin 2010: (63)التمرينحل    
 (1الجزء )      
( واضح ان الثنائية 1)    1;1  حل خاص للمعادلة E 
7( لدينا  2)    6 1x y   و   7 1 6 1 1    :وبالطرح نجد   7 1 6 1x y    
يقسم  7     6 1y   1يقسم  7فانه حسب غوص  6وبما انه اولي معy    1أي 7y k   7ومنه 1y k   

وبالتعويض في           7 1 6 1x y    6نجد 1x k  
اذن حلول المعادلة هي :           ; 6 1;7 1x y k k    حيثk عدد صحيح 
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 تعيين الثنائيات : (2الجزء)       ;n m     :7 3 2 1n m     ... F 

         (1  )  4m  نبين انه يوجد ثنائيتان فقط تحققان . F 
0mاذا كان  -            : 07فان 3 2 1n      7أي 1 3 4n     مستحيلة 
1mاذا كان  -             17فان 3 2 1n     7أي 7n    1ومنهn    اذن الثنائية 1;1   حل 

2mا كان  اذ -        27فان 3 2 1n     7أي 13n    مستحيلة 
3mاذا كان   -       37فان 3 2 1n     7أي 25n   مستحيلة 
4mاذا كان   -       47فان 3 2 1n     7أي 49n    2ومنهn    اذن الثنائية 2;4   حل 

ونبين انه اذا كانت  5m( )أ( نفرض 2) ;n m  تحقق العلاقة F  فان 7 1 32n  
     7 3 2 1n m     ومنه 5 5 57 1 3 2 1 3 2 2 1 32 3 2 1 32n m m m

k
              

7اذن     1 32n
k    حيثk  52لان عدد صحيح 1m  

7فان  5mومنه اذا كان     1 32n
k   وهذا يعني 7 1 32n  

 : 32على  7n)ب( دراسة بواقي القسمة الاقليدية للعدد        07 1 32  , 17 7 32 , 27 17 32  ,
 37 23 32   و 47 1 32   : وبالتالي 

    47 1 32k   و 4 17 7 32k    و 4 27 17 32k   و 4 37 23 32k  
ن انه اذا كانت ابيت- ;n m  تحقق العلاقة F فانn  أي  4يقبل القسمة على : 0 4n   
   ;n m تحقق العلاقة F  أي ان 7 1 32n  أي 7 32 1 1 4 8n

k k    وهذا يعني 7 1 4n    
دراسة البواقي السابق نجد ان  ومن   7 1 32n   4محققة عندماn k  وهذا يعني 0 4n   أي ان 
   n  4يقبل القسمة على 

)ج( استنتاج ان      7 1 5n    : 
 اذا كانت            ;n m  تحقق العلاقة F  فانه يوجد عدد صحيحk    4حيثn k   

وعندئذ       4 47 7 7
k

n k     ونعلم ان 2
4 2 27 7 49    و 49 1 5   ومنه 249 1 5 

وبالتالي          47 1 5
k

   أي 7 1 5n   
, هل توجد ثنائيات   5m)د(  عندما        ;n m  تحقق العلاقة F ؟؟ 

لدينا         7 2 5    ومنه   7 2 5 1 5n n      0الحل الوحيد هوn    
07  ومنه      3 2 1m     5وهذه مستحيلة  معm    
(   الخلاصة:  مجموع الثنائيات 3)    ;n m لاعداد الطبيعية غير المعدومة التي تحقق العلاقةمن ا F  : هي 

        1;1   و 2;4 

 
 ésiePolyn 1122 (73)التمرين    

نعتبر المتتالية   n
u  0لأعداد طبيعية  معرفة بحدها  الأول 1u   ومن اجل كل عدد طبيعيn  :

1 10 21
n n

u u     
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( احسب 1)
1u   ,

2u   و ,
3u  

n   :13برهن بالتراجع انه  من اجل كل عدد طبيعي ( )أ( 2)  10 7n

n
u

   
الكتابة العشرية  للعدد  n)ب(  استنتج  من اجل كل عدد طبيعي    

nu  
(  بين ان3)  

2u   عدد أولي 
,   n( برهن انه  من اجل كل عدد طبيعي 4)  

nu   5ولا على  3ولا على  2لا يقبل القسمة على . 
n   :(  )أ( برهن انه  من اجل كل عدد طبيعي  5)     3 4 1 11

n

n
u    

فان   n)ب(  استنتج  انه  من اجل كل عدد طبيعي     
nu  11لا يقبل القسمة على 

(  )أ(  برهن ان 6)   810 1 17    ثم  بين ان 1610 1 17 
,  k)ب(  استنتج  انه  من اجل كل عدد طبيعي     

16 8ku   17لقسمة على  يقبل ا 
 
 ésiePolyn 1122 (17)التمرين  حل  

 : 3u, و   1u   ,2u(حساب 1)
    1 010 21 10 1 21 31u u         2و 331u   3و 3331u   

n   :13بالتراجع انه من اجل كل  برهان( )أ( ال2)   10 7n

n
u

   
    0 1

010 7 10 7 3 3u
       0ومنه الخاصية صحيحة  من اجلn   

13نفرض ان :    10 7n

n
u

   2ونبين ان

13 10 7n

n
u


    

     1

13 3 10 21 10 3 63 10 10 7 63n

n n n
u u u


          2ومنه

13 10 7n

n
u


   

13طبيعي  :  nومنه من اجل كل   10 7n

n
u

   
)ب( استنتاج الكتابة العشرية  للعدد    

nu  13: لدينا 10 7n

n
u

   
  1

1

10 7 10....0 7 99....93n

n n





      نجد : 3وبالقسمة على 

    
110 7 99...93

33...31
3 3

n

n

n

u
 

    ومنه الكتابة العشرية لـnu  31...33هي
n

 

2عدد أولي :  2u(  تبيان ان3)     331u   2و 331 18,1u    
   13ولا على  11ولا على  7ولا على  5ولا على  3ولا على  2لا يقبل القسمة على  331دد الع    
331وبما ان    

19,4 18,1
17

   2اولي اذن  331فان العددu عدد أولي 

 . 5 على ولا 3ولا على  2لا يقبل القسمة على  nu( برهان ان4)    
 5ولا على  2لا يقبل القسمة على  nuومنه 1هو  nu()ب( فان رقم احاد 2طبيعي كيفي. حسب السؤال ) nليكن     
3هو  nuومجموع ارقام العدد      3 ...3 1 3 1

n

n        3فمجموع ارقامه لا يقبل القسمة على 

  5ولا على  3ولا على  2لا يقبل القسمة على  nuفان  n. اذن من اجل كل  3لا يقبل القسمة على  nuومنه   
(  )أ( برهان ان :  5)      3 4 1 11

n

n
u    

   10 1 11    لدينا ومنه   1110 1 11
nn     اي ان   110 1 11

nn     
ولدينا أيضا      7 4 11     13ونعلم ان 10 7n

n
u

   : ومنه بالجمع نجد 
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اذن        110 7 4 1 11
nn       ومنه   3 4 1 11

n

n
u     

, n)ب(  استنتاج انه من اجل كل   
nu  11لا يقبل القسمة على : 

زوجيا فان :  nاذا كان  -     3 4 1 11
n

u    اي 3 3 11
n

u   3فان  11بترديد  4يوافق لا  3وبما ان
n

u  
ومنه  11وبالتالي ليس مضاعف لـ  11بترديد  4لا يوافق   

nu  11ليس مضاعف لـ  
فرديا فان  nاذا كان  -    3 4 1 11

n
u    اي 3 5 11

n
u    3فان   11بترديد  4لا يوافق  5بما ان و

n
u 

ومنه  11وبالتالي ليس مضاعف لـ  11بترديد  4لا يوافق    
nu  11ليس مضاعف لـ  

طبيعي  nاذن من اجل كل    
nu  11ليس مضاعف لـ 

(  )أ(  برهان ان 6)     810 1 17   لدينا  : 10 7 17   و 210 49 17  و منه 210 49 3 17 17   
اذن      210 2 17   : وبالتالي   4810 2 17    اي ان 810 16 17   اي 810 1 17  

تبيان ان -  1610 1 17من النتيجة السابقة لدينا : 810 1 17   ومنه   21610 1 17  اذن 1610 1 17  
k ,16)ب(  استنتاج  انه من اجل كل     8ku   اي  17يقبل القسمة على : 16 8 0 17

k
u   

13( )أ( : 2حسب السؤال )    10 7n

n
u

   16ومنه 9

16 83 10 7k

k
u


    

حسب السؤال )أ(     16 9 16 810 10 10 10
k

k      : ولدينا      16 910 1 1 7 17
kk      

اذن     16 910 7 17k     ومنه نجد 16 910 7 0 17k    16اي ان 910 7k   17يقبل القسمة على  
16يقسم  17وبالتالي      83 ku    16يقسم  17فانه حسب غوص   3اولي مع  17وبما ان 8ku    وهو المطلوب 

 
   

 yaneAntilles Gu 2012 (81)التمرين

المعادلة  :    ( نعتبر في1)   E ...11 5 14x y   
)أ(تحقق ان   4,6 حل للمعادلة E 
)ب(عين كل الثنائيات      ;x y المعادلة  حلول E 

n :()أ( بين انه من اجل كل عدد طبيعي2) 32 1 7n   
 7على   20122011)ب( عين باقي قسمة العدد    
3 :العددين نعتبر nمن اجل كل عدد طبيعي)أ( (3) 1a n  2 و 3b n  

  7او  1هو  bو aبين ان القاسم المشترك الاكبر للعددين     
 bو aالقاسم المشترك الاكبر للعددين  n)ب( عين حسب قيم   
 

 Antilles Guyane 2012 (81)التمرينحل 

11 لدينا( 1)    5 14x y   
تحقق انال )أ(   4,6 حل للمعادلة E بالتعويض نجد :   11 4 5 6 14  
نائيات  ين كل الثيعت)ب(    ;x y  حلول المعادلة E: 
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لدينا    
   

11 5 14

11 4 5 6 14

x y 
  

بالطرح نجد :     11 4 5 6x y  

يقسم  11هذه الاخيرة تعني العدد     5 6y   مبرهنة غوص  اوليان فيما بينهما فانه حسب 5و  11وبما ان
6yيقسم  11    6أي ان 11y k   6وبالتالي 11y k   حيثk عدد صحيح
6وبتعويض    11y k   في المعادلة   11 4 5 6x y    6نجد 5x k   

اذن مجموعة الثنائيات حلول المعادلة      E  : هي   ; 6 5 ;6 11x y k k    حيثk عدد صحيح
ن انابيت()أ( 2) 32 1 7n  :

نعلم ان     32 8 1 7    ومنه   32 1 7
n

وبالتالي 32 1 7n 

: 7على   20122011ن باقي قسمة العدد يعيت)ب(  
2011لدينا      287 7 2    أي ان 2011 2 7  ومنه 2012 20122011 2 7

2012ونعلم ايضا :     3 670 2    2012ومنه 3 670 22 2 2 

ولدينا من السؤال )أ(  32 1 7n   وبالتالي 3 6702 1 7 ومنه ينتج 2012 22 2 7

واخيرا نجد ان     20122011 4 7  4وبالتالي باقي القسمة هو
3 )أ((3) 1a n  2 و 3b n  تبيان ان ;PGCD a b   7او  1هو :
نضع    ;PGCD a b d  ومنهd  لقسم كلا منa وb  

يقسم العدد  dوبالتالي        3 2 3 2 3 2 3 1 7b a n n       ومنه القيم الممكنة لـd  7او  1هي 
n )ب( تعيين حسب قيم    ;PGCD a b :
اذا كان     ; 7PGCD a b   3يقسم  7فان 1n  ان اي 3 1 0 7n   
و     3 1 0 7n   تعني 3 1 7n    ومنه 6 2 7n    وبالتالي 2 7n     اذن 2 7n 

اذن اذا كان     ; 7PGCD a b   7فان 2n k   

ومن جهة اخرى ايضا  اذا كان     ; 7PGCD a b   : فهذا يعني 
 

3 1 0 7

2 3 0 7

n

n

  


 
وبالطرح نجد :  

         3 1 2 3 0 7n n      اي ان 2 0 7n    وبالتالي 2 7n   7اي ان 2n k 

n  :اذن من اجل كل عدد طبيعي       ; 7PGCD a b    7اذا كان 2n k  
           ; 1PGCD a b     7اذا كان 2n k   

Polynésie 2012 ( 91)التمرين  

الجزء الأول    
نعتبر في مجموعة الاعداد الصحيحة المعادلة :     25 108 1....x y E  
( بين ان الثنائية 1)     13,3( 1حلا للمعادلة. ) 
( عين مجموعة الثنائيات 2)     ;x y  من  حلول المعادلة E.
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 الجزء الثاني : 
25يحققان : cو  gعددا طبيعيا  . ونعتبر العددين الطبيعيين  aفي هذا الجزء نعتبر   108 1g c   
 عددا طبيعيا   x( ليكن 1)  
بين انه اذا كان     7x a   و 19x a   فان 133x a  
1حيث : x( )أ( بين انه من اجل كل عدد صحيح 2)   6x     ن فانه يكو 6 1 7x   

, بين ان  7ليس مضاعفا للعدد  a)ب( اذا فرضنا  ان     108 1 7a    
استنتج ان   -         25 7

g

a a  

, برهن ان  7مضاعف للعدد   a)ج( نفرض ان      25 7
g

a a  

a  ,)د( نقبل انه من اجل كل عدد طبيعي      25 19
g

a a  برهن عندئذ ان ,   25 133
g

a a 
 
 Polynésie 2012: (91)حل التمرين   
    :الجزء الأول    

 
 25 108 1....x y E   

لثنائية ن ان اابيت( 1)     13,3( 1حلا للمعادلة) هذا يعني  :   25 13 108 3 325 324 1    وهي محققة 

حلول المعادلة  ين يعت( 2)     E:    لدينا
   

25 108 1

25 13 108 3 1

x y 
  

ومنه بالطرح نجد :  

   25 13 108 3x y   قاسم لـ  148ن وهذه المعادلة تعني ا 25 13x  اوليان فيما  25و  148وبما ان
قاسم لـ  148بينهما فان  13x   اي ان 13 108x k    108ومنه 13x k   

وبالتعويض في المعادلة      25 13 108 3x y    25نجد 3y k    : ومنه حلول المعادلة هي 
     ; 108 13;25 3x y k k    حيثk عدد صحيح 

 الجزء الثاني :
     a عدد طبيعي  . وg  وc 25ن يحققان :ايطبيع 108 1g c   
 ) اذا كان ن انابيت( 1)   7x a   و 19x a)   فان 133x a  
اذا كان     7x a  فان x a  7مضاعف للعدد  
واذا كان     19x a  فان x a  ومنه   11مضاعف للعدد x a  11و  7مضاعف مشترك للعددين  
اي ان    x a  19مضاعف للعدد 7  اي ان x a  وهذا يعني  133مضاعف للعدد 0 133x a   
ومنه     133x a  
1ه اذا كان ن انابيت( )أ( 2)   6x    فان  6 1 7x  : 

61لدينا       1  ومنه 61 1 7          6ولدينا 22 8  و 8 1 7  اذن 28 1 7   ومنه 62 1 7  
6ولدينا       33 9   و 9 2 7   ومنه 39 8 7   وبالتالي 63 1 7  
و لدينا      4 3 7   ومنه 6 64 3 7   بالتالي 64 1 7  
ولدينا      5 2 7    ومنه     66 65 2 7 2 7    وحسب ما سبق فان 65 1 7 
ولدينا     6 1 7   ومنه   666 1 7   اذن 66 1 7  
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1اذن من اجل كل      6x    فان  6 1 7x   
  nباقي قسمته على nنعلم ان كل عدد صحيح يوافق بترديد )ب(     
فهذا يعني :   7ليس مضاعفا للعدد  aفاذا فرضنا    7a x  1حيث 6x  
ن ان ابيت  ,  108 1 7a  :  حيث لدينا من السؤال السابق 6 1 7x  

من      7a x  نجد 108 108 7a x  ومنه 108 6 18 7a x
  اي   18

108 6 7a x    وبالتالي 
       18108 1 7a   اذن 108 1 7a   

ج ان  ااستنت -         25 7
g

a a : 
25لدينا      108 1g c   25ومنه 108 1g c    
و     25 25 108 1 108

g
g c c

a a a a a
     وبما ان 108 1 7a   فان     108 1 7

c c
a   اي

 108 1 7c
a      اذن 108 7c

a a a   وبالتالي   25 7
g

a a 

ن ان ا)ج( بره     25 7
g

a a  
فهذا يعني :  7مضاعف للعدد   aان  افرضاذا      0 7a   ومنه   25

0 7a   وأيضا   25 0 7
g

a  

وبالتالي     25
g

a  وa  ( اذن 7مة على )لهما نفس باقي القس 7متوافقان بترديد   25 7
g

a a 

 ان  نا)د( بره      25 133
g

a a: 

لدينا من السؤال السابق       25 7
g

a a  وقبلنا ان    25 19
g

a a  
( : )1( س )2ومن الجزء )   7x a   و 19x a)   فان 133x a : نجد ) 

      25 7 19
g

a a    اذن   25 133
g

a a 
 

 Antilles Guyane 2017 (14)التمرين

0نعتبر المتتالية المعرفة بحدها الأول  3u    ومن اجل كلn   : 1طبيعي 2 6
n n

u u    
9طبيعي  :  n( بين انه من اجل كل 1)  2 6n

n
u     

1n( برهن انه من اجل كل  طبيعي2)     فانnu  6يقبل القسمة على 
( نعرف المتتالية 3)    n

v  1من اجل كل عدد طبيعيn      :
6

n
n

u
v   

 هو عدد أولي  ( nvغير معدوم ,  nنعتبر الجملة التالية :) من اجل كل عدد طبيعي  
 خاطئة مع التبريراذكر ان كانت هذه الجملة صحيحة  ام     
1n( )أ( برهن انه من اجل  كل 4)        :1 2 1

n n
v v    

1n)ب(  استنتج انه من اجل كل        :nv   1وn
v   اوليان فيما بينهما 

1nج من اجل كل )ج( استنت        : القاسم المشترك الاكبر لـnu 1وnu   
( )أ( تأكد ان  5)    42 1 5  
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4من الشكل  n)ب(  استنتج انه اذا كان       2k    حيثk    طبيعي فان
nu  5يقبل القسمة على 

)ج(  هل العدد      
nu  من اجل القيم الأخرى للعدد  5يقبل القسمة علىn  ؟ برر ذلك 

 
  ane 2017Antilles Guy: (14)حل التمرين  

9طبيعي  :  n( البرهان بالتراجع  انه من اجل كل 1)    2 6n

n
u     

    0

0 9 2 6 3u      وهي محققة لان
0 3u  

  1nتها من اجل ونبرهن صح  nنفرض الخاصية صحيحة من اجل كل       
      1

1 2 6 2 9 2 6 6 9 2 2 12 6 9 2 6n n n

n n
u u


                 

1ومنه     

1 9 2 6n

n
u


     ومنه الخاصية صحيحة من اجل كل  عدد طبيعيn  : 9وبالتالي 2 6n

n
u    

1n( برهان انه من اجل 2)      فان
nu  6يقبل القسمة على : 

19لدينا      2 6 3 3 2 2 6n n

n
u

          ومنه 16 3 2 1n

n
u

   , 
13وبما ان       2 1n   1عدد طبيعي لانn   فان هذا يدل ان

nu 6ل القسمة على يقب  

( المتتالية 3)      n
v   1معرفة من اجلn     : بـ

6

n
n

u
v   

غير معدوم ,  nالجملة  :) من اجل كل عدد طبيعي      
nv   )  تكون صحيحة عندما تتحقق :هو عدد أولي 

  
nv  هو عدد أولي  مهما كانn  اذن حتى تكون خاطئة يكفي إيجاد عدد طبيعي  بحيث  يكون ,

nv  ليس اوليا 
   

6

n
n

u
v   13ومنه 2 1n

n
v

    

5كحالة خاصة     

6 3 2 1 3 32 1 95 5 19v            6اذنv  ليس عدد اولي وبالتالي يوجد على الأقل عدد
طبيعي بحيث 

nv  ليس اوليا. الجملة اذن ليست صحيحة 
1n( )أ( برهان انه من اجل  كل 4)      :1 2 1

n n
v v   : 

    1
1 1

1
2 2 2

6 6 6

n n
n n n n

u u
v v u u

        ومنه 1

1
2 2 6 2 1

6
n n n nv v u u      

1nو   nv)ب(  استنتاج ان      
v    1اوليان فيما بينهما : من العلاقة السابقة لدينا 2 1

n n
v v    و هذه تكتب 

     11 2 1
n n

v v      ومنه يوجد عددان صحيحانa  وb  : بحيث
 1 1

n n
a v b v     وحسب مبرهنة

1nو   nvبيزو فان العددين 
v  اوليان فيما بينهما 

1nuو nuستنتاج القاسم المشترك الاكبر لـ : )ج( ا        : 
1لدينا        16n nu v     6وn nu v    وحيثnv   1وn

v    اوليان فيما بينهما 
اذن           1 1 1; 6 ;6 6 ; 6 1 6

n n n n n n
PGCD u u PGCD v v PGCD v v           

1nاذن من اجل           : 1; 6
n n

PGCD u u  
( )أ( التأكد ان :  5)       42 1 5  واضح لان 42 16 1 3 5 1 5      

4)ب(  استنتاج انه اذا كان           2n k   ن  فاnu  اي  5يقبل القسمة على 0 5
n

u  
9لدينا         2 6n

n
u      4فاذا كان 2n k    فان 4 2 4 22 2 2 2

k
n k     

ومن السؤال السابق     42 1 5   ومنه   42 1 5
k

   وبالتالي   4 2 22 2 2 5
k

   اذن 2 4 5n  
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ومنه نستنتج ان     9 2 6 9 4 6 5n      اي 9 2 6 30 5n      اذن 0 5
n

u  
  0 5

n
u   وهكذا ينتج ان

nu  5مضاعف للعدد 
)ج(  باقي قسمة       

nu  من اجل القيم الأخرى للعدد  5علىn : 
4nيكتب اما على الشكل    nعددا طبيعيا . العدد  nليكن      k     4او 1n k    4او 3n k  

4nاذا كان  k   : فان 42 2 1 5n k   ثم 9 1 6 5
n

u   اي 3 5
n

u اذن
nuعلى لا يقبل 5القسمة

4اذا كان   1n k   فان 4 1 42 2 2 2 2 5n k k    ثم   9 2 6 5 2 5
n

u    

اذن            
nu  5لا يقبل القسمة على

4اذا كان       3n k   فان 4 3 4 32 2 2 2 3 5n k k     ثم 1 5
n

u   اذن
nu  5لا يقبل القسمة على

0nالخلاصة :  من اجل كل      فان
nu   4اذا وفقط اذا كان   5يقبل القسمة على 2n k    حيثk طبيعي
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