
  نموذج بكالوریا

(5 1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k    

 
3 5 13................. 1

3 1 5 2 13......... 2

x y 


    

3 1 5 2x y  


3

y   2أي 3y k    ومنه

وعلیه 

1 

نموذج بكالوریا في القسمة  تمارین محلولة

3المعادلة       5 13.........(1)x y   
  . (1)المعادلة 

( , xبحیث     (1)للمعادلة  ( Z
y
 .  

5): لدینا من  kبین انه من أجل كل  1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k   

3:           الجملة  5 13
( ; ) 13

x y
PGCD x y

 
   

  . (1)المعادلة 

حل خاص للمعادلة  1     ومنه 
   

3 5 13................. 1

3 1 5 2 13......... 2

x y 

  

 :   3 1 5 2 0x y      أي :  3 1 5 2x y  

2yأولیان فیما بینهما فحسب مبرهنة غوص  5و  3وبما أن  

5: وبنفس الطریقة نجد   1 /x k k Z    

هي   5 1 ; 3 2 ,S k k k Z     

( , )x y  بحیث     (1)للمعادلةx
y
 .  

5أي ان  xیقسم  1
3 2

k
k





  

ومنه  
3 2

5(3 2)
3 2

3(5 1)

k
k

k
k




  

 أي  
3 2

15 10
3 2

15 3

k
k

k
k


 
  

وعلیه  


3 2

15 3 15 10
k      3أي 2

13
k   

 

 

  

  : )1(التمرین 

 2نعتبر في           
(1)المعادلة 2حل في )1(  

)حدد الحلول )2(   , )x y

kبین انه من أجل كل )3(  

الجملة   2حل في ) 4(   

  ): 1(التمرین  حل

(1)المعادلة   2حل في )1(   

لدینا الثنائیة   1; 2  حل خاص للمعادلة

3: نجد ) 1(من ) 2(بطرح  1 5 2 0   

: لدینا  
3

5 2y   وبما أن

3 2 /y k k Z   

ومنه حلول المعادلة 1  هي

)تحدید الحلول )  2( , )x y

x
y
   معناهy  یقسمx

: لدینا 
3 2

3 2
3 2

5 1

k
k

k
k


 
  

  
3 2

15 3 15 10k k  
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(5 1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k     

d  ومنه  

( 5 ; 13) 13PGCD k                                  

k k k    

S k k k    :  

  

 ; ;2PGCD x y PGCD x  

PGCD x y  

2 

13D     ومنه  

 6 ; 1 , 26 ; 13S   

5):   لدینا من  kبیان انه من أ جل كل  1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k   

5 1,3 2PGCD k k d 

5 1

6 4

d

d






ومنه    6 4 5 1
d

k k    5أي
d

k   

15 3

15 10

d
k

d
k


 

 

ومنه     15 3 15 10
d

k k    13أي
d

(5 1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k     

:           الجملة  3 5 13
........ *

( ; ) 13
x y

PGCD x y
 

   
(5 1,3 2) 13PGCD k k    3وحسب (( 5 ; 13) 13PGCD k  

13
5أي    13k k        13ومنه 5 /k k k   

هي(*) ومنه مجموعة الحلول للجملة   65 26 ; 39 13 ,S k k k     

5)  ... 1: (المعادلة   3 2x y   
  تقبل حلا ) 1

اثبت انه اذا كانت الثنائیة   ;x y   فان ) 1(حلا للمعادلة : 1 3x   
  )1(استنتج حلول المعادلة 

بین انه اذا كانت الثانیة  ;x yفان )  1(حلا للمعادلة ; ;2PGCD x y PGCD x

استنتج القیم الممكنة  لـ  ;PGCD x y  
عین الثنائیات   ;x y  التي تحقق )  1(حلول المعادلة ; 2PGCD x y 

 

 

:لدینا  13 1;13; 1; 13  

  : ومنه الحلول هي  

   6 ; 1 , 26 ; 13

kبیان انه من أ جل كل ت) 3(

5نضع  1,3 2PGCD k k d  

5 1

3 2

d
k

d
k


 

 

ومنه 
5 1

6 4

d
k

d
k


 

 

5 1

3 2

d
k

d
k


 

 

ومنه   
15 3

15 10

k

k





(5 1,3 2) ( 5 ; 13)PGCD k k PGCD k   

الجملة   2حل في )4(

5)تكافئ  (*)الجملة  1,3 2) 13  

وهذا یعني أن  
13

5k 

ومنه مجموعة الحلول للجملة 

  

  )2(التمرین
نعتبر في       المعادلة
1(بین ان المعادلة )  1( 
اثبت انه اذا كانت الثنائیة  ) أ) (2( 

استنتج حلول المعادلة ) ب(    
بین انه اذا كانت الثانیة )أ)  (3(  

استنتج القیم الممكنة  لـ ) ب(     
x;عین الثنائیات  )  ج(     y
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  تقبل على الأقل حلا حسب مبرهنة بیزو 

: ومن خواص الموافقة نكتب  10 4 3x   

3 15 3y k    5وبالتالي 1y k   
  عدد صحیح

PGCD x y PGCD x  

وهذا یعني  / ;2d PGCD x    ومنه

 / ;d PGCD x y  اي/d d  

 ; ;2PGCD x y PGCD x  

d  وهي القیم الممكنة  

1 2

1 2

k

k

 



2وبالتالي    1k    

  ; 3 1;5 1x y k k     2مع 1k    

 yx   Z:حیث 405324

3 

  :تقبل حلا ) 1(تبیان ان المعادلة 
PGCD   تقبل على الأقل حلا حسب مبرهنة بیزو ) 1(ومنه المعادلة   2یقسم   1و

ونلاحظ وضوحا ان الثنائیة   1;1  هو حل لها  
اثابت انه اذا كانت  ;x y   فان ) 1(حلا للمعادلة : 1 3x  :  

5 3 2x y     و هذه تكافئ 5 2 3x    ومن خواص الموافقة نكتب
9 1 3 3x x     وبالتالي : 1 3x    3اذن 1x k   
:  
x k   نجد ) 1(في المعادلة 5 3 1 3 2k y     3ومنه 15 3y k 

اذن مجموعة الحلول هي الثنائیات    ; 3 1;5 1x y k k     حیثk عدد صحیح

 ;x y حلا للمعادلة فان   ; ;2PGCD x y PGCD x

PGCD x y d  و ;2PGCD x d   
d x
d y





/ومنه    
/ 5 3

d x
d x y


 

/وبالتالي    
/ 2

d x
d





/وهذا یعني   ;2

/
/ 2

d x
d x k


 
/اي   

/ 3 1 2
d x
d k k


   
/ومنه  

/
d x
d y


 
/وبالتالي   ;d PGCD x y

d/و    d   ( وبالتاليd d    اذن ; ;2PGCD x y PGCD x

استنتاج القیم الممكنة  لـ  ;PGCD x y:  
من السؤال السابق وجدنا   / ;2d PGCD x   اي ان/ 2d  ومنه 1;2d 

تعیین الحلول  ;x y  بحیث : ; 2PGCD x y  :  

تعني   
 

0 2

0 2

x

y

 



ومنه   

 
3 1 0 2

5 1 0 2

k

k

  


 
وتعني     

 
1 2

1 2

k

k





:  وبالتالي الحلول التي تحقق الشرط ; 2PGCD x y  هي :; 3 1;5 1x y k k  

  ; 6 4;10 6x y      حیث عدد صحیح  

  . 405و 324: عین القاسم ألمشترك الأكبر للعددین 
   المعادلة ذات المجهول yx, :  y

حتى تقبل المعادلة    حلولا في المجموعة  .  

 

 

  :  )2(التمرین  حل
تبیان ان المعادلة )  1(     
لدینا        5;3 1PGCD 

ونلاحظ وضوحا ان الثنائیة        
اثابت انه اذا كانت ) أ) (2( 

5 3 2x y    5تعني 3 2x y 

ومنه       9 1 3 3x x  

:استنتاج الحلول ) ب(   
3نعوض        1x k 

اذن مجموعة الحلول هي الثنائیات     
  
;xاذا كانت ) أ)  (3(   y

نضع         ;PGCD x y d

/لدینا من جهة      
/

d x
d y





/d d   
  ومن جهة أخرى    
/
/ 2

d x
d


 
/ومنه  

/ 2
d x
d x k


  
d/(لدینا اذن        d   d d

استنتاج القیم الممكنة  لـ ) ب(       
من السؤال السابق وجدنا         

xتعیین الحلول )  ج(         y

 ; 2PGCD x y    تعني

وبالتالي الحلول التي تحقق الشرط     
;اذن         6 4;10 6   

  
  

 )3(التمرین

عین القاسم ألمشترك الأكبر للعددین    )1(
نعتبر في المجموعة  )2( 

حتى تقبل المعادلةعین شرط على )أ(
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4 
 

، حل في المجموعة 81نفرض أن ) ب(  المعادلة   علما أن 00 , yxحلا لها و یحقق  
000  yx  

عین كل الثنائیات) ج( yx,حلول المعادلة   حیث یكون
1
248




y
x  عددا صحیحا.  

  N،عین 2في النظام ذو ألأساس 1ویكتب  9في النظام ذو ألأساس 6عدد طبیعي یكتب N)د(
  

  :  )3(حل التمرین

  )1    (
4405 3 5    و

2 4324 2 3    ومنه  4324,405 3 81PGCD    
  )2    (  yx   Z:حیث 405324
حتى تقبل المعادلةتعیین شرط على )أ(    حلولا في المجموعة  .  

324 405x y     معناه 81 4 5x y    4أي 5
81

x y 
   

بما أن  4 5x y   فیجب أن یكون
81


 أي 81ومنه 81مضاعف لـ /k k    

،  و81)   ب( 00 , yx للمعادلة حل  000و یحقق  yx  
تصبح المعادلة على الشكل  81لما  4 5 1....... 2x y    

 00 , yx 000حلا لها و یحقق  yx  0معناه 04 5 1x x    0أي 1x     0ومنه 1x   0وعلیه 1y   

الحل الخاص لـ  2  هو الثنائیة 1,1  

لدینا  
 

     
4 5 1............ 2

4 1 5 1 1......... 3

x y  


  
نجد ) 2(من ) 3(بطرح      4 1 5 1 0x y     

ومنه    4 1 5 1x y    

 
4

5 1y    أولیان فیما بینهما فحسب مبرهنة غوص 5و  4و بما أن 
4

1y  1ومنه 4y k   

أي  4 1y k k     وبنفس الطریقة نجد 5 1x k k    
  

تعیین كل الثنائیات) ج( yx,حلول المعادلة   حیث یكون
1
248




y
x  عددا صحیحا.  

 
 

8 5 1 248 24 40 32 20 16
1 4 1 1 4 2 2 1

kx k k
y k k k

   
  

    
  

8 24
1

x
y





   20معناه 16
2 1
k
k





   2أي 1
20 16

k
k


  

: لدینا  10 2 1 620 16 610
2 1 2 1 2 1

kk
k k k

 
  

  
2: وهذا معناه     1

6
k   

  5 1;4 1 /S k k k Z   
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:هي 

N  

4 5 1     

2لكن مع شرط     2و   

15Nومنه    

10 .  
  . 10یقبل القسمة على 

7 3 1 0 10   10و 25n   
0x  67ویكتبy y  في نظام

43 1 10  

4 23 9 10k     ، 4 33 7 10k   

5 

6 1; 2; 3; 6;1;2;3;6D       

حلول المعادلة   حیث یكون
1
248




y
x  هي . عددا صحیحا

  , 4, 3 ; 9, 7 ; 1,1 ; 6,5S       

9یكتبالطبیعي الذي 
6  2ویكتب

1   
 9

6 9 6N    
 2 3 21 2 1 2 2

10 4
N
N

    
 

       
  

10 4 9 6        10ومنه 8 2    5أي 4 1     4أو 5 1  

 2  5: وحلولها  هي 1k    4و 1k  لكن مع شرط

ومنه   
1
5

k     0وبالتاليk    1اذن   1و    ومنه

10على  3nبواقي القسمة الإقلیدیة للعدد nادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي
العدد  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبیعي  16 2 8 133 2 109 11n n     یقبل القسمة على

التي یكون من اجلها العدد  nعین قیم العدد الطبیعي   17 3 1 0 10n  

0xحیث  3في نظام التعداد الذي أساسه  02102xxعدد طبیعي یكتب 

  في النظام العشري 
   7في نظام التعداد ذي الأساس 

  . 10على  3nدراسة  بواقي القسمة الإقلیدیة للعدد
13 3 10   ، 23 9 10  أي 23 1 10   ومنه3 1 10

لدینا   kوعلیه من أجل كل عدد طبیعي 43 1 10k    ، 4 13 3 10k    ،3 9 10

 

 

  
  
  
  

;1: لدینا  2; 3; 6;1;2;3;6    

الثنائیاتومنه  yx,حلول المعادلة

     , 4, 3 ; 9, 7 ; 1,1 ; 6,5    

الطبیعي الذي عدد الNتعیین )د(

: لدینا 
3 21 2 1 2 2           

10: إذن  4 9 6     

2المعادلة  هذه الاخیرة هي و 

5اي    1 2k       ومنه
1
5

  

  )4(التمرین

ادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي –) 1( 
أثبت أنه من أجل كل عدد طبیعي ) 2(

عین قیم العدد الطبیعي ) 3(  
  )4 (N  عدد طبیعي یكتب

  9التعداد الذي أساسه 
  yو  xعین ) أ(   
في النظام العشري  Nأكتب ) ب(  

في نظام التعداد ذي الأساس  Nأكتب ) ج(   
  

  : )4(التمرینحل 

دراسة  بواقي القسمة الإقلیدیة للعدد –) 1(  
لدینا  03 1 10  ،3 3 10

وعلیه من أجل كل عدد طبیعي
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3 فإن  3 16 233 9 10n  .  
8 19 9 10n   

16 2 8 133 2 109 11 0 10n n      
  

k   





972و منه     730 484x y  .  

N .  

5 0 7 5     7منه
5600N  .  

3nیقبل القسمة على    
  هو عدد طبیعي غیر معدوم 

  ; ;PGCD a b PGCD bc a b   

6 

 16 2 8 133 2 109 11n n     10یقبل القسمة على :  
و منه 16 2 16 233 3 10n n   و بما ان 4 4 216 23 3 nn  

8 1 8 1109 9 10n n  8و بما ان 1 16 29 3n n  فإن 9 9 10
8 1109 9 10n ومنه 8 12 109 8 10n   

و منه 16 2 8 133 2 109 11 9 8 1 10n n       اذن33 2 109 11 0 10

: حیث  nایجاد الاعداد الطبیعیة  17 3 1 0 10n   10و 25n  .  

n k k  .   
10فإن 4 25k  10أي 25

4 4
k    منه 3;4;5;6k 

12;16;20;24n  
02102 67N xx y y   

0و 9y    معxوy  طبیعیان  
2 3 5 6

2 3

2 1 3 2 3 3 3
7 9 6 9 9

N x x
N y y

         


      
65أي  972

549 730
N x
N y

 
  

244
365

y     مرفوض.  

y  اذن   ; 2;2x y  .  
65: في النظام العشري  972 2 2009N     ،2009N 

  :  7في النظام ذي الاساس 
،287 41 7 0    ،41 5 7 6   ،5 0 7 5  

   23 3 9 16n n n     حیثn  
n  :33استنتج انه من اجل كل عدد طبیعي 11 48n n    3یقبل القسمة على
n  :23برهن انه من اجل كل عدد طبیعي  9 16n n    هو عدد طبیعي غیر معدوم

;:یكون  cو a,bبرهن انه من اجل كل الاعداد الطبیعیة غیر المعدومة ;PGCD a b PGCD bc a b 

 

 

  
  
  
16اثبات ان العدد ) 2( 2 8 133 2 109 11  

: لدینا    33 3 10 و منه
 109 9 10  ومنه8 1 8 1109 9 10

و بالتالي       8 1109 9 10n 

:ولدینا 11 1 10 33و منه 2 109 11 9 8 1 10

nایجاد الاعداد الطبیعیة ) 3(
  
  
  
4منه   /n k k 

10بما ان 25n  10فإن 4 25

4n k  و بالتالي12;16;20;24

4  (3 9
02102 67N xx y y 

  yو  xتعیین) أ(  
0: لدینا     3x   0و 9 

و لدینا   
2 3 5 6

2 3

2 1 3 2 3 3 3
7 9 6 9 9

N x x
N y y

        

      

1xاذا كان -   244فإن
365

 

2xإذا كان -   2فإنy 

في النظام العشري  Nكتابة  ) ب(
في النظام ذي الاساس  Nكتابة  ) ج(

2009 287 7 0  287 41 7 0
  
  

 : )5(التمرین

3انشر ) أ) (1(  3 9 16n n n  

استنتج انه من اجل كل عدد طبیعي -   
برهن انه من اجل كل عدد طبیعي ) ب(  
برهن انه من اجل كل الاعداد الطبیعیة غیر المعدومة) 2( 
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:  2اكبر او یساوي  nبرهن انه من اجل كل عدد طبیعي ) 3(    33 11 ; 3 48; 3PGCD n n n PGCD n     
  48عین القواسم الطبیعیة للعدد ) أ) (4( 

بحیث یكون الكسر  nاستنتج الاعداد الطبیعیة ) ب(   
33 11

3
n n
n



  عددا طبیعیا 

  : )5(التمرین حل
  

:  نشر العبارة ) أ) (1(       2 33 3 9 16 3 11 48n n n n n        حیثn  

3nواضح ان         33یقسم 11 48n n   
n  :23برهان انه من اجل كل) ب(   9 16 0n n      عدد طبیعي غیر معدوم  
111ممیزه        وبالتالي فانه من اجلn  23فان كثیر الحدود 9 16n n   3لا ینعدم واشارته من إشارة      

  وبالتالي فهو موجب تماما 
: برهان ان ) 2(       ; ;PGCD a b PGCD bc a b   حیثa,b وc اعداد طبیعیة  
: نضع      ;PGCD a b d  و ;PGCD bc a b d    

 ;PGCD a b d  تعني )/d a  و/d b  ( ومنه/
/

d bc a
d b





d/ومنه    d   

ومن جهة أخرى    ;PGCD bc a b d    تعني )/
/

d bc a
d b
 

 
/ومنه  

/
d bc a
d bc
 

 
d/وبالطرح نجد    a  

/ومنه   
/

d a
d b


 
d/: وبالتالي    d  

d/(وبما ان      d   و/d d  ( فانd d    اذن   ; ;PGCD a b PGCD bc a b   
2nبرهان انه من اجل ) 3(    :   348; 3 3 11 ; 3PGCD n PGCD n n n     

48a:من السؤال السابق وبوضع       3وb n   23و 9 16c n n      نجد :
   ; 48; 3PGCD a b PGCD n   

     
 

2

3

; 3 3 9 16 48; 3

3 11 ; 3

PGCD bc a b PGCD n n n n

PGCD n n n

      

  
  

اذن        348; 3 3 11 ; 3PGCD n PGCD n n n     
448: 48تعیین القواسم الطبیعیة للعدد ) أ) (4(    2 3   وهي  10عدد قواسمه الموجبة:  

 48 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48D   

بحیث یكون  nاستنتاج قیم) ب(    
33 11

3
n n
n



  :عددا طبیعیا  
33 11

3
n n
n





  33معناه 11n n    موجب  و 3n   33قاسم لـ 11n n  

0nمن اجل         فان الكسر معدوم فهو طبیعي  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 48; 3 3PGCD n n    

  
  
  

  هذه المعادلة 

  dعین القیم الممكنة للعدد 
PGCD x y  

245 79 3 8    

7 79 9 245 79 3 245 9 79 28 245 9 28 324 245            

324 28 245 37  

  اولیان فیما بینهما فانه حسب مبرهنة بیزو 
  عدد صحیح 

8 

فان 
33 11 2

3
n n
n


  


  

فان 
33 11

3
n n
n





  اذا كان   33 / 3 11n n n   

 33 11 ; 3 3PGCD n n n n      48ومن المساواة السابقة نجد; 3 3PGCD n n  

n  483 وبالتاليn D   

حتى یكون الكسر 
33 11

3
n n
n





 هي: 0;3;5;9;13;21;45  

324)  ... 1: (المعادلة   245 7x y   
ثم حل في ) 1(باستعمال خوارزمیة اقلیدس عین حلا خاصا للمعادلة   

اثبت انه اذا كانت الثنائیة   ;x y   فان ) 1(حلا للمعادلة : 0 7x   
 ;PGCD x y d  حیث ;x yعین القیم الممكنة للعدد , )  1(حل للمعادلة

عین الثنائیات   ;x y  التي تحقق )  1(حلول المعادلة ; 7PGCD x y 

  )  :1(تعیین حل خاص للمعادلة 
324: نجد  245و  324بالقسمة المتتابعة للعددین  245 1 79     245و 79 3 8  

7ومنه  79 8 9    
       7 79 9 245 79 3 245 9 79 28 245 9 28 324 245          

7 324 28 245 37    ومنه الحل الخاص هو : 28;37  
  :المعادلة 

 
324 245 7
324 28 245 37 7

x y 
  

: بالطرح نجد    324 28 245 37x y  

 324 28x   اولیان فیما بینهما فانه حسب مبرهنة بیزو  245و  324وبما ان
28أي    245x k   28ومنه 245x k   حیثk 

  324 28 245 37x y    37: نجد 324y k   
x  :  

 

 

1nومن اجل        فان

2nومن اجل       فان

3أي     11 ; 3 3PGCD n n n n   

3وهذا یعني     / 48n

حتى یكون الكسر   nاذن قیم  

  

  )6(التمرین
نعتبر في      المعادلة
باستعمال خوارزمیة اقلیدس عین حلا خاصا للمعادلة ) 1( 
اثبت انه اذا كانت الثنائیة  ) 2( 

;PGCDنضع ) أ) (3(   x y d

x;عین الثنائیات  )  ب(     y

  
  :)6(حل التمرین

324 245 7x y   

تعیین حل خاص للمعادلة ) 1( 
324بالقسمة المتتابعة للعددین    
79و     8 9 7     ومنه

اذن      7 79 9 245 79 3 245 9 79 28 245 9 28 324 245          

ومنه     7 324 28 245 37 

الحل في -     المعادلة

لدینا    
 

324 245 7
324 28 245 37 7

x y 

 

324یقسم  245وهذا یعني    28

28xیقسم  245      x k
324وبالتعویض في     28 245 37x y  

اثبات ان ) 2(  0 7x 

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


أي xیقسم  7فانه حسب مبرهنة بیزو  0 7x   
1(حل للمعادلة  ( ,  

/أي ان  7d  ومنه 1,7d   

2 2 0 7k   )324 46 7 2   (  
7اي ان  6k   حیث طبیعي  

37 324 37 324 7 6y k       

102a:كما یلي    ،125b  ،

  

  . 7على 
22013عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد 1432x y 7على   

   2 3 26 1 6 6t t t t t       
102a  b  13154وc   

9 

324تعني  245 7x y   ومنه 324 7 35 1x y   
فانه حسب مبرهنة بیزو  324لا یقسم  7وبما ان  324xیقسم 

حیث   dتعیین القیم الممكنة للعدد  ;PGCD x y d  حیث;x y

d/(تعني  x  و/d y  ( ومنه / 324 245d x y  أي ان
التي تحقق )  1(حلول المعادلة  ; 7PGCD x y   

تعني  0 7y   ومنه 37 324 0 7k   وینتج 2 2 0 7k 

ومنه  6 15 7k   اي ان 1 7k   وبالتالي 6 7k  
: هي  28 245 28 245 7 6x k       و37 324 37 324 7 6    

  ; 1715 1498;2268 1981x y      

انشر العبارة  tمن اجل كل عدد حقیقي  26 1t t  .  
102كما یلي  pاعداد طبیعیة تكتب في نظام التعداد ذي الأساس  

abعلما ان  pجد قیمة العدد الحقیقي c  
b,اكتب كلا من الاعداد   a وc   في النظام العشري.  
:المعادلة  38 53 15...... 1x y   

بین انه اذا كانت الثنائیة  ;x y  حلا للمعادلة 1  فان 52 53x  .  
استنتج حلول المعادلة 1 .  

  .قاسمهما المشترك الاكبر  dن و نسميین طبیعییعدد   
  .  dعین القیم الممكنة للعدد

 ;x y  15بحیث یكونd  .  
على 4n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد nادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي

 2من حلول المعادلة 1 عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد

  26 1t t     : من اجل كل عدد حقیقيt  2لدینا 3 26 1 6 6t t t t t     

102: كما یلي   pتكتب في نظام التعداد ذي الأساس   125b 

abحیث  pإیجاد قیمة العدد الحقیقي   c  

 

 

324 245 7x y   324تعني 245 7

xیقسم  7هذه الاخیر تعني    

تعیین القیم الممكنة للعدد ) أ) (3(  
 ;PGCD x y d  تعني

تعیین)  ب(     ;x y  حلول المعادلة
 ; 7PGCD x y  0تعني 7

اذن    2 5 7k   6ومنه 15 7

وبالتالي قیم    ;x y  هي

;ومنه     1715 1498;2268 1981   

  
  

  : )7(التمرین

tمن اجل كل عدد حقیقي) 1(

)2    (a وb  وc    اعداد طبیعیة تكتب في نظام التعداد ذي الأساس
13154c  .  

pجد قیمة العدد الحقیقي)  أ(

bاكتب كلا من الاعداد  ) ب( a

38المعادلة  2نعتبر في) 3( 53 15...... 1

بین انه اذا كانت الثنائیة ) أ(
1استنتج حلول المعادلة) ب(

   yو xنعتبر الان ) 4( 
dعین القیم الممكنة للعدد) أ(

;xجد كل الثنائیات) ب( y

ادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي) أ () 5
من اجل كل ) ب( ;x y

  
  : )7(حل التمرین

26نشر العبارة  ) 1(   1t t 

)2   (a  ،b   وc    تكتب في نظام التعداد ذي الأساس
إیجاد قیمة العدد الحقیقي  )  أ(
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0لدینا    1 2 22 0 2a p p p p           ،0 1 2 25 2 5 2b p p p p p        .  
0 1 2 3 4 2 3 44 5 3 4 5 3c p p p p p p p p p            .  

ab c   معناه  2 2 2 3 42 5 2 4 5 3p p p p p p p        .  
2و یكافئ     2 3 4 2 3 410 4 2 5 2 4 5 3p p p p p p p p p            .  

3ومنه         26 6 0p p p      ومما سبق نكتب:  26 1 0p p    6ومنهp  .  
  .في النظام العشري   cو   a  ،bكتابة كلا من الاعداد   ) ب(

22 6 38a       ،25 2 6 6 53b      2و 3 44 5 6 6 3 6 6 2014c         .  
  
:المعادلة   2Zنعتبر في  ) 3 38 53 15....... 1x y  .  
تبیان ان الثنائیة  ) أ( ;x y   حلا للمعادلة 1   معناه 52 53x   

38 53 15x y    38یكافئ 15 53x y    و هذا یعني ان 38 15 53x   ولدینا 38 15 53   
ومنه   15 15 53x     أي 1 53x     وعلیه 52 53x   

استنتاج حلول المعادلة ) ب 1   : 52 53x  53تعني 52x k   
53و   52x k   حیثk Z  و بالتعویض في 1  نجد 38 53 52 53 15k y    

ومنه    38 53 52 15 53k y     38أي ان 53 53 37 53k y      38اذن 37y k   حیثk Z  
و بالتالي مجموعة حلول المعادلة   1     هي الثنائیات ;x y    من الشكل 53 52;38 37k k    وk Z .  

  
  .قاسمهما المشترك الاكبر  dعددان طبیعیان و نسمي  yو xنعتبر الان) 4(
  . dتعیین القیم الممكنة للعدد  ) أ(

38یقسم  dاذن  yیقسم  dو xیقسم  dلدینا       53x y  أيd  و بالتالي 15یقسم 1;3;5;15d  .  
إیجاد كل الثنائیات  ) ب( ;x y   15بحیث یكونd  .  

15xنضع   x      15وy y    حیثx  وy   اولیان فیما بینهما.  
38نحصل على   15 53 15 15x y      38و منه 53 1x y      لدینا الثنائیة 7;5   حلا خاصا للمعادلة.  

38و منه    53 1
38 7 53 5 1

x y  
    

بالطرح نجد       38 7 53 5 0x y      أي   38 7 53 5x y     

یقسم   53لدینا  38 7x      7یقسم  53اولیان فیما بینهما اذن حسب مبرهنة غوص  38و  53و العددانx   
7ومنه   53x       53أي 7x    حیثN  و بالتعویض في   38 7 53 5x y             نجد

 38 53 53 5y         5ومنه 38y    38أي 5y      حیثN  
38وبما ان    53 1x y      فانه حسب مبرهنة بیزو یكون العددانx  وy اولیان فیما بینهما و بالتالي  

 15 53 7x       795أي 105x     و 15 38 5y    570أي 75y      حیثN .  
  
  .    7على   4nدراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )  أ() 5(

لدینا     04 1 7  ، 14 4 7  ، 24 2 7   و 34 1 7  3الدور هو   
p  ،و علیه من اجل كل عدد طبیعي       34 1 7p   ، 3 14 4 7p     و 3 24 2 7p   .  
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  حلول المعادلة   

2 53 522013 1432 4 4 7x y k   .  
22013 1432 4 7x y    أي

32وباقي القسمة  للعدد  k  7على  

  28یقبل القسمة على 

حل عندئذ المعادلة .   E  

  dعین القیم الممكنة لـ 

  حیث   yو  xفحسب مبرهنة بیزو فان هذا یكافئ یوجد عددان صحیحان 

11 

22013تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد   1432x y حیث  7على ;x y 
2 53 522013 1432 2013 1432x y k    .  

2013 4 و    7 1432 4 7   معناه   2 38 372 53 522013 1432 4 4 7kx y k   
2 129 1262013 1432 4 7x y k       و یكافئ   3 43 422013 1432 4 7kx y  

2013 1432 4 ومنه       7 22013 1432 1 7x y   
22013اذن باقي القسمة الاقلیدیة للعدد    1432x y   1هو  7على .  

   : 7 4 1 ; ;   E x y x y  

اذكر نص المبرهنة التي تؤكد وجود  حلول للمعادلة   E  

عین حلا خاصا للمعادلة   E  ثم  حل المعادلة  

الجملة التالیة   
 
 

3 4
:

2 7

n
S

n

 



  

23عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد .  عددا طبیعیا  k   وباقي القسمة  للعدد   4على

حل للجملة    2263 S  ثم بین أن  العدد10082263 یقبل القسمة على  1

     المعادلة : ' : 7 4 20 E x y  

برهن أنه اذا كانت الثنائیة   ;x y   حلا للمعادلة E    فان 0 4x  .

d PGCD x y حیث   ;x y   حل للمعادلة E  . عین القیم الممكنة لـ

عین مجموعة حلول  E    حیث ; 4PGCD x y  

الجملة    
 

7 4 20
; 4

; 308

    

x y
PGCD x y

PPCM x y

  

فحسب مبرهنة بیزو فان هذا یكافئ یوجد عددان صحیحان , اولیان فیما بینهما    

 

 

تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )  ب(
:   لدینا     2 38 372013 1432 2013 1432 k   

و            2013 4 7

و یكافئ         2 129 1262013 1432 4 7x y k

 2 32013 1432 4 7x y m 

اذن باقي القسمة الاقلیدیة للعدد   
  

  :  )8(تمرینال

:نعتبر المعادلة    7 4 1 ; ;    E x y x y

اذكر نص المبرهنة التي تؤكد وجود  حلول للمعادلة  ) أ) (1( 

عین حلا خاصا للمعادلة  )  ب( 

الجملة التالیة   حل في ) 2(  

عددا طبیعیا   kلیكن )  أ)  (3(  

2263تحقق  ان العدد ) ب(    

نعتبر في  )  4(    

برهن أنه اذا كانت الثنائیة  ) أ(      

لیكن  ) ب(     ;d PGCD x y

عین مجموعة حلول )  ج(     

حل في ) د(        الجملة

 

  :  )8(حل التمرین

  4و  7لدینا  )  أ) (1(  
7 4 1 x y  
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نلاحظ ان  )  ب(   0 0; 1;2 x y  حل خاص  للمعادلة E      لان 7 1 4 2 1      

لدینا      
0 0

7 4 1
7 4 1
    

x y
x y

:  تعني       0 07 4 0   x x y y    اذن   0 07 4  x x y y  

یقسم   7العدد       04 y y   0یقسم   7اولیان فیما بینهما  فانه حسب مبرهنة غوص    4و  7وبما انy y 
0أي     7 y y k   0أي 7 y y k  اذن بالتعویض نجد  :   07 4 7  x x k  

0وبالتالي      4 x x k  

0: اذن      

0

4
7

    

x k x
y k y

4ومنه الحلول     1
7 2

    

x k
y k

  

:  التحقق       7 4 1 4 7 2 7 8 1       k k   اذن 2 4 1 ; 7 2    


S k k k  

 )2  ( 
 
 

3 4
:

2 7

  

n
S

n
تكافئ     

 
3 20 4

2 21 7

    

n

n
تكافئ      

 
23 4

23 7

  

n

n
أي ان   

 
 

23 0 4

23 0 7
7 4 1

      

n

n  

اذن    23 0 4 n   وهذا یعني 23 0 4 n     أي   23 0 28 23 28   n n  
اذن حلول       S  هي : 23 28 ;  n k k  

  
نعلم ان  )  أ) (3(   23 1 4      ومنه   23 1 4

k       اذن 23 1 4k

  
:  ولدینا أیضا          3 32 1 7 2 1 7  

k       اذن 32 1 7k  
2263لدینا   )  ب(   23 2240 80 28      ومنه   2263 23 0 28 2263 23 28     

حل للجملة    2263اذن العدد      S  
1008و   2 504       و 10082263 1 4  
 2263 3 4         ومنه 1008 10082263 3 4  
 2263 2 7     ومنه 1008 10082263 2 7     . 1008: یكتب   1008العدد 3 336 3   k      ومنه  
 10082263 1 7      ) 32 1 7k   1008و 3 336 3   k    و 2263 2 7   و 10082263 1 4 (  

اذن                
 
 1008

2263 1 0 7

2263 1 0 7
7 4 1

      

: وبالتالي     10082263 1 0 28   

برهان أنه اذا كانت الثنائیة  )  أ) (4(   ;x y   حلا للمعادلة E    فان 0 4x  .  
7 4 20 x y   7تعني 20 4 x y   ومنه 7 4 5 x y  

4: وهذه تعني      / 7
7 4 1
  

x   یقسم  4: وحسب مبرهنة غوص فانx   أي 0 4x  

ومن   0 4x  4تعني ' ; ' x k k   7:  وبالتعویض في المعادلة السابقة نجد 4 ' 4 20  k y  اذن :
5 7  y k  

:   التحقق    7 4 ' 4 5 7 ' 20  k k   اذن حلول E      هي 2 4 ' ; 5 7 ' '  


S k k k  
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k  
اذن     1;2;4;5;10;20d  

ومنه  1 7 ' 0 4 k    أي

اذن   ' 1 4k   أي

12 28 y p 2 16 4 ; 12 28    


S x p y p 

 ; 308PPCM x y  

   أي  

28 19 80 0       و ممیزها سالب

28 19 74 0      و ممیزها

2p  

   9على 

  9على 
4 4 4 4 0 9
2010 2020

n n n



  

  9مضاعفا للعدد 

13 

d PGCD x y   4و 'x k    5و 7  y k    حیث'k

7وبالتالي یقسم     4x y   ومنهd  20;10;5;4;2;1اذن       20یقسم

PGCD x y   4و 'x k  5و 7  y k  
فهذا یعني    yوبما انه یقسم     5 7 ' 0 4 k   1ومنه 7 ' 0 4

أي         8 1 ' 1 4 k     و تعني ' 1 4 k   اذن' 1 4

p  
16: هي  4 x p   و16 4 ; 12 28    S x p y p

7:  تعیین  الحلول للمعادلة  4 20 x y     4مع x y    و; 308

   ; ;  PPCM x y PGCD x y x y

    16 4 12 28 4 308       x y x y xy p p  
16 4 4 4 1   x p p   و 12 28 4 3 7   y p p  
 4 4 4 1 3 7 4 308     p p      ومنه  4 1 3 7 77  p p

4 1 3 7 77p p      او  4 1 3 7 77  p p  
 4 1 3 7 77  p p          228فان 19 80 0   p p

  361 4 28 80 8599 0         
  4 1 3 7 77  p p   228فان 19 74 0   p p

361 4 28 74 8649 93       

1
19 39 112

56 56
  

  
 

p      2و
19 39 72

56 56
  

  
 

p

1 2p    28نجدx    44وy  

:التي تحقق   xعین الاعداد الصحیحة  2 6 0 9x x    
على   7nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nادرس حسب قیم العدد الطبیعي
n  :بین انه من اجل كل عدد طبیعي  27 4 9n n  
على  4nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد   nاستنتج حسب قیم العدد الطبیعي 

: حتى یكون  عین قیم العدد الطبیعي 1 24 4 4 4 0 9
2010 2020

n n n 



      


 
2010: ماهو باقي قسمة العدد  20115 25   ؟ 9على  
27: التي یكون من اجلها العدد   nعین الاعداد الطبیعیة  7 6n n    مضاعفا للعدد

عین الثنائیات الطبیعیة  ;x y   بحیث : 7 4 2 9x y   

 

 

) ب(   ;d PGCD x y

d   یقسمx   ویقسمy  
)  ج(  ; 4PGCD x y

  xیقسم   4واضح ان    
 7 ' 1 4 k  
وتعني     7 ' 1 4k   

' 4 1 k p  معp

اذن حلول       E  16هي 4

4مع   x y  
تعیین  الحلول للمعادلة )  د(  

: نعلم ان            PPCM x y PGCD x y x y

16 4 12 28 4 308       x y x y xy p p

: حیث     16 4 4 4 1   x p p

  4 4 4 1 3 7 4 308     p p

 4 1 3 7 77  p p

4اذا كان       1 3 7 77  p p

 361 4 28 80 8599 0       

4اذا كان           1 3 7 77  p p
2361 4 28 74 8649 93     

19 39 112 2
56 56

  
  
 

2pوبالتالي من اجل      
  

  )9(التمرین

xعین الاعداد الصحیحة )1( 

ادرس حسب قیم العدد الطبیعي) أ) (2(  
بین انه من اجل كل عدد طبیعي ) -(   
استنتج حسب قیم العدد الطبیعي )  ب(  

عین قیم العدد الطبیعي)  ج(  

ماهو باقي قسمة العدد ) 3(  
nعین الاعداد الطبیعیة ) 4(  

عین الثنائیات الطبیعیة ) 5(   
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  )9(التمرین حل

:التي تحقق   xتعیین الاعداد الصحیحة )1(  2 6 0 9x x   :  
 9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  x   
 9  1  5  0  7  7  0  4  1  0  2x   
 9  8  4  0  8  0  3  8  6  6  2 6x x    

من الجدول نجد ان  2 6 0 9x x    من اجل 4 9x   او 6 9x   
9أي ان    4x k   9او 6x k   حیثk عدد صحیح  
  : 9على  7nدراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد ) أ) (2(  

 07 1 9   و 17 7 9  و 27 4 9   و 37 1 9  
  . 3فان بواقي القسمة هي متتالیة دوریة ودورها  kومنه من اجل كل عدد طبیعي  

ومنه     37 1 9k    و 3 17 7 9k    و 3 27 4 9k    4او  7او  1:  البواقي هي   
n  :تبیان ان من اجل كل ) -(    27 4 9n n :  

لدینا   27 4 9  ومنه من اجل كل عدد طبیعيn  فان   27 4 9
n n    اذن 27 4 9n n  

  : 9على  4nاستنتاج بواقي قسمة )  ب(  
لدینا من السؤال السابق   27 4 9n n  4ومنه بواقي قسمةn  27هي نفسها بواقي قسمة  9على n  

3 2k   3 1k   3k  n  
  9على  7nباقي قسمة   1  7  4
27باقي قسمة   1  4  7 n  9على  
  9على  4nباقي قسمة   1  4  7

  

: بحیث   تعیین قیم )  ج(    1 24 4 4 4 0 9
2010 2020

n n n 


      


 
  

 1 24 4 4 4 0 9n n n        معناه   1 24 1 4 4 4 0 9n       أي 4 21 4 0 9n      
و     21 3 9   ومنه نجد: 3 4 4 0 9n      

3 2k   3 1k   3k  n  
  9على  4nباقي قسمة   1  4  7
3باقي قسمة   3  3  3 4n  9على  

nاذن من اجل كل عدد طبیعي     3 4 3 9n   وبالتالي : 3 4 4 0 9n      
تكافئ    3 4 0 9     أي 1 0 9     ومنه 1 9    9اذن 1p    حیثp  عدد طبیعي  

2010و لدینا   2020     2010معناه 9 1 2020p     223.22أي 224.33p  224و علیهp   
2017و بالتالي   .  

2010تعیین باقي قسمة العدد ) 3 20115 25 9على .  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


201125 7 9  
2010 35 4 9m  أي 20105 1 9  

2010وبالتالي باقي قسمة العدد 20115 25  8هو  9على   
  :نجد ) ب)(2

  
7n  9على  

  9على   27
27 7 6n n    9على  

.  

 7 6 9n   و هذا غیر ممكن لان

x  
7باقي قسمة x   9على   

y  
4باقي قسمة y   9على  

او   ; 3 2;3 2x y p k    

138 25 b n  

15 

2011 3 670 1 3 1       2010و 3 670 3m    
و منه 2011 201125 7 9   اذن 2011 3 125 7 9m أي 25 7 9

و منه 5 4 9   اذن   201020105 4 9  و علیه 5 4 9m

2010 20115 25 1 7 9    أي 2010 20115 25 8 9  وبالتالي باقي قسمة العدد
27: بحیث 7 6n n    2(من السؤال :  9مضاعفا للعدد

3 1k   3k  n
7nباقي قسمة   1  7

27باقي قسمة   1  4 n

7باقي قسمة  6  3 7 6n n 

kحیث    27فان العدد 7 6n n    9مضاعف للعدد.
  یمكن استعمال نتیجة السؤال الاول للاجابة على هذا السؤال 

معناه  4 9x  او 6 9x  .  
معناه 9مضاعفا للعدد  7 4 9n    3أي 2n k   او7 6 9

  . 4او  7، 
 ;x y   بحیث : 7 4 2 9x y  :  

3 2p   3 1p   3p  
باقي قسمة  1  7  4

3 2k   3 1k   3k  
باقي قسمة  1  4  7

معناه    ; 3 ;3x y p k او   ; 3 1;3 1x y p k   او; 3 2;3 2  

      ; 3 ;3 , 3 1;3 1 , 3 2;3 2x y p k p k p k     .  

 :138 55 5E x y    حیث ;   x y  
 ;x y  حلا للمعادلة E  فانx   5مضاعف للعدد  

 0 0;x y    للمعادلة E    )حل المعادلة  ) ب E  
55نعتبر  العددین       nمن اجل كل عدد طبیعي  10 a n  138و 25 b n

الثنائیة     nبین انه من اجل كل طبیعي   ;a b  هي حل للمعادلة E  
  bو  aاستنتج القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین  

 

 

2011نعلم ان   3 670 1 3 1m    

لدینا   25 7 9 25و منه 7 9

و لدینا 5 4 0 9  و منه
إذن 2010 20115 25 1 7 9  

بحیث  nتعیین الاعداد ) 4( 
3 2k   

4  
7  
0  

3اذا كان  2n k  حیث
یمكن استعمال نتیجة السؤال الاول للاجابة على هذا السؤال  -

 2 6 0 9x x    معناه
27و منه 7 6n n    مضاعفا للعدد
،  1هي  9على  7nبواقي
;xتعیین الثنائیات ) 5(    y

3 2

  
3 2

 7 4 2 9x y   معناه; 3 ;3x y p k

;و علیه    3 ;3 , 3 1;3 1 , 3 2;3 2x y p k p k p k    

  

  :  )10(تمرینال

138:: لتكن المعادلة  55 5E x y 

;xبین انه اذا كانت)  1(  y

0عین حلا خاصا ) أ)  (2(  0;x y
nمن اجل كل عدد طبیعي ) 3(

بین انه من اجل كل طبیعي  )  أ(   
استنتج القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین  )  ب(   
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بحیث    nعین مجموعة  قیم العدد الصحیح  )  ج(   ; 5PGCD a b  

  : )10(حل التمرین 

 :138 55 5 E x y  

اذا كانت  ) 1(   ;x y   حلا للمعادلة E  138: فان 5 55 x y    ومنه 138 5 1 11 x y  

138وبما ان        5 1    یقسم  5فانx   أي  انx  حسب مبرهنة غوص   5مضاعف للعدد  

ولتكن المعادلة     55و  138باستعمال خوارزمیة اقلیدس للعددین  )  أ()   2(  ' :138 55 1 E x y    نجد:  

138 2 55 28 28 138 2 55            55و منه 1 28 27 27 55 1 27        

28و      1 27 1 1 28 1 27        وبالتالي :
 1 28 27 28 55 28 2 28 55 2 138 2 55 55 2 138 5 55                 

ومنه     ; 2;5u v  حلا خاصا للمعادلة E    وبالتالي     0 0; 5 ;5 10;25 x y u v  للمعادلة حلا خاصا E  

لدینا  )   ب(  
 
 

138 55 5 1

138 10 55 25 5 2

      

x y
بطرح      2  من 1  نجد :

   138 10 55 25  x y  

138وبما ان     55 1     10یقسم  55فانx   25یقسم   138وy  

اذن       
10 55 ;
25 138 ;

      




x k k
y k k

:    وبالتالي     
10 55
25 138

     


x k
k

y k
  

:   التحقق    138 10 55 55 25 138 1380 138 55 1375 138 55 5         k k k  

: اذن مجموعة الحلول هي                 10 55 ; 25 138    S k k k  

55)أ( 10 a n 138و 25 b n  فان)  ب(حسب السؤال الثاني ;a b  حل للمعادلة E  لان حلولها من الشكل :  
55 10 x k   138و 25 y k  

نضع  )  ب(    ; PGCD a b d  138:والمعادلة تكتب 55 5 a b  ومنهd   یقسم العددینa  وb   وبالتالي
138یقسم  55a b   اذنd  ومنه قیم     5یقسمd  5او  1هي   

)  ج(     ; 5PGCD a b   یقسم   5ومنهb   138یقسم  5وهذا یعني 25n  

5:  هي   nأي  ان قیم    nیقسم   5ومنه                  ; n k k  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


12 15 b n  

  سنة   24الذي یظهر دوریا كل  Aلاحظ  مركز طبي لرصد  الامراض النادرة في مدینة  مرضا نادرا 
  . سنة   14

  zو  العام  2000

12 7a b   اذن    3أي یقسم 1;3d  

7 9 0 3 n   

  nیقسم  3أولیان فیما بینهما فإن 

12 7 3 3 4 1 7  

12 21 3 x  2اذنx   ومنه

0 0

12 7 3
12 7 3
    

x y
x y

  

17 

7:   عدد طبیعي  نعتبر   العددین الطبیعیین  9 a n  12و 15 b n

d PGCD a b   . بین ان 1;3d  
  3dبحیث  
: المعادلة     :12 7 3 E x y  
بین انه اذا كانت  ;x y  حلا للمعادلة E   فان 0 3y  

 0 0;x y    للمعادلة E      ثم حل المعادلة E  
Aلاحظ  مركز طبي لرصد  الامراض النادرة في مدینة  مرضا نادرا 

14الذي یظهر دوریا كل  Bسنوات  یلاحظ المركز  ظهور مرض نادر 
  السنة  التي سیظهر فیها  مجددا المرضان معا  في نفس الوقت 

2000بین سنة  Bو  Aعدد الدورات  التي یقوم  بها  المرضان 
حل للمعادلة  E  

  
  

d p a b  ,d   یقسم العددینa  وb  ومنهd   12یقسم 7a b

3 4 5 b n  وهذا یعني 0 3b  3وd  إذن 7 9 0 3 n

أولیان فیما بینهما فإن  3و  7وبما أن   3یقبل القسمة على  7nوهذا یعني   

kحبث          

حلا للمعادلة   E   ومنه 12 7 3 3 4 1 7    x y x y

3 7 1    یقسم   3ومنهy   أي ان 0 3y  

12: ومنه  بالتعویض في المعادلة  نجد  3yنأخذ   21 3 x

حل خاص للمعادلة   E  

وباتباع نفس الخطوات المتبعة   نجد     0 0
0 0

12 7 3
12 7

12 7 3
 

   
 

x y
x x y y

x y

   :   ; 2 7 ; 3 12 ;   x y k k k   

 

 

 

  :  )11(تمرینال

    )1 (n  عدد طبیعي  نعتبر   العددین الطبیعیین
نضع  )  أ(      ;d PGCD a b

3بحیث     nعین) ب(     
لتكن في ) 2(      

x;بین انه اذا كانت )  أ(     y

0عین حلا خاصا  )ب(   0;x y

لاحظ  مركز طبي لرصد  الامراض النادرة في مدینة  مرضا نادرا  2000في عام )  3( 
سنوات  یلاحظ المركز  ظهور مرض نادر  6بعد     
السنة  التي سیظهر فیها  مجددا المرضان معا  في نفس الوقت   zنسمي    

عدد الدورات  التي یقوم  بها  المرضان  yو  xلیكن )  أ(   
بین ان       ;x y   حل للمعادلة
  zعین السنة  ) ب(    

  :  )11(التمرین حل 

) أ)  (1(    gcd ;d p a b

3لدینا )  ب(     4 5 b n

ومنه         7 0 3n  

3nوبالتالي      k  حبث

)  أ) (2(  ;x y   حلا للمعادلة

3و   7yیقسم   3         7 1 

) ب(       0 3y  .  نأخذ

   0 0; 2;3x y   حل خاص للمعادلة

وباتباع نفس الخطوات المتبعة   نجد      

:   وحسب غوص نجد الحلول 
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  سنة   14الذي یظهر كل 

حل للمعادلة  E  

3 12 0 k     )k (  

2 24 48 ; 14 3 6 48       ومنه  

)  ج( ,pgcg x y  11مضاعف  

  تقبل حلا وحیدا

  : غیر اولیین فیما بینهما فان    
47)  ج(   a b  

1و    n  
1)    ج(      

 : فإن    bو aقاسمان مشتركان لـ 
21 ax by لا تقبل حلولا في

2  

18 

  12 2 7 7 3 12 3   k k  

الذي یظهر كل  Bعدد دورات yسنة  و  24الذي یظهر كل  

B  24: ومنه نجد 14 6 x y  

24 14 6x y    12ومنه 7 3 x y       اذن ;x y  حل للمعادلةE

2ومنه   0yو  0xنبحث عن اصغر حل  7 0 k  3و 12 0 k

k 
    0ومنه اصغر قیمة هيk  

x   3وy    2: و بالتعویض نجد 24 48 ; 14 3 6 48    

  وهي السنة التي یظهر فیها المرضان معا 

  عین الجواب الصحیح من بین الاجوبة المقترحة 
5ثنائیة من الاعداد الصحیحة بحیث  8 11 x y   . اذن 

)   ب( gcd ,p x y 11یقسم        

24: المعادلة .  ثنائیة من الاعداد الصحیحة  16 25 x y  
تقبل حلا وحیدا) ج(        تقبل عددا غیر منته من الحلول )  ب(لا تقبل حلولا        
 2 2gcd 5 7 ; 2 p x x   یقسم :  

           5العدد )  ج(              7العدد   ) ب(                 
 a n    8و 1 b n   مع*n IN  . اذا كانa   وb  

7)   ب(   a b   a b 

22:  نضع .    3عددا طبیعیا  اكبر تماما من  3 2  n n     1و 

1)  ب(     n  

  عین الجواب او الأجوبة الصحیحة 
قاسمان مشتركان لـ  15و  6اذا كان العددان , غیر المعدومین  bو aلیكن العددین الصحیحین  

21)د(   aیقسم  30) ج( b  ب  (a b  30یقسم  

 

 

12:  التحقق  2 7 7 3 12 3   k k

  )3 (x عدد دوراتA    الذي یظهر كل

Bسنوات یظهر   6بعد     

24)  أ(       14 6 x y

نبحث عن اصغر حل )  ب(    

2أي     
7

k 
  1و

4
k 


2xومنه    0kاذن    

2048z  وهي السنة التي یظهر فیها المرضان معا

 

 )12(التمرین

عین الجواب الصحیح من بین الاجوبة المقترحة :   الفرع الاول
 )1 ( ;x y  ثنائیة من الاعداد الصحیحة بحیث
)أ(  gcd , 11p x y  

)2( ;x y  ثنائیة من الاعداد الصحیحة
لا تقبل حلولا        )  أ(            

)3      (2 2gcd 5 7 ; 2 p x x

                 3العدد )  أ(   
7: نضع  )   4( 5 a n

56)   أ( a b

  
عددا طبیعیا  اكبر تماما من  nلیكن )  5(
2)    أ(      
  

عین الجواب او الأجوبة الصحیحة :   الفرع الثاني
لیكن العددین الصحیحین  ) 1( 

aب(  b 30)  أ( a b  
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)2 (a وb حیث  عددان طبیعیان غیر معدومین :  5  ab a b   لدینا اذن    : 
2)  د(  2 5 a b    )5) ج a b  )ب (2یقسم  5a  2وb   )2یقسم  5)  أ 2a b  

  
)3 (x  وy  2عددان من   1حیث x y  ) لدینا  اذن ) اولیان فیما بینهما :  

 
)د(    1   x y x yج(   2او (    2   x y x y  ب(    1   x y x y  )3)أ 3 3  x y  

  
  : )12(التمرین حل

  :الاول الفرع 

)1(5 8 11 x y   : اذا كانd   أ  لـ . م. هو القاسمx  وy  فانd   11یقسم مجموع مضاعفاتهما ومنه  یقسم  

  )ب(اذن  الجواب الصحیح هو     

24المعادلة ) 2( 16 25 x y  25لا یقسم   16و  24أ  لـ  . م. قلا تقبل حلولا  لان  القاسم   

  )أ(اذن الجواب الصحیح هو    
25نضع  )  3(  7 x  2و 2 x    2ومنه 25 5 7 5 10 3      x x  

اذن    2 25 3 2 3   x x     أ(اذن الجواب الصحیح  هو (  

 )4 (7 5 a n    8و 1 b n   ومنه نجد  :
   8 7 8 7 5 7 8 1 56 40 56 7 47         a b n n n n  

47ومنه       a b     ج(اذن الجواب الصحیح  هو (  
  )5   (22 3 2  n n     1و  n   3معn  

    2 2 22 1 2 3 2 2 1 1 2 3 2 2 3 1 1               n n n n n n n n n  

  )ج(اذن الجواب الصحیح  هو                  
  :الفرع الثاني

  bویقسم   aیقسم  15و    bویقسم   aیقسم   6: فإن    bو aقاسمان مشتركان لـ  15و  6اذا كان العددان ) 1(  
60و  منه    120bو    60a:  نعتبر المثال المضاد التالي  30  a b   30لا یقسم   60و   

120و   a b  
  خاطئان ) ب(و) أ(اذن الجوابان       
  bویقسم aیقسم  6ومن المعطیات أیضا    bیقسم   5و  aیقسم   5ومنه ینتج أیضا   bویقسم  aیقسم  15ولدینا أیضا    

:  اذن یكون لدینا       
 
 

0 5

0 6
(5,6) 1

a

a

   

ومنه    0 30a     ونفس الشيء  نجد  : 0 30b  
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 gcd , / 21p a b    لكن المقترح هو

5 / a b  ومنه : 25 / a b  

  صحیح ) أ(ومنه الجواب 

  صحیح ) ب(ومنه الجواب   2bو  
5 / gcd( , )p a b      )1  (  

و  / d a b  
d    )2  (  

  صحیح ) ج(اذن الجواب 
)gcdاذن    , ) 5p ab a b      ومنه

d x y     اذن   /   d x y x y  

/فان   2d  أي  ان قیمd  2او  1هي   

  صحیح ) د(خاطئان والجواب  

(1).......3 8 5  

20 

یقسم   30وهذا یعني  ,ppcm a b  
21: مثلا  .   30 ax by   تقبل حلا اذا وفقط اذا كانgcd , / 21

30أي   ان  /   خاطئ ) د(وهذا مستحیل  اذن الجواب   21

  )ج(وبالتالي الجواب الصحیح هو  
gcd( , ) 5p ab a b   5:  تعني / ab   5و منه / 2ab      وa b

    : 25 / 2 a b ab      2اذن 25 / a b    ومنه الجواب

:  و من المعطیات أیضا   نجد  5 /  a a b ab    25ومنه / a  

 5 /  b a b ab     25ومنه / b     2یقسم   5: أي  انa

5اولي  ومنه   5و العدد  / a   یقسم   5و  أیضاb    5ومنه / gcd( , )p a b

d p a b     ومنهd   یقسمa  و یقسمb    اذن/d ab  وd a b

)gcdیقسم  dوبالتالي                                  , )p ab a b        اذن/ 5d

5 / gcd( , )p a b    و/ 5d   5نجد انd      اذن الجواب
5 ; 10 a b   15مثلا  فان a b    50وab     اذنgcd( , ) 5

  خاطئ ) د(اذن الجواب       
  )ج (و )  ب(و )  أ:   (ومنه الاجوبة الصحیحة هي 

  و منه    
   
   

gcd 3 ,3 gcd 3 , 3 gcd 3 ,3

gcd 3 ,3 3 gcd , 3

p x y p x y p x y

p x y p x y

     

  
  

  
gcd( , )d p x y x y      ومنه/ d x y    و/ d x y

  /   d x y x y   أي ان/ 2d y  
/ gcd 2 ,2d p x y   أي / 2 gcd ,d p x y   وبما ان( , ) 1x y    فان/ 2

gcdp x y x y   خاطئان والجواب  ) ج(و ) ب(وبالتالي الجوابان    2او  1هو

3.......(1): حل في مجموعة الأعداد الصحیحة المعادلة التالیة 8 5x y 

y  3:اعداد صحیحة حیث 2n x   8و 7n y   
 ;x y  1(حل للمعادلة(  

 

 

وهذا یعني                      

30ولدینا    
gcd( , )p a b

30
gcd( , )p a b   30أي   ان / 21

وبالتالي الجواب الصحیح هو     
 )2  *  (gcd( , ) 5p ab a b 

a:    ومن كل هذا ینتج أن    b ab

و من المعطیات أیضا   نجد    -*    

: ولدینا ایضا          b a b ab

25لدینا  *   / a   و العدد
)gcdنضع         , )d p a b

                               
5)   2(و ) 1(ومن        / gcd( , )p a b

5من اجل    *     ; 10 a b
2 2 2gcd( , ) 5p a b      

ومنه الاجوبة الصحیحة هي       
    )3   (( , ) 1x y   

 gcd 3 ,3 gcd 3 , 3 gcd 3 ,3p x y p x y p x y     

  صحیح) أ(اذن  الجواب    
لیكن   -   gcd( , )d p x y x y  

/أي ان    2d x  
و بنفس العمل نجد      d x y x y

ومنه     / gcd 2 ,2d p x y

اذن     gcd   p x y x y

 

  )13(التمرین 

حل في مجموعة الأعداد الصحیحة المعادلة التالیة) 1(    
        )2 (n وx  وy

;xبین ان الثنائیة ) أ(-     y
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:نعتبر الجملة   -     
 

2 3

7 8

n

n

 



بین ان  )  2(   23 24n   

  )3 (m  عدد طبیعي ,  
22عین باقي قسمة ) أ(    m   27وباقي قسمة    3على m   8على  
  )2(حل للجملة   1439تحقق ان العدد ) ب(   

   24على   20181439ماهو باقي قسمة ) ج(    
  
  : )13(حل التمرین 

3.......(1)حل المعادلة ) 1(     8 5x y     نلاحظ ان الثنائیة 1; 1   هو حل خاص لها  
أي ان         3 1 8 1 5     نجد ) 1(وبالطرح من المعادلة   3 1 8 1 0x y      ومنه

   3 1 8 1x y     . یقسم  3العدد 8 1y   1یقسم  3فان العدد   8اولي مع  3وبما انy   
1أي ان    3y k    3ومنه 1y k   و بالتعویض  في المعادلة   3 1 8 1x y    1نجد 8x k   
8ومنه    1x k    اذن مجموعة الحلول هي :   ; 8 1;3 1x y k k     حیثk   

3لدینا  )   أ) (2(     2n x   8و 7n y   
3وهذا یعني      2 8 7x y     3: ومنه نجد 8 5x y   وهذا یعني الثنائیة ;x y  1(حل للمعادلة (  

:الجملة  ) ب(   
 

2 3

7 8

n

n

 



3( تكافئ      2n    8و 7n    ( 3ومنه نجد 2 8 7     وبالتالي :

3 8 5     اذن حلولها  هي ) 1(وهي نفسها المعادلة :   ; 8 1;3 1k k      
3ومن العلاقة   2n     نجد 3 8 1 2 24 1n k k       24اذن 1n k   

وهذا یعني    1 24n     أي ان 23 24n   
22تعیین باقي قسمة  -)أ)(3(    m   3على    

نعلم ان       2 22 2 4
mm m    ن  ونعلم ا 4 1 3    اذن 4 1 3m   ومنه 22 1 3m   

27تعیین باقي قسمة        m   8على   
نعلم ان     7 7 8   ومنه 7 1 8     اذن 27 1 8   وبالتالي   27 1 8

m
  أي ان 27 1 8m   

   2یكون الباقي  3على  1439وذلك بقسمة العدد ) : 2(حل للجملة   1439التحقق ان العدد ) ب(  

وهذا محقق  وهذا یعني    7یكون الباقي  8وبقسمته على     
 

1439 2 3

1439 7 8

 



  

   24على    20181439تعیین باقي قسمة ) ج(   

من السؤال السابق  لدینا    
 

1439 2 3

1439 7 8

 



ومنه     

 

2018 2018

2018 2018

1439 2 3

1439 7 8

 



  :لدینا ) أ(ومن السؤال   

 22 1 3m    أي ان   2 10092 1 3  وبالتالي 20182 1 3  
و    27 1 8m   أي ان   2 10097 1 8   وبالتالي : 20187 1 8  
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  اولیین فیما بینهما  8و  3

  1هو   24على   20181439ومنه باقي قسمة 

  aفي نظام التعداد  ذي الأساس

  .  9على 

 2
0 2( 2) 0( 2) 2(2020

a
y a a a


         

2 5 4 4 0 2( 2) 0( 2) 2( 2)a a a a a a          
2 5 4 4 4 4 2 12 24 16a a a a a a a          

5a   أي ان 6;9;18a  
  6 2 0a a    

248 15,74    

232 15, 23  لا تقبل حلا في  
1040yومنه       . 

و  55 2 9  و 65 1 9  

6k  n  
1  5 ...n   

22 

1439 1 3

1439 1 8





ومنه     
 

2018

2018

1439 1 0 3

1439 1 0 8

  


 
3وبما ان العددین     

1439 1 0 : وبالتالي   24 20181439 1 24  2018ومنه باقي قسمة

5aعدد طبیعي حیث    وy في نظام التعداد  ذي الأساس 4452عدد طبیعي یكتب
في نظام التعداد ذي الأساس a + 2.  

 22 8 21 18a a a   
  .في النظام العشري yثم اكتب  العدد 

9على  5nالإقلیدیة  للعدد، باقي القسمة nأدرس ،حسب قیم العدد الطبیعي 
1434: استنتج باقي قسمة العدد  2012 2013y + y +   . 9على  4

: یحقق 22 8 21 18a a a    
2 55244

a
y a a a       2و 30 2( 2) 0( 2) 2( 2)y a a a       

2 3 2 32 5 4 4 0 2( 2) 0( 2) 2( 2)a a a a a a         
2 3 3 22 5 4 4 4 4 2 12 24 16a a a a a a a        

 22 8 21 18a a a    
5aونعلم ان 18قاسم للعدد  aالكتابة السابقة تعني ان العدد  

2: فان المعادلة  السابقة  تكافئ  4 12 0a a   أي6 2 0  

  .  6aاذن 6aاو) مرفوض
22: فان المعادلة تكافئ  8 23 0a a     248ممیزها 15,74  

  ومنه المعادلة لا تقبل حلا في 
22: فان المعادلة تكافئ  8 21 0a a     232وهذه ممیزها 15, 23

: في النظام العشري     2 32 5 6 4 6 4 6y        ومنه
5بواقي القسمة الإقلیدیة للعدد nدراسة حسب قیم  n9على  

15 5 و   9 25 7 9   و 35 8 9   و 45 4 9  5و 2 9

6 5k 6 4k   6 3k   6 2k   6 1k   6k
4  8  7  5  1

1434: استنتاج باقي قسمة العدد  2012 2013y + y +   . 9على  4

 

 

اذن    
 

2018

2018

1439 1 3

1439 1 8

 



فان    20181439 1 0 24 

  

  :  )14(التمرین
)1 (a  5عدد طبیعي حیث

في نظام التعداد ذي الأساس 2020و یكتب 
2:  یحقق aبین أن -أ  8 21 18  

ثم اكتب  العدد . aاستنتج قیمة –ب 
أدرس ،حسب قیم العدد الطبیعي    - أ)  2(

استنتج باقي قسمة العدد    –ب      
  

  )14(التمرین حل
2یحقق aبیان أن - )أ)(1( 8 21 18

2لدینا  32 5 4 4y a a a    

2ومنه نجد      3 2 32 5 4 4 0 2( 2) 0( 2) 2( 2)a a a a a a         

2ومنه          5 4 4 4 4 2 12 24 16a a a a a a a        

2: وبالتالي    8 21 18a a a  

الكتابة السابقة تعني ان العدد :  aاستنتاج قیمة) ب(
6aاذا كان -      فان المعادلة  السابقة  تكافئ

مرفوض(2aومنه نجد
9aاذا كان  -     فان المعادلة تكافئ
ومنه المعادلة لا تقبل حلا في  
18aاذا كان  -     فان المعادلة تكافئ
في النظام العشري yكتابة  العدد  -  

nدراسة حسب قیم -)أ)(2(   
 05 1 9   و 15 5 9

 
  6 5k 

 9  2  
استنتاج باقي قسمة العدد    –)ب(  
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1434 65 1 9ky    
2012 6 2y  

 6702013 3 34 4 4 1 9    
  .  0الباقي هو 

a b n ، 3 3 5n a    ،

عدد طبیعي  qاعداد طبیعیة غیر معدومة تشكل بهذا الترتیب حدودا متابعة  لمتتالیة هندسیة أساسها 

a b n n n        
 2 3 5 2 2 3n a b a b b        

/ / / 3
/ / 2 3 / 5

/ 3 /
/ 5 /

d a d a b d n
d b d a b d

d n d a
d d b

  
  
  

  
    

  

PGCD a b PGCD n  

1dاذن القیم الممكنة  هي    5اوd   
5 2;n k k    

23 

1040 5 9y    ولدینا    و 1434 6 239 6k     ومنه5 1 9 

 2012 6 335 2 6 2        ومنه 2012 6 25 7 9ky  

2013 3 670 ونعلم ان     3 34 64 1 9     ومنه 6702013 3 34 4 4 1 9  

1434 2012 20134 1 7 1 0 9y y          الباقي هو

n   3: نضع 4a n  2و 1b n  .  
2:فإن   nتحقق انه من اجل كل عدد طبیعي 3 5a b    ،3a b n  n a

 ; 3,5PGCD a b PGCD n   
، قیم ;PGCD a b  

اعداد طبیعیة غیر معدومة تشكل بهذا الترتیب حدودا متابعة  لمتتالیة هندسیة أساسها 

x ،z   علما ان : 3 4 ;2 10PGCD z y z y    
2mاولي و   nعلما ان   m ،nعین العددین الطبیعیین  a  

b n   
  :التحقق من المساوات 

2 3 2 3 4 3 2 1 5a b n n        3و 4 2 1 3a b n n n      

  3 3 5 3 2 3n a b a b a          و   2 3 5 2 2 3n a b a b b      

  ; 3,5PGCD a b PGCD n   
PGCD a b d   و 3,5PGCD n d    



 
 

/ / / 3
/ 3,5 /

/ / 2 3 / 5

/ 3 3 5/ 3 /
/ ; /

/ 5 // 2 3 5

d a d a b d n
d PGCD n d d

d b d a b d

d nd n d a
d PGCD a b d d

d d bd n

   
        

               
dومنه  d    اي ان   ; 3,5PGCD a b PGCD n 

PGCD a b .  
 ; 3,5PGCD a b PGCD n d   ومنه/ 5d  اذن القیم الممكنة  هي

فهذا یعني  3 0 5n   اي 2 5n   5وبالتالي 2;n k k  

 

 

لدینا     1040 5 9y  

2012ولدینا أیضا     6 335 2 6 2k   

و      2013 3 670 3 

: ومنه  نستنتج  4 1 7 1 0 9     

  
 )15(التمرین

nمن اجل كل عدد طبیعي
تحقق انه من اجل كل عدد طبیعي) 1(

 2 3 5n b    
: استنتج ان  ; 3,5PGCD a b PGCD n 

، قیم nاستنتج تبعا لقیم ) 2(
)3 (x  ،y ،z   اعداد طبیعیة غیر معدومة تشكل بهذا الترتیب حدودا متابعة  لمتتالیة هندسیة أساسها

  .غیر معدوم 
q  ،y  ،xzعین الاعداد

mعین العددین الطبیعیین ) 4(
  

  : )15(حل التمرین

3 4a n   2و 1b n 

التحقق من المساوات ) 1(
  2 3 2 3 4 3 2 1 5a b n n     

  3 3 5 3 2 3n a b a b a      

: استنتاج ان  ; 3,5PGCD a b PGCD n 

نضع     ;PGCD a b d



 

/ 3,5 /

/ ; /

d PGCD n d d

d PGCD a b d d

    

    

)/d d و/d d  ( ومنهd d 

استنتاج قیم ) 2( ;PGCD a b

لدینا   ; 3,5PGCD a b PGCD n d  

5dاذا كان     3فهذا یعني 0 5
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PGCD z y z y  

y 2اذنy   

  لان المتتالیة لیست ثابتة

3 4 ;2 20;10 10PGCD z y z y PGCD     

 3 4 ;2 70;30 10PGCD z y z y PGCD     





3 3 2 4

3 3 2 4

n k
او

n k

   


   

  

n 1اوn    
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5 2n k   فان ; 5PGCD a b   
فان   ; 1PGCD a b   

y  ،x ،z  علما ان : 3 4 ;2 10PGCD z y z y  

y qx  
  

    
3 4 ;2 3 4 ;2

3 4 ; 2 1 . 3 4;2 1

PGCD z y z y PGCD qy y qy y

PGCD y q y q y PGCD q q

    

     
  

  3 4 ;2 . 3 4;2 1PGCD z y z y y PGCD q q      
 : ; 5PGCD a b   او ; 1PGCD a b   

3 4;2 1 5PGCD q q    او 3 4;2 1 1PGCD q q    
q k   فان 3 4;2 1 5PGCD q q    5ومنه 10y 

/ومنه  yیقسم  qوهذا یعني   2q  2اذنq  لان المتتالیة لیست ثابتة

1; 2; 4x y z    و  3 4 ;2 20;10 10PGCD z y z y PGCD   

فان  3 4;2 1 1PGCD q q    10ومنهy   

/ /10 1;5;10yy qx x q y q q
q

        

 :10; 10; 10;x y z    وعندئذ 3 4 ;2 70;30 10PGCD z y z y PGCD   

2 , 10 , 50;x y z   وعندئذ
 3 4 ;2 170;110 10PGCD z y z y PGCD     
1, 10 , 100;x y z    
 3 4 ;2 340;110 10PGCD z y z y PGCD     

2mاولي و nعلما ان  m ،nتعیین العددین الطبیعیین  a :  
2 2 23 4 4 3 2 2 3m a m n m n m m n            

3 / او  2 3 / 2m  ( اي
3 2

3 2

m k
او
m k

 


  

ومنه 




2

2

3 3 2 4

3 3 2 4

n k

n k

  

  

n k k

n k k

 


 
  

7n، منه  1هي   kو kاولي ، فان القیمة الوحیدة الممكنة للعددین 1
  ،) عدد طبیعي 

1kنستنتج اذن أن من اجل    نجد : 3 1 2m     5أيm   
25تعني   3 4n     7ومنهn   

 

 

5اذا كان : خلاصة   2n k 

5اذا كان     2n k  
q  ،yتعیین الاعداد ) 3(

z: لدینا   qy   وy qx


 

3 4 ;2 3 4 ;2

3 4 ; 2 1 . 3 4;2 1

PGCD z y z y PGCD qy y qy y

PGCD y q y q y PGCD q q

    

     

3ومنه نجد  4 ;2 . 3 4;2 1PGCD z y z y y PGCD q q    

;: وحسب السؤال السابق   5

3اي ان   4;2 1 5PGCD q q  

5في حالة    2 :q k 

y qx  أي انyx
q



2q   1نستنتج منه; 2; 4x y z  

5في حالة  2q k   3فان 4;2 1 1

 / /10 1;5;10y qx x q y q q      

1qاذا كان -     10: فان; 10; 10;

5qاذا كان  -     2فان , 10 , 50;  

 3 4 ;2 170;110 10PGCD z y z y PGCD   

10qاذا كان -     1فان, 10 , 100;
 3 4 ;2 340;110 10PGCD z y z y PGCD   

تعیین العددین الطبیعیین ) 4(
  3 4 4 3 2 2 3m a m n m n m m n          

(وهذا یعني   3 / 2m

اذن       
 
3 4

3 4

n k k

n k k

 
   

اولي ، فان القیمة الوحیدة الممكنة للعددین nبما ان 
عدد طبیعي nمستحیل لان(  
1نستنتج اذن أن من اجل  

2و   3 4m n    25تعني 3 4 
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  )16(التمرین
نعتبر المتتالیة  nu  0الأولالتي حدها 8u   ومن أجل كل عدد طبیعيn  :1 2 5 5n nu u n    

 .  1u ،2u ،3uاحسب ) 1(
n  :5nنضع  من أجل كل عدد طبیعي ) 2(       nv u n   

بین أن*              nv  2متتالیة  هندسیة أساسها .  
ما هي نهایة المتتالیة.  nبدلالة  nuثم  nvعبر عن الحد العام *          nu      ؟  
20482حیث  nعین العدد الطبیعي *          n . حدا من حدود المتتالیة 2008استنتج أن nu.  

k  :اثبت أنه من أجل كل عدد طبیعي ) * 3(       4 12 2 10k . 
  .عدد طبیعي nuبین أن*          
  .nuرقم آحاد العدد nعین حسب قیم *        

  
0: )16(حل التمرین  8u    ومن أجل كل عدد طبیعيn  :1 2 5 5n nu u n     

 . 1u ،2u ،3uحساب ) 1(     
1 02 5 0 5 2 8 5 11u u            ،2 12 5 1 5 2 11 22u u        

3 22 5 2 5 2 22 5 49u u         
    )2   (5n nv u n     1و 2 5 5n nu u n     
اثبات ان      nv هندسیة  

       *   1 1 5 1 2 5 5 5 5 2 10 2 5 2n n n n n nv u n u n n u n u n v               

1 2n nv v  ومنه nv  2متتالیة  هندسیة أساسها                                      .  
  nبدلالة  nuو  nvعبارة *        

    3
0 02 2 8 2 2n n n n

nv v u          32ومنهn
nv   

5nو      nv u n     35ومنه 2 5n
n nu v n n          32اذن 5n

nu n   

2: نكتب    nمن اجل كل عدد طبیعي      8 5
2

n
n n

nu     
 

0و     
2n n
n n

e
   

limونعلم ان  0nn

n

e
 ومنه نستنتج أن :lim 0

2nn

n


   ومنهlim n
n

v


   

20482بحیث   nتعیین العدد الطبیعي *  -       n.  
2 2048n    112تكافئ 2n     11ومنهn   

  
2008nu:بحیث   nالعدد الطبیعي  إیجاد*            

2008nu     5تكافئ 2008nv n 32أي 5 2008n n    2ومن السؤال السابق 2048n   نجد  
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3 8 32 5 2 5 8n n       8اذنn   

4 12 2 10k  
                                         .  

أي    4 1 1
2 2 10

k 
  

 4 1 1 4 1 42 2 2 10
k k     

  .           عددا طبیعیا 

8 2 20 5 10nu k     أي 1 10nu   

8 2 2 0 10nu      أي 2 10nu   

8 2 4 20 15 10nu k      

4 2 20 10nu k    
4nلما   k  

26 

2 5 2048 40n3أي 112 5 2 5 8n n      3ومنه 8 32 5 2 5 8n    

نسمي , نستعمل الاستدلال بالتراجع  P k   هذه الخاصیة 4 12 2 10k 

 12 2 10                                             .

P k صحیحة  أي 4 12 2 10k  ونبرهن 1P k    2أي 2 10
 4 1 1 4 4 1 4 1 42 2 2 2
k k k          نستنتج أن 4 1 42 2 2 10k 

 4 1 1
2 2 16 10

k   ومنه   4 1 1
2 2 10

k 
  

k  :نستنتج أن مهما یكن العدد الطبیعي   4 12 2 10k   .  
32حیث   : عدد طبیعي 5n

nu n   
32عدد طبیعي و 5nعدد طبیعي و 5n n    فإنnu  عددا طبیعیا

  . 10على nuهو تعیین باقي قسمة  nuتعیین رقم آحاد 
 4 18 2 5 4 1 10k

nu k     أي 8 2 20 5 10u k   

4لما    1هو  nuنستنتج أن رقم آحاد  1n k   
فإن   4 28 2 5 4 2 10k

nu k     أي 8 2 2 0 10   

4لما    2هو  nuنستنتج أن رقم آحاد  2n k   
 4 38 2 5 4 3 10k

nu k     أي 8 2 4 20 15 10u k    

4لما   9هو  nuنستنتج أن رقم آحاد  3n k   
  48 2 5 4 10k

nu k    أي 4 14 2 20 10ku k  

أي    8 10nu    نستنتج أن رقم آحادnu  4لما   8هوn k

المعادلة 1E  ذات المجهول ;x y :11 8 79x y  .  
بین انه اذا كانت الثنائیة   ;x y حل للمعادلة 1E  فإن 3 11y  .  

.  
المعادلة  2E  ذات المجهول ;y z  :3 11 372y z  .  

بین انه اذا كانت الثنائیة  ;y zحل للمعادلة 2E فإن 0 3z  .  
.  

 3E  ذات المجهول ;x z :3 8 249x z   .  
  480DAي ثلاث علب هو قلم ، موزعة ف

 

 

32 5 2048 40n n   

  
نستعمل الاستدلال بالتراجع )   * 3(

 0P 2صحیحة لأن  *  2 10

نفرض *            P k

4لدینا          4 1 4 1 42 2 2 2k k    

أي        4 1 1
2 2 16 10

 
 

نستنتج أن مهما یكن العدد الطبیعي        
عدد طبیعي nuتبیان أن -

عدد طبیعي و32nبما أن *       
تعیین رقم آحاد *        

4لما   1n k   فإن8 2 5 4 1 10

نستنتج أن رقم آحاد          
4لما        2n k   فإن

نستنتج أن رقم آحاد          
4لما  3n k   فإن8 2 5 4 3 10

أي  9 10nu   
نستنتج أن رقم آحاد          

4nلما        k  فإن8 2 5 4 10

أي 4 2 0 10nu   

 
  )17(التمرین 

1Eالمعادلة 2نعتبر في) 1

بین انه اذا كانت الثنائیة  ) أ
حل المعادلة ) ب 1E .
Eالمعادلة  2نعتبر في) 2

yبین انه اذا كانت الثنائیة ) أ z

حل المعادلة ) ب 3E .
3Eالمعادلة2حل في) 3

قلم ، موزعة ف 41السعر الكلي ل ) 4
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  . 48DAسعر كل قلم من العلبة الأولى هو  -   
  . 36DAسعر كل قلم من العلبة الثانیة هو -   
  . 4DAسعر كل قلم من العلبة الثالثة هو  -   

  .عین عدد الاقلام في كل علبة         
  

  :  )17(التمرین حل
  
11لدینا  ) أ) (1( 8 79x y  8ومنه 79 11y x   8یقسم  11إذن 79y   أي 8 79 0 11y   .  

 8 79 0 11y   تكافئ 8 79 11y   أي 8 2 11y   تكافئ 56 14 11y   أي 3 11y  .  
) ب( 3 11y   3تكافئ 11y k   حیثk   3و بعد التعویض بـ 11y k    في المعادلة

11 8 79x y   5نجد 8x k   11و أخیرا مجموعة حلول المعادلة 8 79x y    هي
  5 8 ;3 11 ,S k k k    .  

3) أ)( 2( 11 372y z  تكافئ 11 372 3 3 124z y y     
 11 3 124z y     11تقسم  3تعن z. فانه حسب مبرهنة غوص  11اولي مع  3و بما ان  

أي    zیقسم 3              0 3z  . 3ومنهz k  
) ب( 0 3z   3تكافئz k   حیثk  نعوض في المعادلة 11 3 124z y   

124فنجد        11y k   .  
3اذن مجموعة حلول المعادلة    11 372y z     هي  83 8 ,3 ,S k k k          .  
)3 (3 8 249x z   3تكافئ 249 8x z   تكافئ 3 83 8x z   

3zاي zیقسم  3اولیان فیما بینهما فانه حسب مبرهنة غوص   8و  3و بما ان  8zیقسم  3    k   حیثk  
نعوض في المعادلة 3 83 8x z   83فنجد 8x k    .  

3اذن  مجموعة حلول المعادلة   249 8x z   هي    ; 83 8 ;3 ,x z k k k      .  
  .عدد اقلام العلبة الثالثة zعدد اقلام العلبة الثانیة و  yعدد اقلام العلبة الأولى و xلیكن  ) 4(

اذن   41مجموع الاقلام هو       41...... 1x y z    
  4DAومن  الثالثة هو   36DAو من العلبة الثانیة هو  48DAمن العلبة الأولى : وأسعار الاقلام على التوالي هي   
  :ومنه نجد    480DAوالسعر الكلي للاقلام هو    

48 36 4 480x y z    أي 12 9 120...... 2x y z   .  

لدینا اذن الجملة           
 

41...... 1

12 9 120..... 2

x y z

x y z

  


  
41z: نجد ) 1(ومن     x y    

12:نجد  ) 2(وبالتعویض  في    9 41 120x y x y       11أي 8 79x y   و هي المعادلة 1E  
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  عدد صحیح 

0kاذن    

   33وعدد الاقلام في العلبة الثالثة هو 

 .  

  . 14392018ثم استنتج رقم احاد 
22 8 10y x   .  

  : بالتحلیل الى جداء عوامل اولیة نجد
  

11تكافئ ) 1(لدینا  5 2x y  .  

  

0
13
10

x  مرفوض  

0y   و منه الحل الخاص هو 2;4  

  11 2 5 4x y    

قاسم للعدد 11اولیان فیما بینهما حسب مبرهنة غوص فان  4y   

28 

5 8x k   3و 11y k     . حیثk  عدد صحیح

0xیمثل عدد الأقلام  فان    5اي 8 0k      5ومنه
8

k     0اذن

3yو      41و 5 3 33z      
وعدد الاقلام في العلبة الثالثة هو  3وعدد الاقلام في العلبة الثانیة هو   5اذن عدد الاقلام في العلبة الأولى هو 

  2772,  1260, 504: عین القاسم ألمشترك الأكبر للاعداد 
2772)  ... 1: (المعادلة  1260 504x y   
 0 0;x y  2و الذي یحقق ) 1(للمعادلة

0 02 3 4x y   
باستعمال الحل الخاص  المتحصل علیه في   1(المعادلة حل(  

عددان طبیعیان حیث  ;x y  1(هو حل للمعادلة: (  
  yو  xعین القیم الممكنة للقاسم المشترك الاكبر للعددین 

 بحیث یكون العددانx . وy بینهما اولیان فیما.  
14392018ثم استنتج رقم احاد  10على  2nباقي قسمة  nعین حسب قیم العدد الطبیعي 

من* *  و تحقق ) 1(التي هي حلول للمعادلة2 8 10

  
بالتحلیل الى جداء عوامل اولیة نجد 2772و  1260و  504ایجاد القاسم المشترك الاكبر للأعداد 

2772 2 3 7 2و  11 21260 2 3 5 7    3و 2504 2 3 7    
 2772;1260;504 252PGCD .  

2772 1260 504...... 1x y   

 0 0;x y  2و الذي یحقق ) 1(للمعادلة
0 02 3 4x y    لدینا

2
0 0

0 0

2 3 4
11 5 2

x y
x y

   


 
یكافئ ان  وهذا 

2
0 0

0 0

10 15 20
33 15 6

x y
x y

   


 

2
0 010 33 26 0x x   49ها ممیز   13و منه للمعادلة حلین هما

10


0مقبول وهو 2x   0بالتعویض في المعادلة من الجملة نحصل 4y 

لدینا) 1(المعادلة 
   

11 5 2
11 2 5 4 2

x y 
  

11بالطرح نجد    2 5 4x y  

اولیان فیما بینهما حسب مبرهنة غوص فان  5و  11و العددان 

 

 

5: فحلولها اذن هي       8x k 

یمثل عدد الأقلام  فان xبما ان 

5xفنجد عندئذ       3و

اذن عدد الاقلام في العلبة الأولى هو   
  

  )18(التمرین
عین القاسم ألمشترك الأكبر للاعداد )  1(
نعتبر في )2(     المعادلة
0عین الحل الخاص ) أ(  0;x y

باستعمال الحل الخاص  المتحصل علیه في ) ب
y;نفرض ان ) 3 x عددان طبیعیان حیث
عین القیم الممكنة للقاسم المشترك الاكبر للعددین ) أ  
عین الثنائیات) ب ;x y

عین حسب قیم العدد الطبیعي ) 4
عین الثنائیات ) 5 ;x y* *

  

  :  )18(التمرین  حل
ایجاد القاسم المشترك الاكبر للأعداد ) 1(

2 22772 2 3 7 11   

504;1260;2772ومنه             252

)2 ( 2772 1260 504...... 1x y 

0تعیین الحل الخاص) أ( 0;x y

0الحل الخاص یحقق  0

0 0

2 3 4
11 5 2

x y
x y
  
 

0بالطرح نجد 010 33 26 0x x  

2مقبول وهو الثانيالحل  و 

حل في) ب(   المعادلة

یقسم  11    5 4y  و العددان
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2 5x k   

 ;x y  1(هو حل للمعادلة: (  
11 5x y  2أي یقسم   

 ; 1PGCD x y   و



2 5 2 1

4 11 2 1

x k

y k

  
   

  

k .  

  0  n   
  1  2 ...n   

4317 1079 4 4وهو من الشكل  1 1n k   

 22 8 10y x   

4 3k    

29 

4أي ان 11y k     2وبالتعویض في المعادلة نجد 5x k 

ومنه مجموعة الحلول هي   2 5 ;4 11 ;S k k k    .  
;xن حیث الطبیعیyو xاسم المشترك الاكبر للعددینتعیین القیم الممكنة للق y

PGCD x y d  ومنهd  قاسم للعددینx وy  11وبالتالي یقسم 5x y

   2او  1و منه قیمه الممكنة هي  2و منه القاسم المشترك الاكبر قاسم للعدد 
 ;x y بحیث یكون العددانx وy بینهما أي اناولیان فیما; 1PGCD x y 

عدد طبیعي فردي أي ان  kهذا یعني ان و 


2 5 2 1
;

4 11 2 1

x k
k

y k

  


  


7 10
15 22

x k
y k
 

  
ومنه     ; 7 10 ;15 22x y k k    وk

  :لدینا  10على  2nباقي قسمة  nتعیین حسب قیم العدد الطبیعي 
4  3  2  1  
6  8  4  2  

   4تشكل متتالیة دوریة و دورها  10على 
4و لما    2الباقي هو  2n k    4الباقي هو   
4و لما    8الباقي هو 4n k   6الباقي هو  

و منه   1439 43172018 2 10  4317و 1079 4 1  

أي ان  2هو   10على    14392018 2 10  
   2هو  2018
x y من* *   2و تحقق ) 1(التي هي حلول المعادلة 8 10

x k
y k
 

  
ومنه   2 4 11 2 2 5y x k k k       

22 8 10y x  تعني 2 8 10k   4من دراسة البواقي نجد ان 3 

2 5 4 3x

y

  


  
17اذن       20

;
37 44

x
y





 

  
  

  ; 17 20 ;37 44x y     .  

  :أذكر إن كانت الجمل التالیة صحیحة أم خاطئة  مع التبریر

 

 

4ومنه    11y k   أي ان
ومنه مجموعة الحلول هي  

تعیین القیم الممكنة للق) أ() 3(
نضع     ;PGCD x y d

و منه القاسم المشترك الاكبر قاسم للعدد 
;xتعیین الثنائیات ) ب( y

2 5
;

4 11
x k

k
y k
 

  
 

7و منه 10
;

15 22
x k

k
y k

 


 


تعیین حسب قیم العدد الطبیعي ) 4(
  5  
 10  2  

على 2nو منه بواقي قسمة 
4لما   1n k   الباقي هو

4و لما  3n k  الباقي هو
لدینا   32018 2 10 

  14392018باقي قسمة   
14392018رقم احاد  العدد    

;xتعیین الثنائیات ) 5( y

2لدینا  5
;

4 11
x k

k
y k
 

  


بالتعویض نجد  22 8 10y x 

و منه  
 

2 5 4 3

4 11 4 3

x

y





  

  

;و منه الثنائیات هي  17 20 ;37 44   

  

  )19(التمرین

أذكر إن كانت الجمل التالیة صحیحة أم خاطئة  مع التبریر      
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22یقسم  n  :3من أجل كل عدد طبیعي ) 1( 1n  
: عددا صحیحا حلا للمعادلة  nإذا كان ) 2(  2 0 6n n   فإن : 0 3n  
: إذا كان ) 3(  2 2 17x y  فإن : 17x y 
12: مجموعة حلول المعادلة )4( 5 3x y   2المعرفة في  هي مجموعة الثنائیات ;x y 

: من الشكل  4 10 ;9 24k k   حیثk   
    5على  2nیكون باقي قسمة  4فإن  5على  nهو باقي قسمة عدد طبیعي  2إذا كان )5(
 )6 ((18 ;24 )PGCD a a a  حیث :*a .  
 )7  (( ; ) ( ; )PGCD a b PGCD a a b  ,,b a  عددان طبیعیان. 

توجد ثنائیة وحیدة ) 8(      ,a b  من الاعداد الطبیعیة  حیث:a b  و   ,   ,  1PPCM a b PGCD a b   
     )9 (M وN  10: عددان طبیعیان یكتبان كما یلي

M abc  10و
N bca  

Mفان  27یقبل القسمة على  Mاذا كان              N  27ایضا یقبل القسمة على  
اذا كان :  nمن اجل كل عدد طبیعي غیر معدوم ) 10(     1 7n   فان 3 4;4 3 7PGCD n n    
6:  العدد   nمن اجل كل عدد طبیعي غیر معدوم )  11(     1 3 15 2n n    5یقبل القسمة على  

     )12      ( 2  3 0 5x x       اذا وفقط اذا كان  1 5x  

  
  : )19(حل التمرین

22یقسم  3)  1(       1n     تعني 22 1 0 3n      أي 4 1 0 3n      أي 4 1 3n   
وهذه الأخیرة صحیحة لان      4 1 3  وبالتالي 4 1 3n   اذن الجملة صحیحة  
اذن       22 1 0 3n    

n 1 2 3 4 5 6 7 
22n− 1 3 15 63 255 1023 4095 16383 
reste 0 0 0 0 0 0 0 

  
         )2( 2 0 6n n     ّفإن 0 3n      1لانه من أجل , هذه الجملة خاطئةn   مثلا نجد:  

 21 1 0 6   محققة  لكن 1 0 3 
: خطأ  لانه إذا كان ) 3(   2 2 17x y  فان 2 2 0 17x y       وهذه تعني     0 17x y x y    

(  ومنه  نجد      0 17x y   او 0 17x y  ( أي) 17x y  او 17x y  (  
12المعادلة ) 4(   5 3x y     تقبل حلا خاصا هو 1; 3     ومنه   12 1 5 3 3     
: وبالتالي نجد      12 1 5 3x y      یقسم  5وهذه تعني 12 1x     12اولي مع  5وبما ان   
یقسم  5فانه حسب مبرهنة غوص    1x   1أي 5x k   5ومنه 1x k   
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3: ونعوض نجد          12y k    12أي 3y k   
: اذن الحلول هي      ; 5 1;12 3x y k k    

4: والحلول المطروحة هي      10x k     4و هذا الحل 10x k   یعني 5 2 4x k   أي 4 5x   
وهذه تعني     1 5x     5ومنه 1x k   

9و      24y k   تعني 9 12 2y k    أي 9 12y   أي 3 12y     12ومنه 3y k   
  اذن الجملة صحیحة  والحلول هي نفسها     

  یمكن الحل بطریقة أخرى وذلك بتعویض الحلول في المعادلة نجد انها محققة ): 1( ملاحظة

اذا اخذنا الحل الخاص ) 2(          4;9  12: یكون 5 3
12 4 5 9 3

x y 
    

ومنه    12 4 5 9 0x y     

اذن       12 4 5 9x y        4ومنه 5 4 5
9 12 9 12

x k x k
y k y k
    

     
  

  
  )5 ( 2 5n    فإن 2 4 5n    صحیح لانه  من خواص الموافقات 2 5n   تستلزم 2 22 5n   

أي         2 4 5n  
: خطأ لأن ) 6(     (18 ;24 ) (3 6 ; 4 6 ) 6 (3;4) 6 1 6PGCD a a PGCD a a a PGCD a a     . 
)نضع  . صحیح ) 7(   ; )d PGCD a b    و( ; )d PGCD a a b    

dیمكن ان نبرهن ان        d  
( ; )d PGCD a b   تعنيd  یقسمa  ویقسمb  وبالتاليd   یقسمa b   أي انd  یقسمd   

dومن جهة أخرى وبنفس العمل نجد ان    یقسمd    وبالتاليd d   

1نضع   )  8( 

1

a a k
b b k


 
حیث   ,  PGCD a b k   لدینا اذن :   ,   ,  1PPCM a b PGCD a b   )1(  

1a: تعني ) 1(العلاقة     b k
k


    1ومنه 1 1a k b k k
k


    1اذن 1 1a b k k     أي 1 1 1 1k a b    

1kومنه   1یقسم  kوهذا یعني ان         1(وبالتالي نجد من العلاقة: (  

1 1ab    1اذن
2

2
a

ab
b


   

aحیث      b  

  اذن توجد ثنائیة وحیدة تحقق المطلوب   

   )9    (10
M abc  10و

N bca M  فان  27یقبل القسمة علىM N  27ایضا یقبل القسمة على  
  

100ومنه          10M abc a b c        100و 10N bca b c a     
اذن       100 10 100 10 9 11 10M N a b c b c a a b c           
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   3یقبل القسمة على 

و منه  9 3 37 9M N a k     

3 4 3 21 4 7 21 7 1 3n k k k         

  یجب ان یكونا اولیین فیما بینهما 
1

4 3 0
u v
u v
 

  
3اذن   

4
u
v

 
 

  

PGCD n n  

3لكن العدد  12 n   5لا یقبل القسمة على     

  

...x   0 
2 3 ...x x    3 

 E  

 x y  
  

10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11       n n n n n  

32 

اذا كان   27یقبل القسمة على  11 10a b c   یقبل القسمة على
100 10 27M a b c k       10تعني 27 100b c k a    

9 11 10M N a b c      10نعوض اذنb c   نجد :  
11 10 11 27 100 111 27 3 37 9a b c a k a a k a k           و منهM N a k

  وبالتالي الجملة صحیحة   27یقبل القسمة على 
1تعني  7n k    نعوض في العلاقة 3 4 3 21 4 7 21 7 1 3n k k k       

  4 3 4 1 7 3 7 28 7 1 4n k k k         
1ان العددین ف  7اذا كان القاسم المشترك الاكبر هو  3k  1و 4k  یجب ان یكونا اولیین فیما بینهما

: یحققان  vو  uأي یوجد عددان صحیحان    1 4 1 3 1u k v k     1ومنه
4 3 0u v
 
 

1 4k اولیان فیما بینهما وبالتالي 3 4;4 3 7PGCD n n  

  الجملة اذن صحیحة 
6الجملة خاطئة لان من الواضح ان العدد 15 n  لكن العدد   5یقبل القسمة على

6اذن مجموع العددین 15 n  3و 12 n   5لا یقبل القسمة على  

  نجد    5سنجرب  جمیع بواقي القسمة بتردید 
1 2 3 4 
0 4 0 3 

: اذن خاطئة لانه توجد حالة اخرى  تعتبر حلا  وهي    3 5x  

: بحیث   xعین مجموعة الاعداد الصحیحة  4 33 5x  
المعادلة ذات المجهول  ;x y  :4 5 33 x y   ...E

استنتج حلول الجملة  
 

55 5

22 4





  
  عدد صحیح حیث   

عین جمیع الثنائیات  ;x yحلول المعادلة E   3والتي تحقق 27  x y

    11على   5nبواقي قسمة العدد   nادرس جسب قیم العدد الطبیعي 
:غیر معدومnبرهن انه من اجل كل عدد طبیعي 10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11       n n n n n

 

 

Mیكون      N   یقبل القسمة على
100ونعلم ان    10 27M a b c k   

و     9 11 10M N a b c   

 11 10 11 27 100 111 27 3 37 9a b c a k a a k a k        

Mاذن     N   یقبل القسمة على
  )10 ( 1 7n   1تعني 7n k

4ونعوض ایضا       3 4 1 7 3 7 28 7 1 4n k k k       

اذا كان القاسم المشترك الاكبر هو    

uأي یوجد عددان صحیحان  

1اذن بالفعل   3k  1و 4k

الجملة اذن صحیحة             

الجملة خاطئة لان من الواضح ان العدد )11( 

اذن مجموع العددین.   2لانه قوى للعدد   
  الاقتراح خاطئ) 12(  

سنجرب  جمیع بواقي القسمة بتردید       
 5  

 5  

اذن خاطئة لانه توجد حالة اخرى  تعتبر حلا  وهي     
  
  

  ): 20(التمرین 

عین مجموعة الاعداد الصحیحة ) 1(  
المعادلة ذات المجهول  2حل في ) أ) (2(  

استنتج حلول الجملة ) ب(    

xعین جمیع الثنائیات ) ج(    y

ادرس جسب قیم العدد الطبیعي )  أ) (3(  
برهن انه من اجل كل عدد طبیعي) ب(  

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 

33 
 

: التي تحقق الجملة  nعین مجموعة قیم العدد الطبیعي ) ج(  
 

5 0 11

2 5

   

nn

n
  

  )4 (N  عدد طبیعي یكتبabbaba  0حیث  4في نظام التعداد الذي أساسهa   , عینa   وb  بحیث یكون
N    ثم اكتب   33قابلا القسمة علىN 11لاحظ ان ( النظام العشري   في 3 33    (  
  

  :  )20(حل التمرین

: بحیث   xتعیین ) 1(      4 33 5x   نعلم ان : 33 3 5  و 4 1 5  منه  
 4 33 5x  تكافئ 3 5 x  أي 3 5x  ومنه 2 5x  5أي ان 2 x k   حیثk عدد صحیح  
4: حل المعادلة ) أ) (2(     5 33 x y   ... E  
 E  4تكافئ 5 33 x y  وهذا یعني 4 33 5x   5:  ومن السؤال السابق  فان 2 x k  

وبالتعویض في     E  4: نجد 5 y k  حیثk عدد صحیح  
:اذن حلول المعادلة هي الثنائیات       ; 5 2;4 5  x y k k  

استنتاج حلول الجملة ) ب(        
 

55 5

22 4





  
5وهذه الجملة تعني  :    55

4 22



    

u
v

  

5أي ان     55 4 22  u v   4ومنه 5 33 v u   وحلولها هي نفس حلول المعادلة E  
: أي ان    ; 4 5;5 2  u v k k   ومنه 5 55 5 4 5 55    u k  

20أي ان   30 k   حیثk عدد صحیح  
تعیین حلول المعادلة) ج(    E   3والتي تحقق 27  x y  :  
: الحلول هي       ; 5 2;4 5  x y k k  3و 27  x y  5تعني 2 4 5 3 27    k k  
9ومنه    27k   27أي 9 27  k    3اذن 3  k   ومنه قیمk  هي:  

 2; 1;0;1;2  k  ومنه الحلول            ; 8; 13 ; 3; 9 ; 2; 5 ; 7; 1 ; 12;3      x y  
  :   11على   5nادراسة بواقي قسمة العدد )  أ) (3(  
 05 1 11   , 15 5 11  , 25 3 11 , 35 4 11  , 45 9 11   و 55 1 11     5الدور هو  
: فان بواقي القسمة الاقلیدیة هي كما یلي  pاذن من اجل كل عدد طبیعي      55 1 11p  و 5 15 5 11 p و
 5 25 3 11 p   و 5 35 4 11 p  و 5 45 9 11 p  
0n    :برهان ان من اجل ) ب(     10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11       n n n n n  
لدینا        10 1 11   ومنه 1010 1 11n  
و      16 5 11   ومنه 5 4 5 416 5 11 n n   وتعني       5 1 15 4 5 116 5 11 5 11 5 11    nn m  

ومنه              5 416 5 11 n  
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و    27 5 11  ومنه   5 2 5 227 5 11 3 11  n n   ومنه 5 227 3 11 n  
و     38 5 11   ومنه   5 3 5 338 5 11 4 11  n n  ومنه 5 338 4 11 n  
و    49 5 11   ومنه 5 1 5 149 5 11 n n  وتعني       5 1 45 1 5 449 5 11 5 11 9 11    nn m  

اذن       5 149 9 11 n  
: ومنه      10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 1 5 3 4 9 11 22 11            n n n n n    اذن
 10 5 4 5 2 5 3 5 110 16 27 38 49 0 11       n n n n n  

: بحیث   nتعیین قیم ) ج(    
 

5 0 11

2 5

   

nn

n
   :  

 2 5n  5تعني 2 n p   و 5 0 11 nn    تعني : 5 11n n  5ث  حی 2 n p  

 5 25 3 11 p   وبالتالي الجملة تصبح : 
 

3 11

2 5

  

n

n
أي  

 
11 3
2 5
   

n
n

وهذا یعني    
 

11 3
11 3 2 5





    

n
   

ولدینا    10 5 4 5      وبالتالي 4 5  5ومنه 4 p  
ومنه نستنتج ان       11 5 4 3  n p   55: اذن 47 n p   حیثp طبیعي  

4لدینا )   4(  
N abbaba  0وa  ,  

أي    33قابلا القسمة على  Nبحیث یكون bو aتعیین      0 33N  

4لدینا        0 2 3 4 54 4 4 4 4 4            N abbaba a b a b b a  
1041ومنه    324 N a b   و 0 33N  تعني 0 3 11 N   أي) 0 3N و 0 11N ( و  3لان

  اولیان فیما بینهما  11
و     1041 324 3 347 108  a b a b   ومنهN  3مضاعف للعدد   .  
    11قابلا القسمة على  Nبحیث یكون bو aاذن یكفي ان نعین العددین     
 1041 324 0 11 a b    ونعلم 1041 7 11   و 324 5 11    ومنه نجد 7 5 0 11 a b  
1وبما ان         3 a   0و 3 b    7فان قیم 5a b  هي  كما في الجدول التالي :  

  
  3  2  1  a  
3  2  1  0  b  
  21  14  7  7a  

15  10  5  0  5b  
7نلاحظ ان الحالة الوحیدة التي یكون فیها     5a b  هي الحالة  11مضاعف للعدد   7 ;5 7;15a b  
  3bو  1aومنه   

:  في النظام العشري Nكتابة    1041 324 1041 1 324 3 2013    N a b  
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 1 ... 16 59 2006x y  .  
 ,x y  حلا للمعادلة 1  فإن  

16 59   حیث 2006

16 2006 59x y   
16 59 34  

  xیقسم  59اولیین فیما بینهما فانه حسب مبرهنة غوص 

16 34k y  34ومنه 16y k   

0k   16و 34k  (  

  , 118;2x y   
m PPCM a b و ,d PGCD a b  

m   18وd   

118 2 236a b     

  اولي فان  59وبما ان 

  ; 2;118 , 118;2a b   

35 

   المعادلة ذات المجهول ,x y  1: التالیة ... 16 59 2006x y 

,x، ثم استنتج أنه إذا كانت الثنائیة  2006حلل إلى جداء عوامل أوّلیة العدد  y

59 .  
   المعادلة ، 1 .  
للمعادلة  1 2التي تنتمي إلى.  

16التي تحقق  bو aعین الأعداد الطبیعیة غیر المعدومة  59 2006m d 

و ,d PGCD a b  

2006 2 17 59    
حلا للمعادلة   1  16: فإن 59 2006x y  16تكافئ 2006 59x y

16 2 17 59 59 59 34x y y       اذن 16 59 34x y 

اولیین فیما بینهما فانه حسب مبرهنة غوص  16و  59وبما ان   16xیقسم  59
59xومنه .  59مضاعف للعدد  k  حیثk عدد صحیح  

، المعادلة  1 :  
ونعوض في المعادلة  16 59 34x y   نجد :16 34k y 

:اذن الحلول هي الثنائیات    , 59 ;34 16x y k k   حیثk عدد صحیح  

 للمعادلة 1 2التي تنتمي إلى.  
59(ومنه    0k    34و 16 0k   ( وهذا یعني) :0k 

2,12k   ( أي ان قیمk  2و  1هي   
   , 59;18x y    2و  من اجلk    نجد, 118;2

16التي تحقق  59 2006m d   حیث ,m PPCM a b

16 59 2006x y    وبما انa وb  59: فان  موجبینm 

  وبالتالي هذا الحل مرفوض  
  , 118;2m d    ومن العلاقةm d a b     118: نجد 2 236

2bو  db b      وa  ,b  اولیان فیما بینهما  

a b   4: نجد 236a b     59ايa b    وبما ان

 ; 1;59 , 59;1a b     وبالتالي قیمa وb  هي   ; 2;118 , 118;2

 

 

  

 )21(التمرین  
نعتبر في المجموعة  

حلل إلى جداء عوامل أوّلیة العدد ) 1
x  59یكون مضاعفا للعدد
حل في المجموعة ) 2 

عین الحلول) 3 ,x y 
عین الأعداد الطبیعیة غیر المعدومة ) 4

 ,m PPCM a b و,d PGCD a b

  )21(التمرین حل

2006:  تحلیل العدد) 1( 2 17 59  

إذا كانت   -    ,x y

ومنه    16 2 17 59 59 59 34x y y     

59هذه المعادلة تعني ان   
مضاعف للعدد   xاي ان   

حل في ) 2(   المعادلة ،
59xلدینا      k  ونعوض في المعادلة

اذن الحلول هي الثنائیات   
تعیین الحلول) 3( ,x y

0xأي     0وy   
0k(اذن       2,12وk 

1kمن اجل       نجد, 59;18

التي تحقق  bو aتعیین ) 4(
16) 1(من المعادلة     59 2006 

  59لا یقسم  18لكن    
,والحل الاخر هو     118;2

2aحیث   da a    وb db b 

236aوبالتعویض في   b 

     ; 1;59 , 59;1a b  
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  . 31على 

  31یقبل القسمة على 
 3 3 1 25 36 3 31m m    

 125 1 31n   

   5اذن باقي القسمة هو  

ومنه   6 2 3 16 5 31n n   

 3 2 6 2 3 15 6 36n n n    4هو 31على  
  31یقبل القسمة على 

 3 2 3 15 36 25 5 31n nx x       
 3 2 3 15 36 0 31n nx     

  عدد صحیح kحیث 

اي  2 3 0 31m    

36 

35، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي  n  31على
3استنتج باقي قسمة كل من العددین  15 n   3و 25 n   31على  

عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  3 2 6 2 3 15 6 36n n n     31على  
التي یكون من اجلها  xعین قیم العدد الصحیح  3 2 3 15 36n nx    یقبل القسمة على
التي یكون من اجلها  mعین قیم العدد الصحیح   3 3 1 25 36 3 31m m m  

   3عدد طبیعي لا یقبل القسمة على 
  nماهي القیم الممكنة للعدد 

 25 5 1 0 31n n    

35دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  n  31على :  
3 35 5 125n n  125و 4 31 1      ومنه 125 1 31   125ومنه 1 31

n  :اذن من اجل كل عدد طبیعي  35 1 31n   
3استنتاج باقي قسمة كل من العددین  15 n   3و 25 n   31على :  

ومنه  3 1 35 5 5 1 5 31n n      وبالتالي 3 15 5 31n  
3 2 3 25 5 ومنه   5 3 25 25 31n   25اذن باقي القسمة هو  

تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  3 2 6 2 3 15 6 36n n n     31على  
5 25 و   31 2 3 16 2 3 16 6 36nn n     و 36 5 31   ومنه
ومن السؤال السابق فان  6 26 5 31n   
36 5 ومنه  31 3 136 5 31n   

 3 2 6 2 3 15 6 36 25 5 5 31n n n        ومنه باقي قسمة3 2 6 2 3 15 6 36n n n   

التي یكون من اجلها  xن قیم العدد الصحیح  3 2 3 15 36n nx    یقبل القسمة على
3 25 25 31n   و 3 136 5 31n   ومنه  3 2 3 15 36 25 5 31x x     

 3 2 3 15 36n nx    اذا كان  31یقبل القسمة على  3 2 3 15 36 0 31n n   

30 0 اي  31 1 31x    ومنه قیمx  31: هي 1x k   حیثk

التي یكون من اجلها    3 3 1 25 36 3 31m m m    
35 1 31m  و 3 136 5 31m   

 3 3 1 25 36 3 31m m m    تعني :   21 5 3 31m    3اي 0 31

 

 

  

  ) 22(التمرین

أدرس حسب قیم العدد الطبیعي ) أ) (1(
استنتج باقي قسمة كل من العددین ) ب( 

عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )2(  
عین قیم العدد الصحیح ) 3(  
عین قیم العدد الصحیح ) 4( 

  )5 (n  عدد طبیعي لا یقبل القسمة على
ماهي القیم الممكنة للعدد ) أ(
:اثبت ان )  ب(  5 5 1 0 31  

  )22(التمرین حل 

دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد ) أ) (1( 

لدینا  3 35 5 125
nn n 

اذن من اجل كل عدد طبیعي     
استنتاج باقي قسمة كل من العددین ) ب(    

3 1 35 5 5n n     ومنه
3و        2 3 25 5 5n n  

تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )2(  
لدینا     3 25 25 31n 

ومن السؤال السابق فان    
و     3 1 3 136 5 31n n 

اذن    5 6 36 25 5 5 31    

ن قیم العدد الصحیح یعیت) 3(  
:لدینا سابقا    3 25 25 31 

3اذن یكون    2 3 15 36n nx  

اي     30 0 31x 

التي یكون من اجلها  mتعیین قیم ) 4( 

نعلم ان        35 1 31m 

: وبالتالي    3 3 1 25 36 3 31m  
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  11 11 0 31m m    
او  11 31m    
  عدد صحیح

n  3او 2n    حیث   

 2 25 5 1 5 5 1 5 5 1n n         
اذن     25 5 1 0 31n n    

25 5 1 5 5 1 5 5 1n n         
25 5 1 0 31n n    

  : nومن اجل كل 

  5على 

  nبدلالة  nvثم استنتج عبارة 

12أي نفرض ان  1n
nu    

 1 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1n n n

nu   
          

وحسب مبرهنة بیزو فانه یوجد عددان صحیحان    ; 2; 1     

37 

2 4 31 3 0 31m       اي ان 2 121 0 31m    اي 11 11 0 31  

m  او   11 0 31m    وبالتالي : 11 31m   او
:31 11m k   31او 20m k   حیثk عدد صحیح

   3عدد طبیعي لا یقبل القسمة على 
3: هيnفان القیم الممكنة للعدد 3لا یقبل القسمة على  1n  

 25 5 1 0 31n n   :  
n  فان   32 2 6 2 31 1 135 5 1 5 5 1 5 5 1n              

 3 15 5 31   ومنه 25 5 1 25 5 1 31n n     

:فان          22 3 2 3 2 3 2 3 25 5 1 5 5 1 5 5 1             

 2 25 5 1 25 25 1 31 651 31 0 31n n        اذن 5 5 1 0 31  

و nv  0: المعرفتین بحدهما الاول 3u   0و 1v   ومن اجل كل
1 2 3n nv v    

12: برهن بالتراجع انه من اجل كل طبیعي فان  1n
nu    

1nuو  اولیان فیما بینهما ؟  
على  2nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nادرس حسب قیم العدد الطبیعي 

  5على   14382017استنتج باقي قسمة العدد 
2: فان  nبرهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبیعي  5n nu v     ثم استنتج عبارة

: عین القیم الممكنة للعدد  ;n nPGCD u v  
التي یكون من اجلها  nعین قیم العدد الطبیعي ; 5n nPGCD u v   

n nu u   1و 2 3n nv v      0و 3u   0و 1v   
 :12 1n

nu   :  
0nومنه الخاصیة محققة من اجل     

أي نفرض ان  1nونبرهن انها صحیحة من اجل  nنفرض الخاصیة صحیحة من اجل كل 
1nu     

12 1n
nu   ومنه1 2 22 2 1 1 2 2 1 2 1n n n         

  nومنه الخاصیة صحیحة من اجل كل عدد طبیعي  
1nuو nuتبیان ان كان  العددان   اولیان فیما بینهما:  

12أي   1n nu u     وحسب مبرهنة بیزو فانه یوجد عددان صحیحان

 

 

ومنه    4 31 3 0 31   

اذن      11 0 31m 

31:هي  mوبالتالي قیم      11 

  )5 (n  عدد طبیعي لا یقبل القسمة على
لا یقبل القسمة على  nبما ان) أ(    
اثبات ان )  ب(    5 5 1 0 31  

3من اجل      1n  

   23 1 25 5 31   5و 5 31

3من اجل    2n   

ومنه     5 5 1 25 25 1 31 651 31 0 31      

  

  : )23(التمرین
نعتبر المتتالیتین  nu وnv

1 2 1n nu u     2و 3n nv v 

برهن بالتراجع انه من اجل كل طبیعي فان ) أ)(1(   
1nuو nuهل العددان)ب(     

ادرس حسب قیم العدد الطبیعي ) أ) (2(  
استنتج باقي قسمة العدد ) ب(   
برهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبیعي ) 3(  
عین القیم الممكنة للعدد )أ) (4(  

عین قیم العدد الطبیعي) ب(   
  :)23(حل التمرین

     )1   (1 2 1n nu u  

2: البرهان بالتراجع ان  ) أ( 1 

1لدینا  
0 2 1 3u    

نفرض الخاصیة صحیحة من اجل كل  
2ونبرهن ان    

1 2 1nu 
  

1لدینا 2 1n nu u   2و 1 

2اذن    
1 2 1n

nu 
  

تبیان ان كان  العددان)ب(    
1لدینا     2 1n nu u   

www.dzexams.com

https://www.dzexams.com


 4 32 3 5k   حیثk عدد صحیح  

2017 2 5  
4  

1 2 3n nv v    
0nمحققة اذن الخاصیة صحیحة من اجل    

2ض ان أي نفر  5n nu v    ونبرهن ان

1 12 2 2 1 2 3 4 2 5 2 2 5 2 5 5 5n n n n n n n nu v u v u v u v                

12 1n
nu    

PGCD u v d  
  5للعدد هو قاسم  

 :  
22 3 0 5n    

1 4 2n k   k   اي
  و هذه محققة  في دراسة البواقي 

عدد طبیعي یكون  ; 5n nPGCD u v   

12 2 10 2 8 0 7      

38 

n nu u    ومنهnu 1وnu  اولیان فیما بینهما  
  : 5على  2nدراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد 

2 2 5  , 22 4 5  , 32 3 5   و 42 1 5  
: و منه  42 1 5k   و 4 12 2 5k  و 4 22 4 5k  2و 3 5

  : 5على   14382017استنتج باقي قسمة العدد 
1438 4 359 2 4 2k     ومنه 1438 14382017 2 5

1438 4 22017 2 5   و 4 22 4 5k   4ومنه باقي القسمة هو
2:  البرهن بالتراجع ان  5n nu v      1مع 2 1n nu u     2و 3n nv v 

نجد  0 02 2 3 1 5u v     محققة اذن الخاصیة صحیحة من اجل
أي نفر  1nونبرهن انها صحیحة من اجل  nنفرض صحة الخاصیة من اجل 

   2 2 2 1 2 3 4 2 5 2 2 5 2 5 5 5n n n n n n n nu v u v u v u v             

2أي  nاذن الخاصیة صحیحة من اجل كل عدد طبیعي  5n nu v   
2لدینا :   nبدلالة  5n nu v    2ومنه 5n nv u 2و 1 

2 2 1 5nv      ومنه عبارةnv  بدلالةn  :22 3n
nv    

: تعیین القیم الممكنة للعدد  ;n nPGCD u v : نضع ;n nPGCD u v d

d یقسمnu  وnv  و منهd 2یقسم n nu v وبالتاليd  هو قاسم
أي ان القیم الممكنة للعدد  ;n nPGCD u v d 5او  1هي .  

التي یكون من اجلها  nتعیین قیم العدد الطبیعي ; 5n nPGCD u v   :
و  0 5nv    أي ان 12 1 0 5n      و 2 3 0 5 
12 4 5n   و 22 3 5n    (  

و لدینا من دراسة بواقي القسمة 4 22 4 5k   ومنه 12 4 5n   یعني انk 

و بالتعویض في  22 3 5n   نجد 4 32 3 5k    و هذه محققة  في دراسة البواقي
4یكتب على الشكل  nو منه من اجل كل عدد طبیعي 1n k  وk   عدد طبیعي یكون

  ؛7على   2nبواقي قسمة العدد  �عین حسب قیم العد الطبیعي 
  7على  19622استنتج باقي قسمة 

2017استنتج باقي قسمة العدد  20162016 2018  7على   
n   :اثبت أنه من اجل كل عدد طبیعي  3 1 1212 2 10 2 8 0 7n n    

 

 

1یحققان    1n nu u   

دراسة بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد ) أ) (2(  
 02 1 5  , 12 2 5

: لدینا   42 1 5  و منه
استنتج باقي قسمة العدد ) ب(   

 2017 2 5   1438و 4 359 2 4 2k    

: وبالتالي      1438 4 22017 2 5k

2البرهن بالتراجع ان ) 3(   5

0nمن اجل         2نجد 2 3 1 5   

نفرض صحة الخاصیة من اجل    
1 12 5n nu v    

  2 2 2 1 2 3 4 2 5 2 2 5 2 5 5 5n n n n n n n nu v u v u v u v             

اذن الخاصیة صحیحة من اجل كل عدد طبیعي   
nبدلالة  nvاستنتاج عبارة -  

12:  اذن     2 1 5n  

تعیین القیم الممكنة للعدد )أ) (4(  
2لدینا  5n nu v  وd
PGCDأي ان القیم الممكنة للعدد     u v d

تعیین قیم العدد الطبیعي) ب(   
هذا یعني   0 5nu   0و 5

( وهذا یعني ان  12 4 5n 

و لدینا من دراسة بواقي القسمة  
4 1n k    و بالتعویض في

و منه من اجل كل عدد طبیعي 
  

  )24(التمرین

عین حسب قیم العد الطبیعي ) أ) (1(  
استنتج باقي قسمة ) ب(     
استنتج باقي قسمة العدد ) ج(     

اثبت أنه من اجل كل عدد طبیعي    )2( 
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نعتبر)3(  nu  0متتالیة هندسیة متزایدة تماما حدودها موجبة  والحد الأول 1u    2: بحیث 3

2 3

12
32

u u
u u

 
  

  

3احسب كلا من )أ(   2;  u u   ثم اكتب عبارة الحد العامnu    بدلالةn ؛  
1nاوجد باقي قسمة العدد )  ب(   nu u     2017من اجل  7علىn  ؛  
:   اثبت ان ) ج( 1  ; 2n

n nPGCD u u   ثم استنتج بطریقة أخرى  قیمتي ,  �من اجل كل عدد طبیعي غیر معدوم
3كلا من  2;  u u .  

 
  )24(لتمرینحلا 

  :  7على  2nبواقي قسمة )  أ) (1(  
       3 2 1 02 1 7 ,  2 4 7 ;  2 2 7 ;2 1 7     

و منه من العلاقة  32 1 7  و حسب خواص الموافقات   لدینا :  

   3 32 2 1 7
P p   من أجل كل عدد طبیعيp .  

: لكن 2 2 7 و علیه : 32 2 1 2 7p     إذن : 3 12 2 7p   
: و كذلك  22 4 7  و علیه : 3 22 2 1 4 7p       إذن : 3 22 4 7p   

3nو بالتالي لما p: 2 1 7   n  3و لما 1n p  : 2 2 7  n  3 و لما 2n p   : 2 4 7n   
  :  7على  19622استنتاج باقي قسمة ) ب(

1962: لدینا    3 654   1962: و منه 3p    و منه : 19622 1 7  
2016: لدینا    - )ج(  3 672 3k     2017و 3 672 1 3 1k      

ولدینا أیضا      2018 2 7   و 2016 0 7  ومنه باستخدام خواص الموافقة نجد :

 32017 20162016 2018 0 2 7k      اذن 2017 20162016 2018 1 7   
2016ومنه باقي قسمة العدد         20172018 2016    1هو  7على                

: إثبات أن  -)2(  3 1 1212 2 10 2 8 0 7n n      
: لدینا          12 5 7    و 3 12 2 7n    و علیه   : 3 112 2 2 5 7n    

ونعلم ان        10 3 7   إذن : 3 1(1)...  12 2 3 7n   

: و لدینا     412 32 2n n   وبما أن : 32 1 7n    فإن :     4 432 1 7n    أي : 12(2)...  2 1 7n   

: نجد) 2(و ) 1(و بالتالي من    3 1 1212 2 10 2 8 3 3 1 8 7n n         
: إذن         3 1 1212 2 10 2 8 0 7n n     . 
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3نجد  بتعویض   212u u    المعادلة التالیة:

2وبما ان المتتالیة متزایدة فان   4u    3و 8u   
8
4

q    

1nباقي قسمةوبالتالي    nu u   ىعل 

1ومنه   2واساسها  2n nu u    

1( , ) (2 ,n n n n n npgcd u u pgcd u u u pgcd u       

2 3u u   ومنه  یوجد عددان  و  
2و     لان المتتالیة متزایدة  

40 

3حساب الحدین    2;  u u   : 2من الجملة 3

2 3

12
32

u u
u u

 
  

uنجد  بتعویض    u

2: ومنه  الحلان   16ممیزها     4u   2او 8u   

3u   3او 12 8 4u        4وبما ان المتتالیة متزایدة فان

3: تعیین  الأساس :  nبدلالة  2u qu   8ومنه 2
4

 

2n:  اذن عبارة الحد العام هي 
nu   

1n nu u    2017من أجل 7عليn   :  
1

1 2 2 2 2 1 2n n
n n

n nu u 
       

یكون   3 672 12017 3 12 2 2 2n k      و 3 12 2 7k 

 1  ; 2n nPGCD u u  :  لدینا nu واساسها  متتالیة هندسیة

pgcd .نجد.( , ) (2 , 1) (2, ) 2n
n n n n n npgcd u u pgcd u u u pgcd u   

3إستنتاج بطریقة أخري قیمتي كلا من 2;  u u :.  
2نكتب 

3 2( , 2 4)pgcd u u    2و لدینا 3 12u u 

4اولیان فیما بینهما  حیث   4 12      3أي    1وبالتالي   2و

3 4 8u    

: نعتبر في مجموعة الاعداد الصحیحة المعادلة  3 7 14.... 1x y   
7,1 1(حلا للمعادلة. (  

 ;x y 1(حلول المعادلة. (  
ما هي القیم الممكنة لـ   ;x y حتى یكونy  قاسما لـx؟  

  . 7على 4nبواقي قسمة  nادرس حسب قیم العدد الطبیعي 
2010ما هو باقي قسمة العدد  19453 4 2 4    ؟   7على.  

nA  4: حیث 1n
nA n   .  

  . 7القسمة على nAحتى یقبل  
2010استنتج باقي قسمة  2009A A  7على .  

  

 

 

3حساب الحدین   )أ(-)3(  2;  u u

2
2 212 32 0u u    

3ومنه      12 4 8u   

nبدلالة  nuعبارة الحد العام  

اذن عبارة الحد العام هي     
1nإیجاد باقي قسمة)ب( nu u 

2بالحساب نجد 2 2 2 1 2n n    

2017nمن أجل     یكون
  2هو 7

;  :اثبات ان ) ج(      2nPGCD u u 

pgcdوباستخدام خاصیة   

إستنتاج بطریقة أخري قیمتي كلا من -  
2nمن اجل        4نكتب

4اولیان فیما بینهما  حیث    4 12

2اذن   4 4u    4و 8 

  

  :  )25(تمرینال
نعتبر في مجموعة الاعداد الصحیحة المعادلة ) 1

7,1بین ان الثنائیة ) أ(    

;xعین الثنائیات ) ب(     y

ما هي القیم الممكنة لـ  ) ج(    
ادرس حسب قیم العدد الطبیعي ) أ) (2( 

ما هو باقي قسمة العدد ) ب(    
nAلیكن العدد الطبیعي) 3(

حتى یقبل  nعین قیم) أ(   
2010استنتج باقي قسمة ) ب(    2009

  

  :  )25(التمرین حل
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تباین ان الثنائیة ) أ) (1(  7,1 حل للمعادلة 3 7 14.... 1x y :.  

   3 7 7 1 21 7 14       واضح  

تعیین ) ب(   ;x y ادینا :  حلول المعادلة
   

3 7 14
3 7 7 1 14
x y 

  
: بالطرح نجد      3 7 7 1x y    

یقسم  7    3 7x    یقسم  7فانه حسب مبرهنة غوص 3اولي مع  7وبما ان 7x   7أي ان 7x k    ومنه
7 7x k    حیثk عدد صحیح  

وبالتعویض في       3 7 7 1x y    1نجد 3y k   1أي 3y k   
هي الثنائیات ) 1(اذن حلول المعادلة       ; 7 7;3 1x y k k    
القیم الممكنة لـ  )  ج(   ;x y حتى یكونy قاسما لـx   :هذا یعنيx  یقبل القسمة علىy  اي 0x y  

وهذا یكافئ     7 7 0 3 1k k     وبما ان 0y y    نجد الجملة التالیة : 
 

7 7 0 3 1

3 1 0 3 1

k k

k k

   


  
  

ومنه نجد       
   

3 7 7 0 3 1

7 3 1 0 3 1

k k

k k

   


  
: وبالطرح نحصل على     14 0 3 1k    یقبل القسمة على   14اي

3 1k     اي ان 143 1 1; 2; 7; 14;1;2;7;14k D         منه نحصل على النتائج التالیة في هذا الجدول و  
  

14 14 7 7 2 2 1 1 3 1k  

5 

  

2 1 

  

0 k 

 28; 14     21;7  0; 2    7;1  ;x y 

  : 7على 4nبواقي قسمة العدد )أ)  (2(  
 04 1 7   , 14 4 7  , 24 2 7  , 34 1 7  
k  :ومنه من اجل كل عدد طبیعي     34 1 7k   و 3 14 4 7k   و 3 24 2 7k   
2010تعیین باقي قسمة العدد ) ب(    19453 4 2 4    7على :  
2010لدینا       3 670 3k     1945و 3 648 1 3 1m      

: ومما سبق ینتج       2010 1945 3 3 13 4 2 4 3 4 2 4 7k m         اي
 2010 19453 4 2 4 3 1 2 4 7           اذن 2010 19453 4 2 4 2 7     
2010ومنه باقي قسمة العدد     19453 4 2 4    2هو  7على   

اي  :  7القسمة على nAحتى یقبل  nتعیین قیم) أ) (3( 4 1 0 7n
nA n    .  

 4 1 0 7n n    
3nاذا كان  -   k   فان   34 3 1 0 7k k     تعني 3 2 7k    ومنه 15 10 7k   وباتالي 3 7k   

7اذن     3k     وبالتالي : 3 7 3 21 9n        مع   
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3 4 7k  ومنه 15 20 7k    اذن  
مع      

3 1 7k   ومنه 15 5 7k    اذن  
n    مع   

2010 21 95 5 21 5  

2010 2009A A    اي 2010 2009 1 7A A   

3و   228 8 17 3B n n n     

:  

 3 1x   

 1 2x k   2: وبالتالي 1x k   

3 14 3 2 21 4 3uاي انه یوجد عددان  1   
21ومنه حسب مبرهنة بیزو العددان  4n  

42 

n k  فان   3 14 3 1 1 0 7k k        تعني 3 4 7k 

7 6k     وبالتالي : 3 7 6 1 21 19n      

n k   فان   3 24 3 2 1 0 7k k        تعني 3 1 7k 

7 5k     وبالتالي : 3 7 5 2 21 17n      

2010استنتاج باقي قسمة  2009A A  7على :  
2009 21 95 4 21 4        2010و 21 95 5 21 5p    

2009A    و 2010 5 7A      اذن 2010 2009 5 4 7A A  

2010 2009A A   1هو  7على   

3)  ... 1: (المعادلة      2 1x y   
  عددا طبیعیا غیر معدوم 

 14 3;21 4n n    1(حل للمعادلة(  
21استنتج ان العددین  4n  14و 3n   اولیان فیما بینهما  

21هو القاسم المشترك الاكبر للعددین  4n  2و 1n  
  dعین القیم الممكنة للعدد 

13dبین انه اذا كان     فان 6 13n   
2nحیث  nمن اجل كل عدد طبیعي     221: نضع 17 4A n n  28 8 17 3

  1nالقسمة على   یقبلان في  Bو   Aبین ان العددین 
  Bو  Aالقاسم المشترك الاكبر للعددین nعین حسب قیم 

3 2 1x y   : واضح ان الثنائیة 1,1  حل لها ومنه ینتج:

: وبالطرح نجد    3 1 2 1x y    یقسم  2وهذه تعني3 1x 

یقسم  2فانه حسب غوص   3لا یقسم العدد  1x   ومنه1 2x k 

 3 1 2 1x y    3نجد 1y k   
14 3;21 4n n    1(حل للمعادلة : (  

  3 2 3 14 3 2 21 4 1x y n n       
21استنتاج ان العددین  4n  14و 3n   اولیان فیما بینهما :  
14 3;21 4n n  حل للمعادلة فان  3 14 3 2 21 4 1n n   

صحیحان  یحققان     14 3 21 4 1u n v n     ومنه حسب مبرهنة بیزو العددان

 

 

3اذا كان  -    1n k 

 6 7k     7ومنه 6 

3اذا كان   -   2n k 

 5 7k     7ومنه 5 

استنتاج باقي قسمة ) ب(   
2009لدینا       21 95 4 21 4p    

ومنه          2009 4 7A 

2010اذن باقي قسمة       2009A A

  

  )26(التمرین 
حل  في)1(       
عددا طبیعیا غیر معدوم  nلیكن) 2(  

14بین ان الثنائیة ) أ(       3;21 4 

استنتج ان العددین )  ب(      
هو القاسم المشترك الاكبر للعددین   dلیكن ) 3(   

عین القیم الممكنة للعدد ) أ(      
13بین انه اذا كان ) ب(      

من اجل كل عدد طبیعي ) 4(  
Aبین ان العددین ) أ(      

nعین حسب قیم ) ب(     
  

  :)26(حل التمرین
3حل المعادلة ) 1(    2 1x y 

   
3 2 1
3 1 2 1 1
x y 

  
وبالطرح نجد   

لا یقسم العدد  2وبما ان    
ونعوض في     3 1 2 1x y  

14تبیان ان ) أ)  (2(     3;21 4n n 

3نعوض نجد      2 3 14 3 2 21 4 1x y n n     

استنتاج ان العددین )  ب(      
14بما ان      3;21 4n n 

2vو         صحیحان  یحققان
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/ 2 1 2 12d n n  13/اي انd  

ومنه نجد أیضا  
 

8 9 13

2 12 13

n

n

 



  

n  

  

  
3 2 228 8 17 3 1 28 20 3B n n n n n n         

PGCD A B PGCD n n n n n   ومنه من خواص القاسم  
 ; 1 21 4 ; 28 20 3PGCD A B n PGCD n n n       ومنه  

  :فاننا نستنتج ان ) ب

  :ومنه نستنتج ان 13او  1

1 3 4 4n nu u n     

  هندسیة یطلب تعیین اساسها وحدها الاول 

43 

  اولیان فیما بینهما 
حیث  dتعیین القیم الممكنة للعدد  21 4;2 1d PGCD n n    

/ 21 4d n   و/ 2 1d n  (  ومنه   / 2 1 2 1 21 42d n n  

   13او  1هي  dوبالتالي القیم الممكنة للعدد 
13dتبیان انه اذا كان     فان 6 13n  :  

21 4 0 13

2 1 0 13

n

n

  


 
ومنه    

 
8 4 0 13

2 12 13

n

n

  



ومنه نجد أیضا   

8 9 13

2 12 13

8 9 3 13 13

2 12 13

n

n

  



اي   

 
8 48 13

2 12 13

n

n

 



اذن نستنتج   6 13n 

21 17 4A n n    3و 228 8 17 3B n n n     2حیثn   
B  1یقبلان القسمة علىn  :  
n   نجد :  221 17 4 1 21 4A n n n n     

n   نجد :   3 2 228 8 17 3 1 28 20 3B n n n n n n       

  1nیقبلان القسمة على 
  :Bو  Aالقاسم المشترك الاكبر للعددین nتعیین حسب قیم 

      ; 1 21 4 ; 1 28 20 3PGCD A B PGCD n n n n n     

      2; 1 21 4 ; 28 20 3PGCD A B n PGCD n n n     

     ; 1 21 4 ; 14 3 2 1PGCD A B n PGCD n n n       
21 4n  14و 3n   ب)(2(اولیان فیما بینهما حسب السؤال

    ; 1 21 4 ; 2 1PGCD A B n PGCD n n      
وجدنا ان القیم الممكنة لـ 21 4;2 1PGCD n n   1هي

PGCD A B n   اذا كان 6 13n    13أي 6n k   

PGCD A B n   13اذا كان 6n k   

0الأول التي حدها  2u   ومن أجل كل عدد طبیعيn  :3 4 4u u n  

 هل المتتالیة حسابیة ؟ هل هي هندسیة ؟ برر اجابتك
v  المعرفة على   بـ :n nv u n     

بحیث تكون المتتالیة و عین العددین الحقیقیین  nv  هندسیة یطلب تعیین اساسها وحدها الاول
  nبدلالة  

0:المجموع  1 .....n nS u u u     

 

 

14و  3n   اولیان فیما بینهما
تعیین القیم الممكنة للعدد ) أ)  (3(  

/( هذا یعني     21 4d n

وبالتالي القیم الممكنة للعدد   
تبیان انه اذا كان ) ب(         

13d    تعني 
 

21 4 0 13

2 1 0 13

 

 

ومنه        
 

8 9 3 13 13

2 12 13

 



  )4   (221 17 4A n n  

Bو Aتبیان ان ) أ(      

1nعلى  Aبقسمة     

1nعلى  Bو بقسمة     

یقبلان القسمة على  Bو Aوهذا یعني    
nتعیین حسب قیم ) ب(     

  2; 1 21 4 ; 1 28 20 3PGCD A B PGCD n n n n n     

;: المشترك الاكبر نجد    1 21 4 ; 28 20 3     

   ; 1 21 4 ; 14 3 2 1PGCD A B n PGCD n n n     

21وبما ان العددین    4n

    ; 1 21 4 ; 2 1PGCD A B n PGCD n n    

وجدنا ان القیم الممكنة لـ )أ) (3(ومن السؤال  

   ; 1 13PGCD A B n  

و       ; 1PGCD A B n 

  
 )27(التمرین

نعتبر المتتالیة    nu  التي حدها
هل المتتالیة حسابیة ؟ هل هي هندسیة ؟ برر اجابتك) 1( 

nvلتكن المتتالیة ) 2(  

عین العددین الحقیقیین )أ(   
 nuثم  nvأكتب ) ب(   

المجموع   nاحسب بدلالة ) ج( 
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  13على  3nبواقي قسمة العدد  nادرس حسب قیم العدد الطبیعي )أ) (3( 
   13على  2016Sاستنتج باقي قسمة العدد ) ب(   

1435عین باقي قسمة العدد ) ج(  1436 1437 14382014 2015 2016 2018    13على   
  

  )27(حل التمرین 

1 3 4 4n nu u n     
تكون المتتالیة ) 1(  nu  1:حسابیة  اذا تحققn nu u r   

1لكن    3 4 4 2 4 4n n n n nu u u n u u n          لیس ثابت وبالتالي لیست حسابیة  

1و     3 4 4 4 43n n

n n n

u u n n
u u u

   
    وهو متعلق بالعددn   وبالتالي لیست هندسیة  

  )2 (n nv u n      3و 4 4nu n   
بحیث تكون المتتالیة و تعیین )أ(    nv  هندسیة :  

 1 1 1 3 4 4n n nv u n u n n                1ومنه 3 4 4n nv u n n          
nولدینا    nu v n     ومنه

     1 3 4 4 3 4 2 2 4n n nv v n n n v n                       
وبالتالي تكون   nv  هندسیة اذا كان   4 2 2 4 0n        من اجل كلn  

أي اذا كان    4 2 0   و 2 4 0     2ومنه نجد    1و    

2اذن من اجل القیم     1و    تكون nv وحدها الاول  3هندسیة اساسها:   0 0 2 0 1 1v u      
  : nبدلالة  nuو  nvكتابة  ) ب(   

0 3n n
nv v q     وn nu v n      3ومنه 2 1n

nu n    
0:حساب المجموع ) ج(    1 .....n nS u u u     

       0 1
0 1 ..... 3 2 0 1 3 2 1 1 ... 3 2 1n

n nS u u u n              ومنه  

     0 1

1

3 3 ... 3 2 0 1 ... ... 1 1 ... 1n
n

n

S n


               ومنه  

   
1 13 11 2 1

3 1 2

n

n

n n
S n

 
   


أي     

1
23 1 1

2

n

nS n
 

    

  : 13على  3nدراسة بواقي قسمة العدد )أ) (3( 
 03 1 13   و 13 3 13  و 23 9 13  و 33 1 13   3بواقي القسمة هي متتالیة دوریة ودورها   
k  :من اجل كل عدد طبیعي      33 1 13k    و 3 13 3 13k    و 3 23 9 13k   
  : 13على  2016Sاستنتاج باقي قسمة العدد ) ب(   
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ومنه  22016 1 13  

ومنه     20173 1 2 13   

2016S    1اذن الباقي هو   

   13على 
14362015 0 13  

1438 3 12018 3 13 3 13m   
1435 1436 1437 14382014 2015 2016 2018 1 0 1 3 13         3اذن الباقي هو  

x  .  

  . 8یقسم 

5 3k   5او 4k   

x   
1x   

 21x    

225 20 4 9 5k k y     

45 


2017

2016
3 1

2
S 

        ولدینا 2016 1 13   2016ومنه 1 13

2017 3 672 1 3 1      وبالتالي   2017 3 13 3 13 3 13m   
20173 : وبالتالي    1 2016 1 1 1 13S     اذن 2016 1 13S 

1435تعیین باقي قسمة العدد  1436 1437 14382014 2015 2016 2018    على
و   2015 0 13  و منه 14352014 1 13    و2015 0 13

و منه  14372016 1 13  
2018 3 13    و 1438 3 479 1   ومنه  1438 3 12018 3 13 3 13 

1435 1436 1437 14382014 2015 2016 2018 1 0 1 3 13       

   21 9 5 ......x y E   .  
بین انه اذا كانت الثنائیة ;x y  حلا للمعادلة E  فان 1 5x  او 2 5x 

E.  
بین انه ، اذا كانت الثنائیة ;x y  حلا للمعادلة Eفإن ;PGCD x y   یقسم

: 
 

121 59
; 8

1 5

x y

PGCD x y

x

 
 
 

 .  

او  2 5x    حیث 21 9 5x y    
معناه    21 9 5x    أي   21 4 5x    

5او   5k:نعلم ان كل عدد صحیح  یكتب على الشكل  1k   5او 2k   5او 3k 

  4  3  2  1  0  
  0  4  3  2  1  
  0  1  4  4  1  

 1 5x  او 2 5x   
المعادلة  E:  

5 1x k    لدینا 25 1 1 9 5k y     25و منه 20 4 9 5k k y   

 

 

لدینا        23 1 2016 1  

2017و      3 672 1 3 1m   

اذن     
20173 1 1 13

2




تعیین باقي قسمة العدد ) ج( 
لدینا   2014 1 13  2015 0 13

و     2016 1 13   و منه
و                2018 3 13

2014: ومنه بالجمع نجد     2015 2016 2018 1 0 1 3 13

  

  )28(التمرین

1المعادلة   2نعتبر في  9 5 ......x y E

بین انه اذا كانت الثنائیة) 1(
Eالمعادلة 2حل في) 2

بین انه ، اذا كانت الثنائیة) 3

;:الجملة  2حل في ) 4 8

  )28(التمرین حل

تبیان ان ) 1( 1 5x  2 5

 21 9 5x y    1معناه 9 5

نعلم ان كل عدد صحیح  یكتب على الشكل  
 5

 5

 5

  
   21 4 5x   1معناه 5

Eالمعادلة  2حل في ) 2

اذا كان  1 5x   5أي 1x k 
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  ; 5 1,5 4 1x y k k k     
225 30 9 9 5k k y                     

 ; 5 2,5 6x y k k k  .  

  
2x x y    أي 2 5 8x x y    

x x   5و یقسمy  

1 2 9 5
PGCD x y
x k

    





أي 

اي  5 1 8k    و معناه
مع      

40 16
320 272 56

x
y
 


  

حیث   .  

  . 10على 

4 1 27 2011 2009 1n n n   10مضاعف للعدد.  

 f x  

46 

5 25 20 5y k k    25أي 4 1y k k    و علیه2; 5 1,5 4 1x y k k k   

5 2x k    لدینا 25 2 1 9 5k y    25ومنه 30 9 9 5k k y   

5 25 30y k k  25أي 6y k k   و علیه 2; 5 2,5 6x y k k k  

 ;x y  حلا للمعادلة E فإن ;PGCD x y  8یقسم .  

 x y  2تكافئ 2 1 9 5x x y      2ومنه 5 8x x y  

PGCD x y d   , ومنهd  یقسمx  ویقسمy  وبالتالي یقسم2x x 

یقسم  2 5x x y    اذنd   8یقسم   

   
 

121 59
1 ; 8

1 5

x y

PGCD x y

x

 
 
 

.  

 

0 2 01 2 1 9 5
; 8

5 1

x x x y y
PGCD x y
x k

       



  

تكافئ   

21 2 9 5
; 8

5 1

x x y
PGCD x y
x k

    



  

 x y E

PGCD x y
x k

   


  

و علیه  
 

2

5 1
5 4 1

; 8

x k
y k k
PGCD x y

 


  
 

.  

(یعني  0 8x   و 0 8y   (ومنه 5 1 0 8k     5اي 1 8

 24 3 8k k    أي 3 8k    8ومنه 3k    
 
  2

5 8 3 1

5 8 3 4 8 1

x

y



  

  


    
2أي   

40 16
320 272 56

x
y



 

 

  

على  3nبواقي القسمة الإقلیدیة للعدد nادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي
  .  10على  20153استنتج باقي قسمة العدد 

4یكون العدد  nبیَن أنَه من أجل كل عدد طبیعي 1 27 2011 2009 1n n n   

: بحیث  nجد مجموعة الأعداد الطبیعیة  4 113 3 0 10n n   .  
: حل المعادلة التفاضلیة التالیة  ln 3y y   

الحل الخاص لهذه المعادلة والذي یحقق 0 1f    َ3بیَن أنxf x 

f وشكل جدول تغیراتها.  
ماهو رقم احاد العدد    1432 2011f f  

 

 

25یكافئ   25 20 5y k k  

كاناذا  2 5x   5أي 2x k 

25یكافئ  25 30y k k 

;xتبیان انه اذا كانت) 3( y

21لدینا    9 5x y  

نسمي     ;PGCD x y d

2یقسم  dومنه نستنتج ان   5x x y

1:الجملة 2حل في ) 4 ; 8

تكافئ ) 1(
0 2 01 2 1 9 5

; 8
x x x y y      

  
 

21 9 5 ....

; 8
5 1

x y E

PGCD x y
x k

   
 
  

 ; 8PGCD x y   یعني

 25 5 8k       24اذن 3 8

و بالتالي   


5 8 3 1

5 8 3 4 8 1      

  

  )29(التمرین

 I )1 (– ادرس ، حسب قیم العدد الطبیعي
استنتج باقي قسمة العدد  -)2(
بیَن أنَه من أجل كل عدد طبیعي -)3(
جد مجموعة الأعداد الطبیعیة  –) 4(

 )1(-  حل المعادلة التفاضلیة التالیة
الحل الخاص لهذه المعادلة والذي یحقق fنسمي -)2(
fادرس تغیرات الدالة) 3(

1432ماهو رقم احاد العدد ) 4( 2011
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، حیث  nSنعتبر المجموع ) 5(     0 1 ...nS f f f n     
   10یقبل القسمة على 2Snالتي یكون من أجلها  n، ثمَ جد مجموعة الأعداد الطبیعیة  nSاحسب  -

  :  )29(التمرین حل

 I )1 (– 3دراسة  بواقي القسمة الإقلیدیة للعددn  10على .  
لدینا  03 1 10  ، 13 3 10   ، 23 9 10  أي 23 1 10   ومنه 43 1 10  

k:من أجل كل عدد طبیعي منهو  43 1 10k    ، 4 13 3 10k    ، 4 23 9 10k    ، 4 33 7 10k   
4 3k   4 2k   4 1k   4k  n  
  10على3nباقي قسمة  1          3      9     7      

  :  10على  20153استنتاج باقي قسمة العدد  -)2( 
2015لدینا  4 503 3     إذن 20153 7 10 .  

4یكون العدد  nتبیَان أنَه من أجل كل عدد طبیعي -)3( 1 27 2011 2009 1n n n      10مضاعف للعدد.  
لدینا 7 3 10   ومنه   4 14 17 3 10nn      أي 4 1 4 17 3 10n n    وعلیه 4 17 3 10n    

ولدینا 2011 1 10 ومنه 2011 1 10n n  أي 2011 1 10n   
ولدینا  2009 1 10   ومنه   222009 1 10nn      أي 22009 1 10n   
إذن  4 1 27 2011 2009 1 3 1 1 1 10n n n           أي 4 1 27 2011 2009 1 0 10n n n      

4العدد   nوبالتالي من اجل كل عدد طبیعي  1 27 2011 2009 1n n n     10مضاعف للعدد .  
: بحیث  nایجاد مجموعة الأعداد الطبیعیة  –) 4( 4 113 3 0 10n n   .  

 4 113 3 0 10n n    معناه 4 13 3 0 10n n  ومنه 3 3 0 10n     أي   3 1 0 10n   
نة غوصاولیان فیما بینهما إذن حسب مبره 10و  3لدینا العددان  1 0 10n    یكافئ 1 10n    

أي  9 10n    10وعلیه 9n k    حیثk  .  
 )1(-  حل المعادلة التفاضلیة التالیة :   ln 3 ....... 1y y   

yمن الشكل )  1(المعادلة  ay     حلولها هي دوال من الشكلaxx ce  
ln3xyومنه   ce    3أيxy c    حیثc .  

الحل الخاص لهذه المعادلة والذي یحقق fنسمي -)2( 0 1f   
: ن انَ اتبی  3xf x     :  3xf x c    مع 0 1f   

 0 1f     03معناه 1c    1ومنهc   وعلیه  3xf x   .  
  fدراسة تغیرات الدالة) 3(

لدینا   ln33x xf x e   ومنه  ln3 0lim lim limx t

x x t
f x e e

  

    

  ln3lim lim limx t

x x t
f x e e

  

     

: ولدینا   تقبل الإشتقاق على fالدالة    ln3ln 3 xf x e   
x  ،من أجل كل عدد حقیقي   0f x   وبالتالي الدالةf  متزایدة تماما على .  
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 14323 1 10   

  10یقبل القسمة على
n k  4أي 1n k   حیث*k  .  

 .برر إجابتك 
   21 1 2007 2007 2n n n n n         
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 :  

  1432 2011f f:  
   1432 2011 3 3f f    1432و 3 358    3إذن 1 10

2011 3 502 إذن  3 20113 7 10  
1432 20113 3 1 7 10     أي     1432 2011 8 10f f   

  1432 2011f f   8هو .  
، حیث      0 1 ...nS f f f n     

      0 10 1 ... 3 3 ... 3nS f f f n         
  . 1وحدَها الأول  3متتالیة هندسیة أساسها لحدا  

1 13 1 3 1
3 1 2

n n

nS
  

 


  

2التي یكون من أجلها  nإیجاد مجموعة الأعداد الطبیعیة  nS یقبل القسمة على
13 1 0 10n     وتكافئ 13 1 10n  1ومنه 4n k 

:   نضعمن أجل كل عدد صحیح   2 2007A n n n    
و  4014ن یحلل إلى جداء عوامل أولیة العدد 1A 

و4014عین  القاسم المشترك الأكبر للعددین  1A 
یقسم 3فإن  nیقسم  A n  .برر إجابتك ؟ هل العكس صحیح

n:تحقق أنه من أجل كل عدد صحیح  21 1 2007 2007 2n n n n n       

 A nعددا فردیا فإن 1A n  عدد فردي. 
التي یكون من أجلها  nعین الأعداد الصحیحة  A n یقسم 1A  

  2A n n n    
  :التحلیل إلى جداء عوامل أولیة 

n

 

 

:  fجدول تغیرات الدالة
  

  

  

1432رقم احاد العدد ) 4(  2011

1432لدینا        20111432 2011 3 3  

2011و    3 502 3  

وعلیه 1432 20113 3 1 7 10  

1432وبالتالي رقم احاد العدد  2011

، حیث  nSنعتبر المجموع ) 5(
nS :0حساب - 10 1 ... 3 3 ... 3n       

nS هو مجموع 1n 

اذن      
1 13 1 3 1

3 1 2

n n  
 


إیجاد مجموعة الأعداد الطبیعیة  -   

 2 0 10nS   تعني3 1 0 10

  

  :)30(التمرین

من أجل كل عدد صحیح 
حلل إلى جداء عوامل أولیة العدد )أ)( 1(

عین  القاسم المشترك الأكبر للعددین )ب(     
nیقسم  3بین أنه إذا كان) 2( 

تحقق أنه من أجل كل عدد صحیح ) أ)(3(
Aبین أنه إذا كان) ب(     n

عین الأعداد الصحیحة ) 4(       
  

  : )30(حل التمرین

2لدینا         2007A n n n  

التحلیل إلى جداء عوامل أولیة  )أ)( 1(
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2007ونعلم أیضا  ان  3 669   

A  (4لا یقسم 3 لكن .  

 21 1 2007 2 1 1 2007 2007 2n n n n n n n n               

عدد صحیح وهذا یعني  1A n  فردي  

  
  

  أو          
  

2n n    0اذنn    1اوn   

4 11y . 

 2007; 669; 223; 9; 3 1;1;3;9;223;669;2007     
2 12007n n  

2 6692007n n  
2 2007n n 
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4014; 1PGCD A   :  

  
2007ونعلم أیضا  ان    nیقسم   3وكذلك   2nیقسم 3فإن   3 669

یقسم 3فإن  nیقسم  3وبالتالي إذا كان.   A n  
 

:  العكس غیر صحیح و التبریر  24 4 4 2007 2019A      .  
4n   )  24 4 4 2007 2019 3 673A      

: بالحساب نجد : التحقق من صحة العلاقة  
  2 2 21 1 2007 2 1 1 2007 2007 2n n n n n n n n             

A n عددا فردیا فإن 1A n عدد فردي:  
  :حیث  kفردیا فإنه یوجد عدد صحیح

أي أن   
  

عدد صحیح وهذا یعني ، :  ومنه 
A nعددا فردیا فإن 1A nعدد فردي. 

یكون من أجلهاالتي nتعیین الأعداد الصحیحة A nیقسم:  
معناه  2 2007n n  یقسم     ،  

: هي
و    أ            معناه    2007 

        أو                 
أو        أو       

  أو
2كل هذه المعادلات لا تقبل حلا  الا المعادلة 2007 2007n n    0ومنهn n 

:  المعادلة الآتیة  11 5 2................x y E   

برهن أن إذا كانت الثنائیة  ;x y   2منحلا للمعادلة Eفإن 4 11y 

استنتج حلول المعادلة  E  

  21 2007 3 223A    4014 2 1 2 3 223   

   1 ;4014 1 ;2 1 1PGCD A PGCD A A A  

  2 1A n k 

     21 1 1 2007A n n n     

    2 11 2 1 2 2A n A n n k n       

'k k n  1 2 ' 1A n k  'k

 1A

2007

2007; 669; 223; 9; 3 1;1;3;9;223;669;2007     
2 12007n n  12007

2n n 2 20072007n n  
2n n 2 92007n n  92007n n  

2n n 2 2007 223n n  

 

 

:تعیین) ب(      4014; 1PGCD A

 nیقسم  3إذا كان)  2( 
یقسم  3وبالتالي  A n 

 ؟ هل العكس صحیح   

العكس غیر صحیح و التبریر -
یقسم   3 A n4من أجل

التحقق من صحة العلاقة  ) أ)(3(
 2 21 1 2007 2 1 1 2007 2007 2n n n n n n n n             

Aنبین أنه إذا كان). ب(  n

إذا كان    A nفردیا فإنه یوجد عدد صحیح
:ومنه           

: نضع             
إذا كان: إذن         A n

nتعیین الأعداد الصحیحة).4(

 A n2007معناه  یقسم

مجموعة قواسم    
 2 2007n n یقسم 

أو    
أو  

أو        
كل هذه المعادلات لا تقبل حلا  الا المعادلة 

  
  )31(التمرین

المعادلة الآتیة  2نعتبر في  

برهن أن إذا كانت الثنائیة )  أ) (1(
استنتج حلول المعادلة ) * ب(      

  24014 2 1 2 3 223A   

     1 ;4014 1 ;2 1 1PGCD A PGCD A A A  

1 1 1 2007     

 2 11 2 1 2 2 k nA n A n n k n       

'k k n 

 1A

2007

20072007n n  
2 6692007n n  

2232007n n  
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5عددا طبیعي غیر معدوم ، نضع  nلیكن ) 2(  2a n   11و 4b n   
  bو  aعین القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین ) أ(     
)بحیث یكون  nعین قیم ) ب(     , ) 2PGCD a b. 

  أولیان فیما بینهما  bو  aبحیث یكون العددان  nاستنتج قیم )  ج(     
  .10على 7nللعدد  ، بواقي القسمة الإقلیدیةnادرس حسب قیم العدد الطبیعي غیر المعدوم ) أ)(3(

  .20147استنتج رقم آحاد العدد  )   ب(      
عین الثنائیات ) جـ( ;x y من   التي هي حلول للمعادلة E و تحقق 27 9 10y x  .  
 

  )31(حل التمرین

إثبات أنه إذا كانت الثنائیة ) أ)/ (1(    ;x y   2منحلا  للمعادلة E  فإن 4 11y .  
لدینا         E تكافئ 5 2 11y   ومنه 6 2 11y   

إذن            2 6 2 2 11y    ومنه 4 11y   
استنتاج حلول المعادلة ) ب(    E  

مما سبق لدینا      4 11y   11ومنه 4y k   بالتعویض في المعادلة، E  5نجد 2x k   

إذن حلول المعادلة      E هي الثنائیات ;x y      حیث 
5 2

/
11 4

x k
k

y k
 

  
  

  bوaتعیین القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبرللعددین) أ)(2(
)نفرض أن    , ) PGCD a b dإذنd  یقسمaوd یقسمb  ومنهd  11یقسم 5a b  

إذن   2یقسم  dومنه نستنتج أن  1;2d   
)بحیث یكون  nتعیین قیم ) ب(       , ) 2PGCD a b  
)لدینا       , ) 2PGCD a b  یقسم  2ومنهaیقسم  2وb  2یقسم  2ومنهb a یقسم  2إذن

   11 4 2 5 2n n    
2المطلوبة هي nومنه قیم nیقسم  2أي        /n       ) أيn عدد طبیعي زوجي(  

  أولیان فیما بینهما bو  aبحیث یكون العددان  nاستنتاج قیم )  جـ(       
a  وb  أولیان فیما بینهما معناه( , ) 1PGCD a b  
)وهذا یكافئ    , ) 2PGCD a b  ومنه قیمn 2المطلوبة هي 1 /n       ) أي عدد طبیعي فردي(  

  .10على 7nدراسة بواقي القسمة الإقلیدیة للعدد ) أ)(3(
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: 27 9 10y x   

تكافئ   7 9 10k    

  

 0 0; 65 10 ;65 1 650; 65x y        حل لها  

یقسم  0y y  0ومنه 8y y k   

0 081 81x x k x k x      
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  .20147استنتاج رقم آحاد العدد  
  10هو باقي قسمته  على  20147

2014 4 503 2    4یكتب على الشكل  2014ومنه 2k    

  9هو  20147إذن حسب الجواب السابق رقم آحاد العدد 
 ,x yمن    التي هي حلول للمعادلة E 7:وتحقق 9 10

2 11 4 10 47 7 7y x k k k           و منه 27 9 10y x     7تكافئ 9 10

 
  

5 4 2 2 20 12
/

11 4 2 4 44 26
x

k
y

 
 

          
  

8: بحیث    vو uعین عددین صحیحین   81 1u v   
8المعادلة    81 65x y   

: بحیث   nعین اصغر عدد طبیعي  
 

5 8

70 81

n

n

 



  

: یحققان    bو  aعین عددین طبیعیین 
 

8 81 65
; 480

a b
PPCM a b

 
 

  

8: بحیث  81 1u v   
  ; 10; 1u v     حل لها لان :   8 10 81 1 1   

   :8 81 65x y   
: نجد أن الثنائیة        0 0; 65 10 ;65 1 650; 65x y      

0 0

8 81 65
8 81 65
x y
x y
 

  
ومنه     0 08 81x x y y    

8وبما ان     81 1    )8 یقسم  8فان   )   81اولي مع

: وبالتعویض في المعادلة نجد    08 81 8x x k     0ومنه 081 81x x k x k x    

 

 

استنتاج رقم آحاد العدد  ) ب(
20147رقم آحاد العدد         

2014لدینا       4 503 2  

إذن حسب الجواب السابق رقم آحاد العدد     
,xتعیین الثنائیات ) ج(    y

2لدینا  11 4 10 47 7 7y x k k k      

4ومنه    2k     

/: الحلول هي  ومنه k 

  
  
  :  )32(تمرینال

عین عددین صحیحین  ) أ) (1(
حل في ) ب(      

عین اصغر عدد طبیعي )  ج( 

aعین عددین طبیعیین ) 2(  

  
  : )32(التمرین حل

بحیث    vو uتعیین ) أ) (1(
;واضح ان الثنائیة   10; 1  

حل في ) ب(     8 81 65

نجد أن الثنائیة  ) أ(من السؤال     

: لدینا اذن    
0 0

8 81 65
8 81 65
x y
x y
 
 

یقسم  8   081 y y  
08yاذن      k y   
وبالتعویض في المعادلة نجد     
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0: اذن حلول المعادلة هي    

0

81 81 650
8 8 65

x k x k
y k y k
   

    
  

: التحقق     8 81 650 81 8 65 65k k     
  :   nتعیین اصغر عدد طبیعي )  ج( 

 
 

5 8

70 81

n

n

 



تعني   

5 8
70 81 '

n p
n p
 

  
5ومنه     8 81 ' 70p p    8أي ان 81 ' 65p p  حلولها هي حلول

:  المعادلة السابقة      ; ' 81 650;8 65p p k k    

5 8 81 650
m

n k
 

   
 
  وبالتالي: 5 8n   

70 81 'n p    70أي 81 8 65
k

n k
 

   
 
      اذن 70 81 8 65 648 5195n k n k       

ومنه    648 8 648 11 648 637n k k        اذن 11 648n     أي 637 648n     اذن
648 637n k   

637648فان   nوبما ان   637 0
648

k k 
       0اذنk   

:ومنه  الحل هو      637S   

: یحققان    bو  aتعیین عددین طبیعیین ) 2(  
 

8 81 65
; 480

a b
PPCM a b

 
 

  

لیكن     ;d PGCD a b    ومنهd   8یقسمa   81ویقسمb    8وبالتالي یقسم 81 65a b   
ومنه    65یقسم  dاذن     1 ; 5 ; 13 ; 65d    ) العددانa  وb   1غیر اولیین فیما بینهما  اذنd     (  
یقسم  dولدینا ایضا    ; 480PPCM a b     480لا یقسمان    65و  13بینما    480یقسم  5والعدد    

5dاذن           یقسم   5و بالتاليa  وb     ومنه   0 5 , 0 5b a حیث:
 81 650 ; 8 65a k b k     

 81 650 0 5k         أي 81 650 5k    أي   16 5 1 0 5k      اذن   1 16 5 5 0 5k     و منه
5 ,k     

و    0 5b    اذن 8 65 0 5k     ومنه 8 0 5k    وبالتالي 0 5k     5وتعني ,k     
اذن الحلول هي             ; 81 5 650 ; 8 5 65 ;a b          وبما ان  2;a b   فان

   ; 81 650 ; 8 65a b k k      مع 480 81 5 650 0       و 480 8 5 65 0    
 480 650 81 5 560     و 480 65 8 5 65    

545 65
40 40

      1130و 650
405 405

     مع     2.7ومنه 1.6     13.62و 1.62   

2اذن      
81هي  bو  aاذن  قیم    5 2 650 160a          ,8 5 2 65 15b       

:   التحقق 
 

 
8 160 81 15 65

160;15 480PPCM

   



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  bو  aسنهما  على الترتیب   Bو 

  سنوات     3بـ     

  2 1 3 1 5   

1 y       1أي 3y k   

  : اذن 

n b   2أي 8 3 3a b    
 E  

  

   6وهو عدد مضاعف لـ 
50أي ان  6 6 55 6k    

31aهو  Aوسن الابن    

53 

: المعادلة   : 2 3 5E x y   

  في ما یأتي الأعمار تقدر بالسنوات 
Bو  Aوله ولدان  .   55و  50ومحصور بین   nكان  سن الاب  هو

  Aسن الاب كان ضعف سن الابن    2001في 
   Bثة اضعاف سن الابن كان سن الاب  یفوق  ثلا   2006في 

n  وa  وb   تحقق  العلاقة   :
2 8
3 3

n a
n b
 

  
  

a b   هو حل للمعادلة E  
n  وa  وb  للاب وولدیه  

  

1;1  حل للمعادلة  : 2 3 5E x y      اذن :2 1 3 1 5 

2 3 2 1 3 : وبالتالي  1   2 1 3 1x y    
یقسم  2: ومنه حسب  مبرهنة غوص  3 1 y  1فانه یقسم  3وبما انه اولي مع y

: مجموعة الحلول هي   1 3 , 1 2 ;S k k k        
8n:   2001ومنه كان سنه  في  2009هو سن الاب في    

8aكان   2001في    
3nالاب   وسن  3bهو   2006في      
: اذن من المعطیات نجد  8 2 8n a       و 3 3 3 3n b     اذن

  وهو المطلوب 

حل للمعادلة  E     2حیث 8n a      3و 3n b 

أي    2 3 5a b     أي ان ;a b حل للمعادلةE

aمن السؤال الأول وجدنا مجموعة الحلول  اذن   x     1ومنه 3a k   
y b  1أي 2b k      حیثk     وبالتالي
2 8 2 1 3 8 6 1n a k k          اذن 6 1n k    وهو عدد مضاعف لـ

فان  55و  50وبما ان سن الاب محصور بین   50 6 1 55k     50أي ان 6 6 55 6 

10kومنه        54وبالتالي  سن الاب هوn    وسن الابن
19b   

 

 

  :  )33(تمرینال
حل في ) 1(      المعادلة

في ما یأتي الأعمار تقدر بالسنوات ) 2(   
كان  سن الاب  هو  2009في         

في  -: نفرض  أن   -      
في  -                      

nبین ان  الاعداد  ) أ(     

;aبین أن ) ب(      b

nاستنتج الاعمار  )  ج(    

  

  :   )33(التمرین حل

1;1واضح ان الثنائیة ) 1(

   2 3 2 1 3 1x y  

ومنه حسب  مبرهنة غوص    
مجموعة الحلول هي  ومنه  

هو سن الاب في  n) أ)   (2(   
في  Aوسن الابن          
  Bوسن الابن           

اذن من المعطیات نجد    
2 8
3 3

n a
n b
 

  
وهو المطلوب   

الثنائیة ) ب(  ;a b حل للمعادلة
2ومنه      3 5a b   

من السؤال الأول وجدنا مجموعة الحلول  اذن  ) ج( 
yو                 b 

  2 8 2 1 3 8 6 1n a k k      

وبما ان سن الاب محصور بین     
9,33 10,16k     ومنه

19هو   Bوسن الابن    
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  )34(التمرین

  . 7على  5n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي ) أ) (1(
  7على   14385و   20175عین باقي قسمة كل من العددین ) ب(  
26عین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )ج(   n  7على  
التي یكون من اجلها العدد  nعین قیم العدد الطبیعي ) د(   25 6 3n n   7یقبل القسمة على  
العدد  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبیعي ) 2 6 5 12 226 2 47 3n n     7یقبل القسمة على .  
التي یكون من أجلها العدد  nدد الطبیعي عیّن قیم الع) 3( 6 5 12 226 2 47 5n n n     7یقبل القسمة على .  
)4 (n  2نضع  . عدد طبیعي

n n n    2وn n    
n: تحقق ان ) أ(    nn n    
اثبت ان ) ب(      ; ;n n nPGCD PGCD n    
استنتج القیم الممكنة لـ ) ج(    ;n nPGCD    
  

  : )34(التمرین حل

  : 7على  5nدراسة  بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد ) أ) (1(

 05 1 7 و 15 5 7  و 25 4 7 و 35 6 7  و 45 2 7 و 55 3 7  و 65 1 7 .  

  : 7على 5nومنه باقي قسمة  6تشكل متتالیة دوریة و دورها  7على  5nنلاحظ ان بواقي قسمة 

6nلما  k    6و لما    1الباقي هو 1n k    6و لما   5الباقي هو 2n k  4هو   

6و لما   3n k    6و لما   6هو 4n k   6و لما   2هو 5n k حیث.  3هوk عدد طبیعي .  

لدینا  ) ب 1438 6 239 4  6هو من الشكل 4n k    2هو  7على  14385اذن باقي قسمة .  
و لدینا  2017 6 336 1  6هو من الشكل 1n k  5هو  7على  20175اذن باقي قسمة .  

26تعیین باقي القسمة الاقلیدیة للعدد  )ج(   n  7على:  

لدینا   6 1 7  ومنه من اجل كل عدد طبیعيn :   226 1 7nn   اذن 26 1 7n   1ومنه باقي القسمة هو  

التي یكون من اجلها العدد  nتعیین قیم العدد الطبیعي ) د(   25 6 3n n   7یقبل القسمة على :  

لدینا      26 1 7n   و 25 6 3n n   تعني    7یقبل القسمة على 25 6 3 0 7n n    
اذن نجد    5 1 3 0 7n     اي 5 4 0 7n    ومنه 5 3 7n   

نجد ) 1(ومن السؤال     5 3 7n    6محققة من اجل 5n k   حیثk عدد طبیعي  
6العددnاثبات انه من اجل كل عدد طبیعي ) 2 5 12 226 2 47 3n n     7یقبل القسمة على :  

لدینا  26 5 7  6بالرفع الى قوى 5n نجد 6 5 6 526 5 7n n   
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و مما سبق نستنتج ان   6 2 25 4 7n   و منه
  12 22 47 1 7 .... 2n  و ) 1(بجمع

6 5 12 226 2 47 3 7 7n n و 7 0 7ومنه
  . 7یقبل القسمة على 

6 5 12 226 2 27 5 4 5 7n n n n       
4 5 0 أي ان  7 5 3 7n   .  

 15 1 7  و 12 5 7  (  

n nn n   .  

  فهو قاسم للعدد 
ــ قاسم لـ 3 ....d  .  
n n   و منهd  قاسم للعدد  

PGCD PGCD n.  
  فهو قاسم  nوnقاسم للعددین

  . 2و  1أي  2هي قواسم 

  . 3مضاعف للعدد 

0b   5في النظام ذو الأساس  

55 

6 55 3 7n   ومنه نجد   6 526 3 7 ..... 1n .  
قوى نجدبالرفع الى  12 2 12 247 5 7n n  و مما سبق نستنتج ان

نجد  2بالضرب في  12 22 47 8 7n و 8 1 7 اذن2 47 1 7 .... 2
6 5 12 226 2 47 4 7n n   نجد3بإضافة 6 5 12 226 2 47 3 7 7n n    

6 5 12 226 2 47 3 0 7n n       6اذن 5 12 226 2 27 3n n      یقبل القسمة على
6 5 12 226 2 27 4 7n n      5بإضافةn  نجد 26 2 27 5 4 5 7n n    

6 5 12 226 2 27 5n n     یعني ان  7قابلا للقسمة على 4 5 0 7n 

نجد 3بالضرب في  15 12 7n   أي ان 5 7n    ) 15لان 1 7

kالمطلوبة هي    :7 5n k  .  

nn n     لدینا
2

2

2n

n

n n n
n n





  


 
nبالطرح نجد    nn n  

  ; ;n n nPGCD PGCD n    نضع  
  , ;n nPGCD d    لدیناd  قاسمn  ,n  فهو قاسم للعدد

ــ dومنه nو   nقاسم للعددین  dاذن nو منه فهو قاسم للعدد  قاسم لـ

dیعني ان      قاسم للعددینn وn فهو قاسم للعدد1n n 

dاذن  nو  nقاسم للعددین    قاسم للعدد 4 .....d .  
d d    أي ان   ; ;n n nPGCD PGCD n  

PGCD d ومنه ;nPGCD n d  أي انdقاسم للعددین

n n n n       ومنه القیم الممكنة للعدد ;n nPGCD     هي قواسم

: المعادلة ......5 6 3E x y  .  
اثبت انه اذا كانت الثنائیة  ;x yحلا للمعادلة E فإن :x  مضاعف للعدد
استنتج حلا خاصا للمعادلة E2، ثم حل فيالمعادلة E .  

استنتج حلول الجملة  S : 
 

1 6

4 5

x

x

  


 
 .  

  باستعمال خواص الموافقات 
 ;x yلةحلول المعاد E  2:التي تحقق 2 56x y  .  

1: عددان طبیعیان حیث  0 00a    0و 3في النظام ذو الأساس 
حتى تكون الثنائیة  ;a b   حلا للمعادلة E .  

 

 

5و مما سبق نستنتج ان 3 7

و لدینا  47 5 7 بالرفع الى
 12 247 4 7n   بالضرب في

نجد)2( 6 5 12 226 2 47 4 7n n   

 6 5 12 226 2 47 3 0 7n n    

لدینا مما سبق) 3 6 5 12 226 2 27 4 7  

6العدد 5 12 226 2 27 5n n n   

یكافئ 5 4 7n   بالضرب في
المطلوبة هي nومنه قیم 

n:  التحقق ان ) أ)  4 n  

;:  اثبات ان ) ب     ;n n nPGCD PGCD n  

 ;nPGCD n d  PGCD d

n nn   و منه فهو قاسم للعدد
 ;nPGCD n d  

n   و منهd   قاسم للعددین
dنجد ان) 4(و ) 3(من  d 

نضع ) ج ;n nPGCD d  

2للعدد   2n n n    

  
  

  )35(التمرین 
المعادلة 2المجموعةنعتبر في 

اثبت انه اذا كانت الثنائیة ) أ) 1(
استنتج حلا خاصا للمعادلة) ب(  

Sاستنتج حلول الجملة ) ج(  

حل الجملة) د(    S باستعمال خواص الموافقات
;xعین كل الثنائیات) 2( y
)3 (a وb عددان طبیعیان حیث
حتى تكون الثنائیة  وعین  -
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  : )35(التمرین حل
اثبات انه اذا كانت الثنائیة ) أ) 1 ;x yحلا للمعادلة E  فإنx  3مضاعف لـ :  

اذا كانت ;x y حلا للمعادلة E  5: فإن 6 3x y   تعني 5 6 3 3 2x y y     و منه حسب  
3مبرهنة غوص   / 5x  3اولیان فیما بینهما اذن   5و  3و / x  3ايx k  3مضاعف لـ  
استنتاج حل خاص) ب( 0 0;x y للمعادلة E :  

0: لدینا  3x k  حیثk  اذن E  تكافئ : 0 0;x y  حل للمعادلة E  0:معناه 05 6 3x y   اي
  05 3 6 3k y   أي:  05 2 1k y   . ومنه  05 1 2k y     1من اجلk   0مثلا  نجد 2y   

اذن    0 0; 3;2x y    حل خاص للمعادلة  
المعادلة  2حل في  -   E:  

: لدینا 
   

5 6 3
5 3 6 2 3
x y 

  
و منه     5 6 5 3 6 2x y    اي :   5 3 6 2x y    

وهذه المعادلة تعني  6 / 5 3x   اولیان فیما بینهما  اي  5و  6و منه حسب غوص لدینا 6 / 3x   
6و منه    3x k   6بتعویض 3x k   5في المعادلة نجد 2y k   و منه الحلول هي الثنائیات :

 6 3;5 2 ;k k k     .  
استنتاج حلول الجملة) ج S :  

 S  6: تكافئ 1
5 4

x
x




 
  

6و منه    1 5 4     5: اي 6 3    نجد ان . ب ) .1(و حسب السؤال

حلولها هي حلول E  اذن   ; 6 3;5 2 ;k k k       بتعویض قیمتة  او  6في 1x    نجد:
30 11;x k k   .  

حل الجملة) د S باستعمال خواص الموافقات:  

 S تكافئ 
 

5 5 30

6 24 30

x

x

  


 
: اذن بالطرح نجد    6 5 19 30x x    اي: 19 30x    و منه 11 30x  

30: اذن  11;x k k   .  
تعیین الثنائیات) 2( ;x y  حلول المعادلة E 2: حیث 2 56x y   و   ; 6 3;5 2x y k k    

 ;x yحلول المعادلة E  2حیث و 2 56x y   ومنه:   2 26 3 5 2 56k k     تكافئ
211 16 51 0k k    

211دراسة إشارة  16 51k k   211: نجد 16 51 0k k    173لما;
11

k     
: اي   3; 2; 1;0;1k          

و منه الثنائیات ;x y هي :         15; 13 ; 9; 8 ; 3; 3 ; 3;2 ; 9;7       
حتى یكون  و تعیین) 3( ;a b حلا للمعادلة E:  

3: لدینا 
1 0 00a    0: ومنه 3  5و

0b    0: ومنه 5   و لدینا كذلك :
2 4 53 3 3 90 243a             0و 2 35 5 5 126 25b                     .  

 ;a bحلا للمعادلة E 5یكافئ 6 3a b   و منه :   5 90 243 6 126 25 3       
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0 3   فإن : 0;1;2   
202 151 100; ; 4
25 25 25

    
 

  

ثم استنتج حلول المعادلة   E  
15yحیث  yفي النظام ذو ألأساس   35وx   

  . 9على 
2011 4 7 0 9x y    

  قاسمهما المشترك الاكبر 
  

4 7 3B n n    

4 5 9x   7ومنه بالضرب بالعدد   

عدد صحیح  وبالتعویض في المعادلة  E 4: نجد 3y k   
  عدد صحیح  

4: وبالتالي  3 9 8x y    

5 35x   

57 

306 150 1212     51ومنه  نجد 25 202    0:وبما ان 3 

51وبالتعویض بهذه القیم في المعادلة  25 202    202:ینتج 151 100; ; 4
25 25 25

   
 

4  ) . و طبیعیان (  

: المعادلة   E  ...4 9 5x y   
اثبت انه اذا كانت الثنائیة   ;x y   حلا للمعادلة E  فان : 8 9x  

في النظام ذو ألأساس  98ویكتب   xفي النظام ذو ألأساس  43

  في النظام العشري ثم اكتب  yو xعین القیم الممكنة لـ 

9على  4n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nأدرس حسب قیم العدد الطبیعي 

عین الثنائیات  ;x y  2من  حلول المعادلة E  حیث یكون 2011 4 7 0 9  

b  9:حیث 8a n   4و 3b n   ولیكنd  قاسمهما المشترك الاكبر
لاحظ ان الثنائیة (  dعین القیم الممكنة لـ  ;a b  حل للمعادلة E(  

5dبحیث یكون   nعین قیم العدد الطبیعي   
29: نضع nمن اجل كل عدد طبیعي 17 8A n n    24و 7 3B n n  

n قسم كلا من العددینیA  وB  
  Bو Aالقاسم المشترك الاكبر للعددین   nاستنتج حسب قیم

  :  
E  4معناه 9 5x y   4وتعني 9 5x y    اي4 5 9

28 35 اي   9 27 27 8 9x x    وبالتالي 8 9x   
استنتاج حلول المعادلة  E:  

9ومنه  8x k    حیثk  عدد صحیح  وبالتعویض في المعادلة
  هي   ; 9 8;4 3x y k k   حیثk   عدد صحیح

  :   yو xتعیین القیم الممكنة لـ 
98و    

y
    4ومنه 3x     9و 8y    وبالتالي

4 9 5x y   ومنه ;x y  هي حلول المعادلة E  
5xفان   xفي النظام ذو ألأساس   35وx   5اذن 35x 

 

 

306اي     150 1212    

وبالتعویض بهذه القیم في المعادلة    

2: اذن          4و 

  
  )36(التمرین

نعتبر في)1(       المعادلة
اثبت انه اذا كانت الثنائیة  ) أ(    

43عدد طبیعي یكتب)ب(

xعین القیم الممكنة لـ        

أدرس حسب قیم العدد الطبیعي ) أ) (2( 
x;عین الثنائیات ) ب(       y

bو aنعتبر العددین) 3(  

عین القیم الممكنة لـ ) أ(      
عین قیم العدد الطبیعي) ب(      

من اجل كل عدد طبیعي) 4(  
1nبین ان العدد) أ(     

nاستنتج حسب قیم) ب(    

  

  )36(حل التمرین  
)1 (4 9 5x y   

اثبات ان) أ(   8 9x 

 ;x y   حلا للمعادلةE

: نجد     28 35 9x 

Eاستنتاج حلول المعادلة  -

لدینا      8 9x    9ومنه 8

ومنه حلول المعادلة   E

xتعیین القیم الممكنة لـ )  ب( 

43لدینا        
x

    98

4: اذن        9 5x y 

في النظام ذو ألأساس  43یكتب وبما ان 
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10yفان yفي النظام ذو ألأساس  98ویكتب     15وy   10اذن 15y   

: اذن ینتج من هذا   
5 35
10 15

x
y

 
  

وهذا یعني   
5 9 8 35
10 4 3 15

k
k

  
   

ومنه   

1 3
3
7 3
4

k

k

  

  


اي  
0 3
2 3

k
k

 
  

  

    3و  2: هي  kاذن قیم   
2kمن اجل         9فان 2 8 26x      4و 2 3 11y          اذن   ; 26;11x y   
3kمن اجل         9فان 3 8 35x      4و 3 3 15y          اذن   ; 35;15x y   
  :في النظام العشري  كتابة  -   
من اجل       ; 26;11x y    فان 4 3 4 26 3 107x       
و   من اجل      ; 35;15x y    فان 4 3 4 35 3 143x       
  
9على  4n، بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nدراسة حسب قیم ) أ) (2( : 

 04 1 9   و 14 4 9  و 24 7 9  و 34 1 9  ومنه ینتج من اجل كل عدد صحیحk  :  
 34 1 9k   و 3 14 4 9k   و 3 24 7 9k   وبالتالي البواقي هي:  

3 2k   3 1k   3k  n  
  9على  4nبواقي قسمة العدد   1  4  7

  
تعیین الثنائیات ) ب(       ;x y  2من  حلول E  حیث 2011 4 7 0 9x y   :  
لدینا        2011 4 9 وحلول E  هي:   ; 9 8;4 3x y k k    حیثk  طبیعي  
ومنه      2011 4 7 0 9x y    تعني 9 8 4 34 4 7 0 9k k     

  :كما یلي yو  xومنه نكتب العددین  3ومن دراسة بواقي القسمة وجدنا الدور هو   
 9 8 3 3 2 2 3 2x k k k        و 4 3 3 3 3 1 3y k k k k k k k           

:  وبالتالي      9 8 4 34 4 7 0 9k k     تكافئ 3 2 34 4 4 7 0 9k k k       ومن البولقي نجد:  

 7 1 4 7 0 9k     ومنه 4 4 9k   3نجد ان ومنه من البواقي 1k m   
ومنه الثنائیات    ;x y  2من  التي تحقق 2011 4 7 0 9x y    هي :  

      ; 9 3 1 8;4 3 1 3x y m m       اذن   ; 27 17;12 7x y m m    حیثm عدد طبیعي  
  )3   (9 8a n   4و 3b n    و ;PGCD a b d  

نلاحظ ان الثنائیة :  dتعیین القیم الممكنة لـ ) أ(       ;a b  حل للمعادلة E  
4أي      9 5a b    لان   4 9 8 9 4 3 36 36 32 27 5n n n n         
4اذن       9 5a b    فاذا كان ;PGCD a b d  فانd  4یقسم 9a b  وبالتاليd  5یقسم   
   5او  1هي  dومنه القیم الممكنة لـ    
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اذن   4 3 0 5n    
n p   حیثp عدد طبیعي  

29 17 8 1 9 8A n n n n       
  BوAیقسم كلا من العددین

 1 4 3 1B n n n b       
PGCD A B PGCD n a n b n PGCD a b  

  2حلولا في   

  اولیین فیما بینهما  yو xبین ان العددین
   17هو  

  10مضاعف للعدد 

یكافئ  2تقبل حلولا في

  0ولدینا 04 1y x   بالتعویض في
0اذن  17y  اي   0 0; 4;17x y  .  

59 

5dبحیث یكون   nتعیین قیم العدد الطبیعي  :  
a  أي 9 8 0 5n    ومنه 5 4 5 3 0 5n n    
ومنه  16 8 5n   وبالتالي 3 5n   5أي ان 3n p 

29 17 8A n n    24و 7 3B n n    
 1n یقسم كلا من العددینAوB :  

29بالقسمة الاقلیدیة للعدد  17 8n n   على 1n   نجد : 9 17 8 1 9 8A n n n n     

  24 7 3 1 4 3B n n n n       ومنه 1n یقسم كلا من العددین
  : Bو Aالقاسم المشترك الاكبر للعددین  nاستنتاج حسب قیم

  1 9 8 1A n n n a        و ایضا  1 4 3 1B n n n b     

       ; 1 ; 1 1 ;PGCD A B PGCD n a n b n PGCD a b      

القیم الممكنة لـ   ;PGCD a b d   5او  1هي   
فان         ; 1 1 1PGCD A B n n      
فان       ; 5 1PGCD A B n   

2014:  بحیث تقبل المعادلة  mعین قیم العدد الصحیح  475 m    
2014: المعادلة  475 19x y    )...1(  

عین الحل الخاص  0 0;x y  0:الذي یحقق ) 1(للمعادلة 04 1y x   
  )1(المعادلة 

xبین ان العددین,   من  yو xحیث ) 1(حلا للمعادلة 
:بحیث  nعین قیم العدد الطبیعي 4 25n    وباقي قسمةn  106على 

عین كل الثنائیات  ;x y  2من  بحیث یكون العدد) 1(حلولx y  مضاعف للعدد

2014: بحیث تقبل  475 m     2حلولا في :  
2014تكافئ    475 m    

2014;475 19PGCD  2014و هكذا 475 m   تقبل حلولا في
19 106 19و منه 25 / m  19ايm h  معh IR   .  

 1 .....2014 475 19x y   :  
 0 0x y 0الذي یحقق ) 1(للمعادلة 04 1y x  :  

 19 106 25 19x    و تكافئ * ...106 25 1x y  

 0 0106 25 4 1 1x x     0: بعد الحل نجد 4x   17اذن

 

 

تعیین قیم العدد الطبیعي) ب(      
5d   معناه 0 5a 

ومنه   4 2 5n   16ومنه 8 5

29لدینا  )4(     17 8A n n  

1nتبیان ان العدد) أ(     

9بالقسمة الاقلیدیة للعدد      17 8 

4و نجد أیضا         7 3 1 4 3B n n n n     

nاستنتاج حسب قیم) ب(    

لدینا        1 9 8 1A n n n a     

   ; 1 ; 1 1 ;PGCD A B PGCD n a n b n PGCD a b      

القیم الممكنة لـ  ) أ) (3(ومن السؤال     
1dومنه من اجل      

5dومن اجل          
  

  )37(التمرین

عین قیم العدد الصحیح ) 1( 
المعادلة  2نعتبر في ) 2( 

عین الحل الخاص ) أ(    
المعادلة  2حل في) ب(    
اذا كان ) ج(    ;x y  حلا للمعادلة
عین قیم العدد الطبیعي) د(   
عین كل الثنائیات )  هـ(   
  

  : )37(التمرین حل
بحیث تقبل   mتعیین قیم ) 1(   

2014 475 m    
2014;475: لدینا    19

 19 106 25 m  

1لدینا المعادلة   .....2014 475 19x y  

0تعیین الحل) أ)(2( 0;x y

19تكافئ ) 1(المعادلة  106 25 19  

106: نجد (*) المعادلة  25 4 1 1   
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متكافئتان لهما نفس مجموعة الحلول اذن نحل المعادلة  * ....106 25 1x y   .  
 .  

 106 4 25 17x y      .  
25 / 25:اذن 4 4x k  .  

هي الثنائیات الصحیحة  25 4;106 17k k  

/106 25d x y  اي/ 1d وd   ینتج

  
  : 17هو 

106 25 13     و منه

4 13;17 13  حل خاص للمعادلة
  .2.السؤال  باتباع نفس الطریقة في

 106 25 52 17n p     و منه:

  : 10مضاعف لـ 
معناه  10مضاعف لـ  0 10x y   
9 10k   10و منه 9k t   

35 42 1x y   حیث:   
حلول في    

  ثم استنتج حلا خاصا  للمعادلة 3

2 2x y  
  عددان طبیعیان یكتبان على الترتیب في نظام التعداد الذي

60 

)1: (  
متكافئتان لهما نفس مجموعة الحلول اذن نحل المعادلة (*) 

: فإن (*) حل للمعادلة      ...106 4 25 17 1E   

  106 25 106 4 25 17x y   اي  : 106 4 25 17x y  

25 /106 اولیان فیما بینهما حسب غوص 106و  25و  4 25 / 4x 

106 17y k   هي الثنائیات الصحیحة ) 1(اذن مجموعة حلول المعادلة

اولیان فیما بینهما حیث  ;x y  1(حل للمعادلة: (  

xوy  اي/
/

d x
d y

106/و منه   
/ 25

d x
d y

106/اذن    25d x y

 ; 1PGCD x y   و منهx  وy  اولیان فیما بینهما  
: بحیث nتعیین قیم العدد الطبیعي 4 25n   و باقي قسمةn  هو  106على



4 25

17 106

n

n

 



25: اذن   4

106 17
n
n




 
 

106و منه    25 13   

  
106حل خاص للمعادلة  25 1    و منه الثنائیة4 13;17 13 

106بعد ذلك نحل المعادلة    25 13    باتباع نفس الطریقة في
25 52
106 221

p
p




 
  

106لكن  17n     106بالتعویض نجد 25 52 17  

2650 5529;n p p   .  
   2من  حیث ) 1(حلول المعادلة :x y  مضاعف لـ

25 4 106 17 131 21x y k k k        و لدیناx y  مضاعف لـ
131 21 0 10k اي : 1 0 10k    اي 1 10k   اي 9 10

  ; 250 229;1060 971 ;x y t t t    .  

المعادلة ذات المجهول    yx, : 35 42 1x y   

حلول في ) 1(حتى یكون للمعادلة   ما هو الشرط اللازم والكافي الذي یحققه  

  
اثبت انه اذا كانت الثنائیة   ;x y   فان ) 1(حلا للمعادلةx  مضاعف للعدد

  ) 1( المعادلة 
مجموعة الثنائیات  ;x y  2بحیث ) 1(حلول المعادلة 2 96x y 

عددان طبیعیان یكتبان على الترتیب في نظام التعداد الذي bو  aولیكن  5عددا طبیعیا اكبر تماما من 

 

 

(المعادلة2حل في ) ب
(*) و المعادلة ) 1(المعادلة 

بما ان الثنائیة  4;17  حل للمعادلة
و(*) من  E  نجد :106 25 106 4 25 17

: لدینا  25 /106 4x 

106:  نجد xبتعویض  17y k 

kمع    .  
اولیان فیما بینهما حیث  yو xتبیان ان ) ج

xyقاسم مشترك لـ  dلدینا 

/1d   1ايd   اذن; 1

nتعیین قیم العدد الطبیعي) د

: اي نحل الجملة 
 

4 25

17 106





106 25 13     
لدینا الثنائیة  4;17  حل خاص للمعادلة

106 25 13     

25:  نجد  52
;

106 221
p

p
p

 


 


2650 5529;n p p  
تعیین الثنائیات) هـ ;x y

25لدینا    4 106 17 131 21x y k k k      

:  اي    131 21 0 10k  

:و منه      ; 250 229;1060 971 ;x y t t t   

  
  

 )38(التمرین
نعتبر في ) 1(     

ما هو الشرط اللازم والكافي الذي یحققه       

21نضع )  أ) (2(  

اثبت انه اذا كانت الثنائیة      
حل في ) ب(     

مجموعة الثنائیات  Eعین ) ج(     
عددا طبیعیا اكبر تماما من  cلیكن ) 3(  
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  15و    21: كما یلي  cاساسه          
اذا علمت ان الثنائیة ) أ(     ;a b   عین العدد ) 1(حلا للمعادلةc  ثم عین العددینa  وb  

تحقق ان ) ب(   ;a b  تنتمي الى المجموعةE  
  

  )38(التمرینحل 

  )1      (35 42x y     حیث:   
حلولا في ) 1(حتى تقبل المعادلة   تعیین الشرط اللازم والكافي الذي یحققه      :  
تكافئ ) 1(المعادلة     7 5 6x y     ومنه الشرط اللازم والكافي حتى تقبل حلولا في   هو ان یكون  
    7من مضاعفات   

21) أ) (2(    
   3مضاعف للعدد  xاثبات ان    
تصبح ) 1(المعادلة     7 5 6 21x y    5أي 6 3x y    5ومنه 6 3x y    أي 5 3 2 1x y   

  xیقسم   3فانه حسب مبرهنة غوص   5اولي مع  3وبما ان  5xیقسم  3هذه المعادلة تعني ان     
3xأي   3مضاعف للعدد  xأي ان     k  
  ) : 1(استنتاج حل خاص  للمعادلة  -  
1kمن اجل       0فان 3x     ومنه 5 3 6 3y    2وبالتاليy  اذن الثنائیة 3;2  حل خاص للمعادلة  

حل في ) ب(         لدینا الجملة   ) :1(المعادلة :   
5 6 3
5 3 6 2 3
x y 

  
  : وبالطرح نجد :  

   5 3 6 2x y    
یقسم الجداء  6وهذه الأخیرة تعني      5 3x    3یقسم 6اولیان فیما بینهما فان 6و  5وبما انx   
3xاذن       3ومنه  6مضاعف للعدد 6x k    6أي ان 3x k    حیثk عدد صحیح  

وبالتعویض في المعادلة   5 3 6 2x y    نجد : 5 6 6 2k y    5ومنه 2y k   
اذن الحلول هي      ; 6 3;5 2x y k k     : حیثk عدد صحیح  
  

تعیین ) ج(      E  مجموعة الثنائیات ;x y  2بحیث 2 96x y   :  
2 2 96x y    تعني   2 26 3 5 2 96k k      211: بعد التبسیط نجد 16 91 0k k    

4260    ومنه
 1

16 4260 3,69
2 11

k  
    و

 2
16 4260 2,23

2 11
k  

   

3,69ومنه      2, 23k     اذن القیم الممكنة هي : 3; 2; 1;0;1;2    

بالتعویض بهذه القیم في     ; 6 3;5 2x y k k    نجد :  
            15; 13 , 9; 8 , 3; 3 , 3;2 , 9;7 , 15;12E         

  )3 (5c     21: و
c

a     15و
c

b   
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4: وبالطرح نجد  1 9k    2ومنهk   

  .اولیان فیما بینهما  5

nS a .  

5 1n  

 55 3 7 ,و 65 1 7  
65 1 7k   

5qو أساسها  1   

62 

حیث  ;a b  1(حل للمعادلة(  
6 3a k     1ومنه 2 6 3c k    

5و    2b k     5ومنه 5 2c k    
1 2 6 3
5 5 2

c k
c k

  
   

1نجد    2 6 3
10 2 10 4

c k
c k

  
   

4وبالطرح نجد    1 9

5 5 2c k   ني تع 5 2 2 5 7c         7اذنc   
b :  
1 2 1 2 7 15a c       5و 5 7 12b c      
  تنتمي الى المجموعةE:  

15;12  تنتمي الىE   اذن ;a b تنتمي الىE  

  7على  20165و استنتج باقي قسمة 
21نضع    nمن اجل كل عدد طبیعي  5 5 .... 5n

nS      .  
n :14بین انه من اجل كل عدد طبیعي  5 1n

nS    و استنتج انnS 5وn

بین ان  aلیكن العدد الصحیح  4 7nS   اذا و فقط اذا كان 2 7nS a

20154 0 7S  2015و استنتج باقي قسمةS   7على .  
  . nSقاسم لـ  7غیر معدوم بحیث یكون  nعین اصغر عدد طبیعي 

المعادلة  2نعتبر في , غیر معدوم  E :5 1n
nx S y 

حل للمعادلة  E 2ثم حل في  المعادلة E.  

 65 1 7  
  . 7على  
15 5 و  7 25 4 7  , و 35 6 7  و 45 2 7  و5 3 7

k   :5ومنه من اجل كل عدد طبیعي  6بواقي القسمة هي متتالیة دوریة و دورها  1 7

2016 6 336 6     ومنه   6 33620165 5 1 7   
1 5 5 5 ... 5nS        

14و nبیان من اجل كل عدد طبیعي 5 1n
nS    لذلك نحسب:  

0 15 5 5 5 .... 5nS         1هو مجموع حدود متتالیة هندسیة حدها الأول

 

 

حیث  cتعیین العدد ) أ(    
21 1 2

c
a c     6و 3a k 

15و     5
c

b c    5 2

1وبحل الجملة       2 6 3
5 5 2

c k
c k

  
  

5وبالتالي      5 2c k  

bو  aتعیین العددین  -  

 1 2 1 2 7 15a c    

التحقق ان ) ب(   ;a b

15;12واضح ان الثنائیة      

  

  : )39(التمرین
تحقق ان ) 1 65 1 7

من اجل كل عدد طبیعي ) 2
بین انه من اجل كل عدد طبیعي ) أ  
aلیكن العدد الصحیح ) ب  

بین ان) ج   20154 0 7S 

عین اصغر عدد طبیعي ) د  
غیر معدوم  اطبیعی اعددnلیكن) 3

الثنائیة تحقق ان 5, 4

  
  )39(التمرینحل   
1 (65 15625  5ومنه 1 7

 5nندرس بواقي قسمة    
 05 1 7  و 15 5 7

بواقي القسمة هي متتالیة دوریة و دورها  
 65 1 7  2016و 6 336 6n  

2 (2 31 5 5 5 ... 5n     

بیان من اجل كل عدد طبیعي) أ(  
0 15 5 5 5 .... 5n     
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  اولیان فیما بینهما  nS,5nومنه حسب بیزو فان

7 2 7n nS S a   ومنه 2 7nS a  

ومنه    4 7nS a  

14 5 1n
nS    اي

فإن  2 7nS a (  

اي      1 05 5 7n   
,مرفوضة او  5n  ( 5و بالتاليn   

15 4 1n    14اي 5 1n
nS    

5 5 4 0n x S y  

  اولیان فیما بینهما فانه   nS,5nوبما ان 
5 4ny k     

 .  

  ..عددان طبیعیان غیر معدومین

63 

14ومنه    5 1n
nS    

5وهذه تكتب على الشكل  5 4 1n
nS    

یوجد ثنائیة من الاعداد الصحیحة  5, 4  5بحیث 5 4 1n
nS   ومنه حسب بیزو فان

4 7nS a   فإن 2 7nS a .  
نجد   2ومنه بالضرب في  8 2 7nS a    و 7 2 7n nS S a 

تبیان انه اذا كان  2 7nS a  فإن 4 7nS a  
نجد   4بالضرب في العدد  4 8 7nS a   و 8 7a a  

20154 0 7S .  
نجد   20165 1 7   ومنه 20165 1 0 7    14و لدینا 5 1n 

وبما ان   20165 1 0 7    فان 20154 0 7S   

2015S  7على :  
20154 0 7S   ومنه حسب الخاصیة) 4 7nS a  2فإن 7

S  2015ومنه باقي قسمةS  0هو  7على   
  . nSقاسم لـ  7حیث یكون   nتعیین اصغر عدد طبیعي  
 0 7nS    اي 15 1 0 7n   ومنه 15 1 7n    

 : )1 0n     1او 6n   ( اي)1n     مرفوضة او
5 1n

nx S y  :  
حل خاص للمعادلة  معناه    5 5 4 1n

nS     5وهذه تعني 4 1nS 

  ) أ) (2(وهي محققة حسب السؤال

 
5 1

5 5 4 1

n
n

n
n

x S y
S

  


  
: وبالطرح نجد    5 5 4 0nx S y   

 5 5 4n x S y       5وهذه تعنيn  یقسم 4nS y    وبما انS

یقسم  4y    اي ان 4 .5ny k    5وبالتالي 4n   

  5 5 4n
nx S y      5نجدnx kS   
E  هي :k  ,   , 5, 5 4n

nx y kS k    

  . 5على  3nبواقي قسمة 
r , 0حیث rوأساسها  0Uمتتالیة حسابیة حدها الأول  U عددان طبیعیان غیر معدومین

 

 

15 11
5 1

n

nS
 

   
4ومنه    5 1

14لدینا  5 1n
nS    وهذه تكتب على الشكل

یوجد ثنائیة من الاعداد الصحیحة 
4تبیان انه  اذا كان ) ب 7S a

لدینا   4 7nS a  ومنه بالضرب في
2تبیان انه اذا كان : العكس  7

لدینا   2 7nS a  بالضرب في العدد
: بیان ان ) ج 20154 0 7S 

5نجد  ) 1(باستعمال السؤال  1 7
2016

20154 5 1S    
 2016

20154 5 1 7S   
2015Sاستنتاج باقي قسمة  -

4:  لدینا حسب ما سبق  0 7

: نجد   2015 2 0 7S  

تعیین اصغر عدد طبیعي  ) د
0: معناه  nSقاسم لـ  7  7

1: ومن السؤال الأول فان   0

5حل المعادلة  ) 3(  1nx S y 

 5, 4 حل خاص للمعادلة  معناه
وهي محققة حسب السؤال    

: نجد اذن    
 

5 1

5 5 4 1n

x S y
S

 

  

ومنه    5 5 4nx S y   

4یقسم  5nحسب غوص    

5وبالتعویض في     5 4x S y   

Eاذن حلول المعادلة     

  
  )40(التمرین

بواقي قسمة  nادرس حسب قیم ) 1(
)2 ( nU  متتالیة حسابیة حدها الأول
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2أولیان فیما بینهما و  rو 0Uعلما أن  rو 0Uعین  -)أ(
0 10 1U U U   

3r  ,  01نفرض  -)ب( U     0ونضع 1 ...n nS U U U       0و 1 ...n nP U U U     .  
  . nبدلالة  nPو  nSاحسب  -  
2:   بحیث  qعین العدد  - 2010!qP     ثم تحقق أن : 3 2 5q   
:  بحیث  nعین قیم العدد الطبیعي  - 2 2 3 5q

nS    
  

  )40(حل التمرین 
  : 5على  3nدراسة بواقي قسمة ) 1( 

         0 1 3 43 1 5  ; 3 3 5  ; 3² 4 5  ; 3 2 5  ; 3 1 5      
: وعلیه   43 1 5k   و     4 3 4 2 4 13 2 5  ; 3 4 5  ; 3 3 5k k k      

r    :2و  0Uتعیین ) أ) (2(  
0 10 1(1) . . . U U U   

1:  لدینا  0U U r       10و 0 10U U r   
:  نجد ) 1(وبالتعویض في    2

0 0 010U U r U r     2:  ومنه
0 9U r  

  . 9یقسم  0U: ومنه حسب مبرهنة غوص  rأولي مع  0Uو  9rیقسم  0U: لدینا 
  . 9،  3،  1: الممكنة هي  0Uإذن قیم 

0لما *  1U    :1 9r    1:   أي
9

r   مرفوض.  

.لما *  0 3U    :9 9r   1:  ومنهr  .  

0لما *  9U   :9² 9r   9:  ومنهr     0مرفوض لأنU  أولي معr .  
0:  ومنه    3U     1وr  .  
  : nSحساب ) ب

: لدینا  0
1

2n n
nS U U

   0: حیث 3U   ،0nU U nr   

3nU:   ومنه  n      وعلیه   : 1 6
2n

nS n
   

nP  :حساب  -   0 1 0 0 0 . . .  . . . n nP U U U U U r U nr          
 3 4 5  . . . 3nP n       

   1 2 3 4 5  . . . 3 3 !
1 2 2!n

n n
P

       
 


  

q    :تعیین  - 2 2010 !qp    ومنه  : 3 ! 2010!q    
3:  إذن     2010q      2007:  وعلیهq  .  
التحقق من أجل  - 20073 2 5 :  

2007:  لدینا     4 581 3      ومنه  : 20073 2 5 .  
: بحیث  nتعیین  - 2 2 3 5q

nS    
:  إذن         1 6 2 2 5n n     ومنه 6 ² 6 2 2 5n n n      
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5 4n    حیث   

   13على  9nو 
  .13یقبل القسمة على   
 13مضاعفا للعدد .  

48 1 13  
4 28 12 13p ، 4 38 5 13p   

  13على 

   3اذن الدور هو 




6 2 2 1 2 2 3 1 4 23 2 64 2 3 2 8 2 9 2 8 2 13

9 2 12 2 13 0 13

n n n n             

   
  

  :13مضاعفا للعدد 
30 4 13  

24 1 0 13n    
2 1 0 13n  اولي  13لان  

7 13n   13اي 7n k   
n k    حیثk عدد طبیعي 

اي      8 1 9 13nn     

65 

ومنه    ² 2 1 0 5n n     إذن  :   1 ² 0 5n   
n     ومنه   : 1 5n     إذن  : 4 5n    5وعلیه 4 

9nو  8nادرس حسب قیم العدد الطبیعي  بواقي القسمة الاقلیدیة لكل من العددین 

، العدد  nاثبت أنَه من أجل كل عدد طبیعي  6 2 2 13 2 64 2n n     
6بحیث یكون العدد    nعیَن الاعداد الطبیعیة  2 1 23 2003 30 1n n n  

بحیث یكون   nعیَن الاعداد الطبیعیة  8 38 9 13n n   

  . 13على 8nتعیین باقي القسمة الإقلیدیة للعدد 
18 8 13  ، 28 12 13 ومنه 28 1 13   أي8 1 13

p ،ومنه من أجل كل عدد طبیعي  48 1 13p  ، 4 18 8 13p  ، 4 28 12 13 

4 2p   4 1p   4 p  ..n   
على 8nباقي قسمة   1    8       12    

  : 13على 9nتعیین باقي القسمة الإقلیدیة للعدد 
19 9 13  ، 29 3 13 ومنه 39 1 13  اذن الدور هو
3 19 9 13k   و 3 29 3 13k   

 6 2 2 13 2 64 2n n      13یقبل القسمة على :  

    
     

3 1 2 16 2 2 1 2 2 3 1 4 23 2 64 2 3 2 8 2 9 2 8 2 13

9 2 12 2 13 0 13

n nn n n n              

   

بحیث یكون العدد   6 2 1 23 2003 30 1n n n   مضاعفا للعدد
6 2 1 23 2003 30 1 0 13n n     لدینا و 2003 1 13  و 30 4 13

 32 23 1 4 1 0 13
n
    وبالتالي 3 29 4 2 0 13n n    اي4 1 0 13 

 2 1 2 1 0 13n n    اذن   2 1 0 13n    او  2 1 0 13n  

او  2 1 13n  (  
7 2 7 13n   اي 13 7 13n n   وبالتالي : 7 13n 

ومنه  2 12 13n   اي 6 13n   13: وبالتالي 6n k 

بحیث یكون  8 38 9 13n n    :  
ومنه    8 38 9 13n n    تكافئ 8 12 9 13n n 

 

 

 ² 7 6 0 5n n      ومنه
:  إذن     1 0 5n 

  

  :  )41(التمرین
ادرس حسب قیم العدد الطبیعي  بواقي القسمة الاقلیدیة لكل من العددین ) 1(
اثبت أنَه من أجل كل عدد طبیعي  –) 2( 
nعیَن الاعداد الطبیعیة ) 3(

عیَن الاعداد الطبیعیة  -) 4(
  

  )41(التمرین حل 
تعیین باقي القسمة الإقلیدیة للعدد  -)أ) (1( 

لدینا   08 1 13   ،8 8 13

ومنه من أجل كل عدد طبیعي 
4 3p   4 2p 

    5        

تعیین باقي القسمة الإقلیدیة للعدد  -
لدینا   09 1 13   ،9 9 13

اذن   39 1 13k   و9 9 13

6اثبات أنَ العدد )  2( 2 2 13 2 64 2  

 6 2 2 1 2 2 3 1 4 23 2 64 2 3 2 8 2 9 2 8 2 13n n n n             

  
بحیث یكون العدد    nتعیین ) 3(

تعني   6 2 1 23 2003 30 1 0 13n   

ومنه  2 23 1 4 1 0 13n   

ومنه    2 1 2 1 0 13n n  

( وعلیه   2 1 13n   2او 1 13

 2 1 13n    ومنه7 2 7 13 

و   2 1 13n    2ومنه 12 13

بحیث یكون  nتعیین الاعداد ) 4(
لدینا     38 1 13  
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  عدد طبیعي kحیث   

 .... E 

PGCD x; y 
11   

   13ولا  11ولا  
 اولي 2017ومنه 

  ومنه

  اي 

  عدد صحیح
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4 3  4 2k   4 1k   4k  n ..  
12  8  1  8n ..  
11  9  0   8 1 nn ..    

من هذه النتائج نجد ان    8 1 9 13nn     4محققة من اجل 1n k   

 .أولي
هولالمعادلةذاتالمج x, y  :14119 10085 22187x y  

   14119,  10085,  22187لقاسمالمشتركالأكبرللأعداد 
حلاخاصاللمعادلة Eحلولهاثمعینمجموعة  

x, y  حلول المعادلة E بحیث یكون  11PGCD x; y 

11على  7nو  5nالعددینبواقیالقسمةالإقلیدیةلكلمن nالطبیعي
20175حتى یكون nالطبیعي 7n 11قابلاللقسمةعلى  

  ,  8أصغرمن هماكلامنبیعیین غیرمعدومین
 مكتوب في النظام العشري  

310 1 11  
N  4وھ 11 حیثباقیقسمته على 

  11 العددفیالنظامذیالاساس 

 7ولا على  5ولا على  3ولا على  2لانه لا یقبل القسمة على 
2017و   41ولا  37ولا  31ولا  29ولا  23 44 91,

14119 10085 22187x y  .... E 
  :لقاسمالمشتركالأكبرللأعداد

14119 7 10085و 2017 5 2017  11=22187و 2017 ومنه
22187 10085 14119PGCD , ,  

7: تكافئ  5 11x y   
حلاخاصاللمعادلة E  معناه :   7 3 5 2 11 محققة  

  

  
7 5 11 1

7 3 5 2 11 2

x y .... 


 
: وبالطرح نجد    7 3 5 2x y    

3xیقسم  5فانه حسب مبرهنة غوص  7اولي مع  5  اي
5 3x k   
وبالتعویض في المعادلة    7 3 5 2x y     7نجد 2y k  حیثkعدد صحیح

 

 

  4 3k 
 13  5  
 13  6  

8من هذه النتائج نجد ان      1 9 13

  
  : )42(التمرین 
أولي 2017 بینأنالعدد)1(
المعادلةذاتالمج 2نعتبر في) 2(

لقاسمالمشتركالأكبرللأعداد عین ا)أ(  
الثنائیةبینأن)ب( 3 حلاخاصاللمعادلة;2
,xعین الثنائیات ) ج(  y

الطبیعيأدرسحسبقیمالعدد)أ()3(
nالطبیعيعینقیمالعدد)ب(     

بیعیین غیرمعدومیننطیعددbوaلیكن)4( 
01N: نعتبرالعدد  a b

تحقق ان ) أ(  310 1 11 

Nعینقیمالعددالطبیعي)ب(
العددفیالنظامذیالاساس ذاھأكتب)ج(

  :)42(التمرینحل 
لانه لا یقبل القسمة على أولی 2017  العدد)1(
23ولا على  19ولا  17ولا  
)2 : (14119 10085 22187x y 

لقاسمالمشتركالأكبرللأعدادن ایعیت)أ(  
14119لدینا     7 2017 

22187 10085 14119 2017, , 

المعادلة   )ب( E  تكافئ
الثنائیة 3 حلاخاصاللمعادلة;2

   :حلولالنمجموعةیعیت -  

لدینا    
  

7 5 11 1

7 3 5 2 11 2

x y ....

...

 

 

 5 7 3/ x  5وبما ان
3 5x k  5ومنه 3x k 

7وبالتعویض في المعادلة    3 5 2
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ین یعت) ج(  x, y  حلول E بحیث:  11PGCD x; y  و   5 3 7 2x, y k ; k    
  11PGCD x; y   تعني 0 11x  و 0 11y  

 0 11x   تكافئ 5 3 0 11k   ومنه 5 3 11k     اي 5 8 11k   ومنه 2 5 16 11k   
اي     5 11k  تكافئ 5 11k    اي 6 11k   11اذن 6k k   

وبالتالي   5 11 6 3 55 33x k k      و 7 11 6 2 77 44y k k       
  : 11على  7nو  5nبواقیالقسمةالإقلیدیةلكلمنالعددین ةسادر )أ()3(
  11على  5nلعددبواقیالقسمةالإقلیدیةل -  

 05 1 11    و 15 5 11  و 25 3 11  و 35 4 11  و 45 9 11  و 55 1 11  
: لدینا       55 1 11  و علیه : 55 1 11k   حیث :k   

: و بالتالي    5 15 5 11k   ، 5 25 3 11k   ، 5 35 4 11k     ، 5 45 9 11k  .  

  : و هي  nحسب قیم  9،4،3،5،1: إذن البواقي هي    

5k  ،5 1k   ،5 2k   ،5 3k   ،5 4k   على الترتیب.  

  عدد طبیعي nحیث  11على  7nبواقي قسمة   -  
10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  n  
1  8  9  6  4  10  3  2  5  7  1  r  

و نكتب    10عملیة القسمة دوریة دورها  107 1 11k   
  :عدد طبیعي كما یلي nحیث  11على  7nإذن بواقي قسمة  

9  8  7  6  5  4  3  2  1  0m 10n k m   
8  9  6  4  10  3  2  5  7  1  r  
  

20175حتى یكون nنقیم یعیت)ب(    7n أي    : 11قابلاللقسمةعلى 20175 7 0 11n    
لدینا    2017 10 201 7  ومنه   10 201 720177 7 6 11   

اذن     20175 7 0 11n    تعني 5 6 0 11n   أي 5 5 11n  5: ومن البواقي نجد 1n k   
)4 (aوb10:  و   8أصغرمن همانكلامنیاطبیع

01N a b 
تحقق ان ال) أ(    310 1 11   واضح لان 1000 11 90 10  أي 1000 10 11  اذن 310 1 11  

أي :  4وھ 11 حیثباقیقسمته على Nینقیم یعت)ب( 4 11N   
10 301 10 1 10N a b a b       ومنه 4 11N   تعني 1000 10 4 11a b   أي

 10 4 11a b     ومنه 6 11b a    أي 5 11b a   
فان الموافقة  8أصغرمن همانكلامنیاطبیعbوaوبما ان    5 11b a   تكون محققة من اجل:  

   2 7a;b ; او   1 6a;b ;  او   7 1a;b ;  
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 1000 7 1 10 7011N     

1016 844  

  .11مضاعف للعدد 
  11ba   

  .11مضاعف للعدد  

 .11مضاعف للعدد 
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  11 aba   
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1000 10N a b   :  
1000 6 10 1016N      و 1000 2 7 10 2017N     1000و 7 1 10 7011   

  :11 فیالنظامذیالاساس 
92و   8 11 4   8و 0 11 8    11ومنه

1016 844

2017 1574  11و
7011 52 4 10حیث   

101حیث  kبین أنه من أجل كل عدد طبیعي   k 11العدد
kC    مضاعف للعدد

استنتج أنه من أجل كل ثنائیة  ba,  من الأعداد الصحیحة:  111111 ba 

n :بین أنه من أجل كل عدد طبیعي  1111 nn   
n :ثم بین أنه من أجل كل عدد صحیح سالب 1111 nn   

1111استنتج أن العدد  ba   إذا وفقط إذا كان  11مضاعف للعددba  

: بحیث xعین الأعداد الصحیحة   







1102048
3535

11x
x  

101حیث  kنبین أنه من أجل كل عدد طبیعي   k  11العدد
kC  مضاعف للعدد

 11

11 10 .... 111!
! 11 ! !

kC
k k k

   
 


  

11! 11 10 ... 1kk C k      
!k C      11وk  أولي إذن  11و العدد!k  11أولي مع

11یقسم  11وبالتالي حسب غوص العدد 
kC  11أي العدد

kC  11مضاعف للعدد.  
نستنتج أنه من أجل كل ثنائیة  ba,  من الأعداد الصحیحة :  111111 ba 

  :حسب دستور ثنائي الحد لنیوتن

 
11 10

11 11 11 11 11
11 11

0 11

k
k k k k k k

k k
a b C a b a C a b b


 

 

       

101لكن مما سبق لدینا إذا كان   k  فإن 11 0 11kC   

: عددین صحیحین فإن 
10

11 11
11

11
0 11k k k

k
C a b b



   

   1111 aba   
n :نبین أنه من أجل كل عدد طبیعي  1111 nn :  

  
0011   

n  

 

 

1000ومنه نجد من     10N a b  

1000 6 10 1016   

فیالنظامذیالاساس Nالعددة باكت)ج(
1016 92 11 4    92و 8 11 4

11: وهكذا نجد    
2017 1574

  
  )34(التمرین   

بین أنه من أجل كل عدد طبیعي ) 1(
استنتج أنه من أجل كل ثنائیة ) 2(
بین أنه من أجل كل عدد طبیعي  - )أ) (3(

ثم بین أنه من أجل كل عدد صحیح سالب      
استنتج أن العدد  –)ب(  

عین الأعداد الصحیحة  ) 4

  
  ) 34(التمرین حل

نبین أنه من أجل كل عدد طبیعي  )1

لدینا  11 10 .... 1
! 11 ! !

k
k k k

   

:     ومنه ! 11 10 ... 1k C k    

!11یقسم  11نستنتج أن  kk C

وبالتالي حسب غوص العدد 
نستنتج أنه من أجل كل ثنائیة ) 2

حسب دستور ثنائي الحد لنیوتن
11 10

11 11 11 11
11 11

0 11

k k k k k k

k k
a b C a b a C a b b 

 

     
لكن مما سبق لدینا إذا كان 

عددین صحیحین فإن bو  aومنه إذا كان 

: و بالتالي     1111b

نبین أنه من أجل كل عدد طبیعي  -أ) 3
  :نستعمل البرهان بالتراجع

0n   :من أجل  110
:  نفرض أن 1111 nn 
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: ومنه حسب ماسبق    1111 111111  nn      أي   1111 11  nn  
  .1n:  إذن الخاصیة صحیحة من أجل
n :ومنه من أجل كل عدد طبیعي  1111 nn   

n :نبین أنه من أجل كل عدد صحیح سالب*  1111 nn :  
n :من أجل كل عدد طبیعي  1111 nn   

0:  لدینا nمن أجل كل عدد سالب n    ومنه :  1111 1 nn   
: و لدینا   111111 nn    أي  1111 nn   أي 1111 nn   

  :من  nومنه من أجل كل   1111 nn   
1111نستنتج أن العدد  –ب  ba   إذا وفقط إذا كان  11مضاعف للعددba   11مضاعف للعدد.  

: صحیحین لدینا  bو  aلدینا من أجل  كل عددین     11111111 baba   
أي       1111 baba   
1111ومنه  ba   إذا وفقط إذا كان  11مضاعف للعددba   11مضاعف للعدد.  

: بحیث xتعیین الأعداد الصحیحة) 4 







1102048
3535

11x
x  

1122048: لدینا  11:  و هو من الشكلn  

:  ومنه 







1102048
3535

11x
x     تكافئ 








1102
3535

1111x
x    أي 






1102

3535
x

x  )حسب ما سبق(  

  

ومنه 






kx

x
112

ومنه        kمع    3535






211
3535

kx
x  

  
:            لدینا 3535  x    یكافئ 33  k  

:       ومنه نجد 31;20;9;2;13;24;35 S  
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